
　1998 年 11 月 系统工程理论与实践 第 11 期　

合作型对策的理论、方法和应用α

周晓玲

(陕西财经学院管理科学系, 陕西 西安 710061)

摘要　讨论了合作型对策的一些基本理论, 通过一些例子说明了应用理论解决实际问题的方法。
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Abstract　T heo ry of cooperative gam e under uncerta in ty w as discussed in th is paper.

the m ethod how to use the theo ry w as in troduced. A pp licat ion of the theo ry and m ethod

w as show ed.
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1　引言
在国际谈判、军事斗争、商业竞争、体育竞赛等社会现象中, 我们留心就会发现这些现象都有一个共同

的特点, 就是都反映了集团之间或者个人之间的利害冲突。但我们仔细分析, 又会发现有些冲突现象, 冲突

双方的利益是对立的, (一方的失即为另一方的得) , 象体育竞赛。而有些冲突现象只要双方充分协商, 就会

取得一个对双方都满意的效果, 象国际谈判。前者属于二人零和对策 (假定有两个局中人) , 而后者就可以

归为二人合作型对策之中。

合作型对策与非合作型对策, 一个重要的区别就是局中人是否合作, 这里所指的合作是局中人在开始

对策之前先与另一位局中人就对策问题作一番商讨, 然后再确定双方的联合策略。协商的结果比如说是一

致同意局中人É 采用策略 x ∈X , 局中人Ê 采用策略 y∈Y (X , Y 分别为局中人É , Ê 的策略集) , 那么应当

认为这种协议双方都有约束作用。

2　理论与方法
211　合作型对策的赢得区域

我们先来看一个较典型的趣味对策的例子 (夫妻争执问题) , 一对新婚夫妻为晚上到哪里去玩争执不

下, 妻子想去剧院, 而丈夫想去看足球赛。他们新婚燕尔, 相亲相爱, 所以一定得同去一个地方。这对夫妻间

的争执是一次非零和对策。假定他们的第一个策略都是去看戏, 第二个都是看足球赛。并且以É 代表丈夫,

Ê 代表妻子, 则赢得矩阵可以是:

　Ê 1　　Ê 2

É 1

É 2

(1, 4) (0, 0)

(0, 0) (4, 1)

α 本文于 1997 年 5 月 4 日收到



显然, 结局 (É 2, Ê 1) 与结局 (É 1, Ê 2) 对应于夫妻二人的赢得都为 0, 即哪里都不会去, 二人都不乐意, 但

如果丈夫坚持看足球, 妻子就比丈夫少得 3, 反之如果妻子坚持看戏, 丈夫就比妻子少得 3。那么究竟二人

该怎样对策。

如果在对策中É 采用混合策略 X = (x , 1- x ) , Ê 采用 Y = (y , 1- y ) , 则É , Ê 的赢得分别为

e1 (x , y ) = 5x y + 4 - 4x - 4y

e2 (x , y ) = 5x y + 1 - x - y

由于 0< x , y < 1, 所以赢得区域为图 1。

图 1　

这是非合作型对策的赢得区域, 如果局中人合作,

则用投硬币的办法决定俩人都去剧院还是都去看足球

赛, 即采用 (É 1, Ê 1)和 (É 2, Ê 2) 的概率各为 1
2

, 平均

赢得为 1
2

(1, 4) +
1
2

(4, 1) = (2
1
2

, 2
1
2

) , 这个结果

不在非合作型对策的赢得区域内。

在合作型对策中, 由于可以采用联合的随机策略,

所以赢得区域要比非合作型对策大。如果非合作型对

策的赢得是 (u1, v 1) 和 (u2, v 2) , 那么在合作型对策中,

通过采用联合策略, 以概率 Α选择赢得为 (u1, v 1) 的策

略, 以 1- Α的概率选择赢得为 (u2, v 2) 的其它策略, 期

图 2

望赢得将为

Α(u1, v 1) + (1 - Α) (u2, v 2)

所以, 合作型对策的赢得区域 R 是非合作型对策赢得

区域的凸闭包, 从而“夫妻争执”问题的合作赢得区域

为图 2。

从图 2 可以看出, 区域的顶点正是纯策略的赢得。

一般来说区域 R 的顶点总是双方都采用纯策略时的赢

得, 然而并非所有纯策略对策的赢得都必定是在 R 的

顶点上。根据这个特点, 要确定合作型对策的赢得区域

R , 第一步, 先标出局中人都采用纯策略时的赢得, 第二

步, 以直线连接这些点, 连成的最大区域就是 R。

212　谈判集和协商集

一旦允许两位局中人合作, 对策的重心就从实施对策移到预先协商上来了。在合作型对策中, 局中人

可能在哪个赢得上达成一致的协议呢?

为了回答这个问题, 我们引进下面的定义。

定义 1　在合作型对策中, 如果 u′Ε u , v′Ε v 而且 (u′, v′)≠ (u , v ) , 则称 (u , v )被 (u′, v′)共同优超。

定义 2　一对赢得 (u , v ) , 若不被任何其它赢得共同优超, 则称为帕利脱最优赢得。

显然, 对策的局中人只关心帕利脱最优赢得, 因为否则的话, 他们可进一步协商, 并至少能再使一人得

到更多的赢得。另外, 局中人É , Ê 都分别要使自己的赢得至少达到

V É = m ax
x∈X

m in
y∈Y

e1 (x , y )

V Ê = m ax
y∈Y

m in
x∈X

e2 (x , y )

否则谈判便会破裂, 他们会不管对方各自采用最大最小策略。称

B = { (u , v ) ûu Ε V É , 　v Ε V Ê , (u , v ) 是 R 中的帕利脱最优赢得}

为谈判集或协商集。

冯·诺伊曼和摩根斯特恩 1944 年曾指出, 合作型对策的任何解都必定是谈判集的一个子集。
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213　最大最小谈判解

如何在B 中选出最可能为局中人采纳的赢得呢? 由于有限合作型对策的赢得区域 R 总是闭的有界凸

集, R 中有一个特殊点 (u0, v 0)∈R , 称为现状点, 它是局中人不能达成协议时可以接受的结果。由此, 纳什提

出了几条公理, 根据纳什谈判公理见文献[1 ], 双方选定了一致的现状点, 就可以求解对策。

选择现状点有个浅显的办法, 就是令 u0= V É , v 0= V Ê , V É 和V Ê 分别为局中人É 和Ê 的最大最小值,

即É 和Ê 可以各自确保得到的赢得, 为此人们把以纳什谈判公理得到的解称为最大最小谈判解。

图 3　

例考虑下述矩阵

(1, 2) (8, 3)

(4, 4) (2, 2)

　　第一步: 分别求解É , Ê 的赢得组成的

零和对策, 计算出V É , V Ê , 这两个零的对策

的矩阵是

1 8

4 2

2 4

3 1

由 2×2 零和对策求解公式得　V É = 3
1
3

,

V Ê = 2
1
2
。

第二步: 求协商集

作合作型对策的赢得区域 R

从图 3 可以看出协商集为

B = { (u , v ) ûu + 4v = 20, 4 Φ u Φ 8}

即以 (4, 4) , (8, 3)为端点的线上的所有点作成的集合。

第三步: 根据纳什谈判公理, 最大最小谈判解一定在 B 中, 且使

f (u , v ) = u - 3
1
3

v - 2
1
2

达到最大。

解:

m ax f (u , v ) = u - 3
1
3

v - 2
1
2

s. t. u + 4v = 20　　4 Φ u Φ 8

得 u= 6
2
3

, 3
1
3

故有唯一的最大最小谈判解 (6
2
3

, v = 3
1
3

)

3　实例分析
有两家公司, 公司É 每星期生产 200 台彩色电视机或者生产 100 台黑白电视机和 100 台彩色电视机;

公司Ê 每星期可以生产 50 台彩色电视机或 100 台黑白电视机。市场对彩电和黑白电视的需求量分别是

200 台ö星期和 100 台ö星期, 售价分别为每台 2000 元和每台 1000 元。公司É 的生产成本为: 彩电每台 1500

元, 黑白电视机每台 600 元。公司Ê 的生产成本为: 彩电每台 1600 元, 黑白电视机 850 元。如果生产大于需

求, 两家公司将按照各自的产量在总产量中占有的比例确定售出量 (例如假定É 生产 200 台彩电, 而Ê 生

产 50 台, 需求量为 200 台, 则É 和Ê 的售出量分别为200
250

×200= 160 台和200
250

×50= 40 台)。电视机售不出
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去, 公司便不仅得不到利润, 相反却仍要支出生产成本。现在我们将这个问题构成一个 2×2 非零和对策,

并求其解。

公司É 有两个策略:

É 1: 生产 200 台彩电;

Ê 2: 生产 100 台彩电, 100 台黑白电视机。

公司Ê 也有两个策略:

É 1: 生产 50 台彩电;

Ê 2: 生产 100 台黑白电视机。

此问题的赢得矩阵为:

(20000, 0) (100000, 15000)

(90000, 20000) (40000, - 35000)

这显然是一个 2×2 非零和对策。如果公司É 与公司Ê 不合作, 公司É 的最大最小值为V É = 63077 (元) , 公

司Ê 的最大最小值为V Ê = 4286 (元)。

若公司É 与公司Ê 合作, 则赢得区域为见图 4。

协商集为:

B = (u , v ) û 1
2

u + v = 65000, 90000 Φ u Φ 100000

解

f (u , v ) = (u - 63077) (v - 4286)

s. t.
1
2

u + v = 65000, 90000 Φ u Φ 100000

图 4　

得最大最小谈判解为 (92253, 18874)。

从结果可以看出, 显然合作优于非合作, 只要二公司充分协商, 总能使他们的赢得都满意。
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