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多目标离散控制:一种对策方法
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摘要　在多目标控制中,线性加权法常常被用于把多目标问题转化为单目标问题的研究中。若各子
目标与总体目标存在非凸关系时,该方法难以有效。本文构造了一种对策模型来解决这类多目标控制
问题,提出了利用对策理论求解这类问题的方法。该方法可将决策人对目标的偏好加入模型中,从而
放宽了问题的凸性限制。
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Abstract　 In m ult ip le ob jective con tro l fields, linear w eigh ted m ethod is often used to

convert the m ult ip le ob jective p rob lem to the single ob jective p rob lem. If nonconvex re2
la t ion betw een to ta l ob jective and its perfo rm ance indices, the LWM is no t effective. In

th is paper, the gam ing model of the m ult ip le ob jective con tro l p rob lem is bu ilt. T he

m ethod so lving the p rob lem is p resen ted by using dynam ic gam e theo ry. T he ob jective

perfo rences of decision2m aker is considered in the model, w h ich help s to overcom e the

difficu lty incurred by nonconvex ity.

Keywords　m ultip le ob jective con tro l; dynam ic gam es; linear quadratic fo rm

1　引言
现实世界中,大多数控制系统的优化设计问题,都包含着在多个互相依赖、互相冲突目标之间进行权

衡的问题。目标之间相互依存的关系,使得在设计系统控制器时,不是只考虑某个目标最优,而是在多个目

标之间进行权衡,寻求使决策者满意、总体目标最优的系统控制器。多目标控制问题应运而生。近年来,多

目标控制方面的研究成果颇多 [1～ 4 ],某些研究成果已应用于飞行器控制系统设计和工业过程控制等领域。

然而,大多目标控制问题研究中,特别是推导线性控制系统相关性能时,总体目标与各子目标之间凸性关

系起着核心的作用。利用凸性关系和多目标线性加权法,多目标控制问题可转化为单目标控制问题,从而

可用现有控制理论进行求解 [5 ]。一旦现实中遇到的某些控制系统设计问题不存在这种凸性关系时,采用多

目标线性加权法求解时,目标之间的相互补偿、相互抵消关系,会使部分满意的非劣解丢失,从而影响控制

器的设计。为此,很有必要寻找求解这类问题的方法。

对策理论研究具有各自目标的多个对策人之间竞争与平衡问题,与多目标决策问题存在类同之处。若

具有非凸性的多目标控制问题视为多个对策人进行对策的对策问题时,多目标之间的权衡问题,就转化为

对策人进行对策,寻找平衡点的过程。如此,多目标控制问题可转化为一类信息完全的非零和动态对策问

题。本文基于此展开研究,并提出了求解这一问题的方法。
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2　多目标控制问题的模型描述
多目标离散控制问题可描述为如下模型:

(M O 1)　 m in
u (õ)∈U

V (J 0 (u (õ) ) ) (1. 1)

m in
u (õ)∈U

J 0
i (u (õ) )　　i = 1, 2,⋯,m (1. 2)

s. t. X (k + 1) = A (k )X (k ) + B (k ) u (k )　k = 1,⋯,N (1. 3)

式中, X (k )∈R n 是系统状态向量; u (k )∈R q是系统的控制向量; A (k )和B (k )是合适维数的系统矩阵; U 是

可允许控制域。J (·) : U→F ∈R m 是m 维向量, F 是目标向量取值域,且 J 0 (·) = (J 0
1 (·) ,⋯, J 0

m (·) ) ,

其中

J 0
i (u (k ) ) =

1
2 6

N

k= 1

{X T (k + 1)Qϖi (k + 1)X (k + 1) + uT (k )Rϖi (k ) u (k ) } (1. 4)

式中, Qϖi (k + 1)和 Rϖi (k )为合适维数矩阵,且是正定矩阵,在式 (111)中, V (·) : F →R 是可测映射,反映了

子目标与总体目标之间的关系。

定义 1　如一可行控制向量 u3 (k )是式 (1)所示的多目标控制问题的非劣解,那么不存在另一向量 u

(k )∈U ,使得下式成立:

J 0
i (u (õ) ) ≤ J 0

i (u3 (õ) ) (2. 1)

且存在 j J 0
j (u (·) = J 0

j (u3 (·) ) (2. 2)

　　若总体目标与子目标之间是凸性关系时,可将多目标控制问题式 (1)转化为如下单目标控制问题:

(M O 2) 目标　　J 0 = 6
m

i= 1

w iJ 0
i (õ) (3. 1)

s. t　 X (k + 1) = A (k )X (k ) + B (k ) u (k )　k = 1,⋯,N (3. 2)

式中, w i 是决策人对各个目标的重视程度,它根据式 (111)来确定。对于式 (311)所示的多目标控制模型,下

列引理成立:

引理 1[3 ]　对于式 (3)表示的多目标控制问题,一定存在一个线性控制律。

若总体目标与各子目标之间存在非凸关系,则目标 J 0与原总体目标V (·)不一致。为了处理这种非凸

关系,将原模型 (M O 1)转换为如下形式:

(M O 3)　　总体目标　　m in V (J (u (·) ) ) (4. 1)

子目标　 J i=
1
2

6
N

k= 1
{X T (k+ 1)Qϖi (k+ 1)X (k+ 1) + y T

i (k )Rϖi (k ) y i (k ) }

　　+ 6
M

j= 1
j≠i

M jk (y i (k ) - y j (k ) ) 2 　i= 1, 2,⋯,M (4. 2)

　约束　 X (k+ 1) = A (k )X (k ) + B (k ) y i (k )　k= 1,⋯,N (4. 3)

y i (k ) = y j (k )　j = 1,⋯,M ;　j≠i (4. 4)

式中, y i∈R q, i= 1,⋯,M ;M jk是一非常大的正数,它保证 y i (k )与 y j (k )等同。若将M 个子目标视为M 个

虚拟决策人分别所有,则多目标控制问题 (式 (4. 2)～ (4. 4) )将由单个决策人的多目标问题转化为多个虚

拟决策人 (以下简称对策人)的单目标对策问题,从而转化为一类具有完全信息的多人非零和动态对策问

题。又由于多目标问题无最优解,只存在非劣解,而线性二次型动态对策问题存在唯一平衡解,为此需将总

体目标对子目标的影响考虑进去,从而形成如下动态对策模型:

(M O 4)　　目标　　J i=
1
2

6
N

k= 1
w ø - i{X T (k+ 1)Qϖi (k+ 1)X (k+ 1) + y T

i (k )Rϖi (k ) y i (k ) }

　　+ 6
M

j= 1
j≠i

M jk (y i (k ) - y j (k ) ) 2

约束　　X (k+ 1) = A (k )X (k ) + B (k ) y i (k )　　i= 1, 2, ⋯,M

式中,w = (w 1,⋯,w M ) T 为多目标决策人对第 i个子目标的重视程度 (或偏好) , w 的值由总体目标确定。随
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着w 值改变,由M 个对策人构成的动态问题的平衡解也将随之改变,因而求得多个平衡策略。因而可由决

策人依据总体目标和各子目标的期望水平选取满意的平衡策略。

为了研究上的方便,不失一般性,在这里我们仅考虑两个目标的线性二次型控制问题。由上面讨论,参

照模型 (M O 4)可得如下的动态对策问题模型 (M O 5) :

(M O 5)

对策人DM 1:

　　目标　　　m in J 1 (u (·) ,w 1) =
1
2

6
N

k= 1
w 1{X T (k+ 1)Qϖ1 (k+ 1)X (k+ 1) + uT (k )Rϖ1 (k ) u (k ) }

　　　　+ M 1k (u (k ) - y (k ) ) 2 (5. 1)

约束　 X (k+ 1) = A (k )X (k ) + B (k ) u (k )　k= 1,⋯,N (5. 2)

对策人DM 2:

m in J 2 (u (·) ,w 2) =
1
2

6
N

k= 1
w 2{X T (k+ 1)Qϖ2 (k+ 1)X (k+ 1) + yθ (k )Rϖ2 (k ) y (k ) }

　　　　+ M 2k (y (k ) - u (k ) ) 2 (5. 3)

约束 X (k+ 1) = A (k )X (k ) + B (k ) y (k )　k= 1, 2,⋯,N (5. 4)

则两对策人将依据由总体目标确定的偏好w = (w 1,w 2) T 选择各自的策略,从而选择其平衡解. 如此,

有以下定义:

定义 2　若 uN 和 yN 是式 (5)构成的动态对策问题的N ash 平衡解,则 uN 和 yN 满足下式:

J 1 (u , yN ) ≥ J 1 (uN , yN ) (6. 1)

J 2 (uN , y ) ≥ J 2 (uN , yN ) (6. 2)

式中, J 1 (u , yN ) Χ J 1 (u ,w 1) ; J 2 (u , y ) Χ J 2 (u ,w 2) ; u= (u (1) ,⋯, u (N ) ) T ; y = (y (1) ,⋯, y (N ) ) T。根据动

态对策理论,对于动态对策模型 (M O 5) ,下列定理成立:

定理 1　对于式 (5)所示的线性二次型两人非零和动态对策问题, 如果存在合适维数的矩阵D i (k +

1)、E i (k+ 1)和 P i (k ) ,且D i (k+ 1)和 E i (k+ 1)可逆, i= 1, 2; 则一定存在唯一的闭环N ash 平衡解,且解满

足下式:

uN (k ) = - E 1 (k + 1) [D 1 (k + 1)B (k ) P 1 (k + 1)A (k )

　 + M 1kD 1 (k + 1)D 2 (k + 1)B T (k ) P 2 (k + 1)A (k ) ]X N (k ) (7. 1)

yN (k ) = - E 2 (k + 1) [D 2 (k + 1)B (k ) P 2 (k + 1)A (k )

　 + M 2kD 2 (k + 1)D 1 (k + 1)B T (k ) P 1 (k + 1)A (k ) ]X N (k ) (7. 2)

D 1 (k + 1) = (w 1R
ϖ (k ) + M 1k I q + P 1 (k + 1)B (k ) ) - 1 (7. 3)

D 2 (k + 1) = (w 2R
ϖ (k ) + M 2k I q + P 2 (k + 1)B (k ) ) - 1 (7. 4)

E 1 (k + 1) = ( I - M 1kM 2kD 1 (k + 1)D 2 (k + 1) ) - 1 (7. 5)

E 2 (k + 1) = ( I - M 1kM 2kD 2 (k + 1)D 1 (k + 1) ) - 1 (7. 6)

P 1 (k ) = [w 1A T (k )Qϖ1 (k + 1) + A T (k ) P 1 (k + 1) ]

　 {A (k ) - B (k ) E 1 (k + 1) [D 1 (k + 1)B T (k ) P 1 (k + 1)A (k )

　 + M 1kD 1 (k + 1)D 2 (k + 1)B T (k ) P 2 (k + 1)A (k ) ]} (7. 7)

P 2 (k ) = [w 2A T (k )Qϖ2 (k + 1) + A T (k ) P 2 (k + 1) ]

{A (k ) - B (k ) E 2 (k + 1) [D 2 (k + 1)B T (k ) P 2 (k + 1)A (k )

　 + M 2kD 2 (k + 1)D 1 (k + 1)B T (k ) P 1 (k + 1)A (k ) ]} (7. 8)

X N (k + 1) = A (k )X N (k ) + B (k ) uN (k ) (7. 9)

X N (k + 1) = A (k )X N (k ) + B (k ) yN (k ) (7. 10)

　　证明　由动态规划原理及定义 3可以求得,由于繁琐,此处略去。

由定理 1可以推知,对于给定的权值w ,式 (5. 2)～式 (5. 5)表示的多目标控制问题,一定存在一个线
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性控制律;若权值w 改变,控制律呈非线性变化。对于给定的权w ,由式 (7)可以求得控制变量 uN 和 yN ,若

使得 uN≡yN ,则必须修正M ik　i= 1, 2,由目标函数 (5. 2)和 (514)得:

M (l+ 1)
ik = M (l)

ik + Κi (u) u (k ) - y (k ) ) 2　i = 1, 2; l = 1, 2,⋯ (8)

式中, Κi 为步长。w 值的确定可由式 (411)得。

3　多目标控制问题求解、算法
由前面的讨论可知,多目标离散控制问题可转化为动态对策问题。每个对策人利用所给的权值和自己

的目标,用定理 1求得平衡解;为使对策平衡解一致,逐步增大惩罚系数M ik ,直至一致为此。根据总体目标

或对各个目标的期望值修正权重。由此算法如下:

1) 随机给出各目标权重w 和各目标期望值;

2) 任意给值 (u , y )和M ik , i= 1, 2; k= 1,⋯,N ;

3) 按式 (7)求得对策平衡解 (uN , yN ) ;

4) 判断‖uN - yN‖≤Ε, Ε是给定的正小数,若成立,则转 5) ;否则,按式 (8)修正M ik ,转 3) ;

5) 计算两个目标值,若目标值已满足决策人的总体目标或子目标期望值,则输出计算结果;否则,按照

总体目标或子目标期望值修正权值w ,转 2)。

4　算例
有一多目标离散控制问题的模型如下:

总体目标

m in J = J 0
1öJ 0

2 (9. 1)

　　分目标

m in J 0
1 =

1
2

X 2 (3) +
1
2

{2X 2 (2) + X 2 (1) + u2
1 (1) + 3u2

1 (2) + 2u2
2 (1) + u2

2 (2) }

m in J 0
2 =

3
2

X 2 (3) +
1
2

{X 2 (2) + 4X 2 (1) + u2
1 (1) + 2u2

1 (2) + u2
2 (1) + 3u2

2 (2) }
(9. 2)

s. t. X (k + 1) = X (k ) + u1 (k ) - 3u2 (k )　X (1) = 1　k = 1, 2 (9. 3)

　　根据前面的研究,将式 (9)转划为如下模型

(M O 6)

　　总目标 m in J (w ) =
J 1 (w )
J 2 (w )

(10)

　　子系统 1:

　　目标

m in J 1= w J 0
1 +

1
2 6

2

k= 1

M 1k (u1 (k ) - y 1 (k ) ) 2 +
1
2 6

2

k= 1

L 1k (u2 (k ) + y 2 (k ) ) 2

J 0
1=

1
2

X 2 (3) + X 2 (2) +
1
2

X 2 (1) +
1
2

u2
1 (1) +

3
2

u2
1 (2) + u2

2 (1) +
1
2

u2
2 (2) (11. 1)

　　　　约束

X (k + 1) = X (k ) + u1 (k ) - 3u2 (k )　X (1) = 1, k = 1, 2 (11. 2)

　　　　子系统 2

　　目标

m in J 2 = J ′2 + 6
2

k= 1

M 2k

2
(y 1 (k ) - u1 (k ) ) 2 + 6

2

k= 1

L 2k

2
(y 2 (k ) - u2 (k ) ) 2 (11. 3)

　　　　约束

X (k + 1) = X (k ) + y 1 (k ) - 3y 2 (k )　X (1) = 1, k = 1, 2 (11. 4)
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式中, J ′2=
1
2

{3X 2 (3) + X 2 (2) + 4X 2 (1) + y 2
1 (1) + 2y 2

1 (2) + y 2
2 (1) + 3y 2

2 (2) }。

选择初值如下:

M 1k= 900, M 2k= 300, L 1k = 800, L 2k = 400, k= 1, 2; Κ1= 12, Κ2= 2; u1 (k ) = u2 (k ) = 0. 22, y 1 (k ) = y 2

(k ) = + 10,则计算结果如表 1所示。目标值与权重变化关系如图 1所示。由表 1可知最佳目标值为 J =

0. 2892, 此时权重为w 1= 8, w 2= 1,相应的控制变量、状态量及目标值为 u1 (·) = (- 0. 3173, - 0. 0032) ,

u2 (·) = (0. 2130, 0. 0320) , X (·) = (1, 0. 0434, - 0. 0558) , (J 1, J 2) = (0. 5996, 2. 0735)。

表 1　计算结果

权重 控　制　变　量 状 态 变 量 目　标　值

w u1 (1) u1 (2) u2 (1) u2 (2) X (2) X (3) J 0
1 J 0

2 J

100 - 1. 2369 - 0. 0091 - 0. 1663 0. 1066 0. 2621 - 0. 0668 1. 5916 2. 8345 0. 5615

40 - 0. 1672 - 0. 0135 0. 1816 0. 1138 0. 2879 - 0. 0671 0. 7179 2. 0938 0. 3429

10 - 0. 2883 - 0. 008 0. 2031 0. 051 0. 1023 - 0. 058 0. 6009 2. 0701 0. 2903

8 - 0. 3173 - 0. 0032 0. 2130 0. 0320 0. 0434 - 0. 0558 0. 5996 2. 0735 0. 28923

6 - 0. 3625 - 0. 0040 0. 2281 0. 0034 - 0. 0469 - 0. 0531 0. 6168 2. 0898 0. 2951

3 - 0. 5004 0. 0272 0. 2774 - 0. 0846 - 0. 3327 - 0. 0517 0. 8085 2. 226 0. 3632

1 - 0. 5899 0. 0978 0. 4587 - 0. 2588 - 0. 9661 - 0. 0918 1. 8567 2. 8607 0. 6490

0. 125 - 0. 1433 0. 2417 0. 8765 - 0. 5206 - 1. 829 - 0. 0223 4. 8465 4. 5372 1. 0682

0. 1 - 0. 0399 0. 2511 0. 9441 - 0. 5344 - 1. 8725 - 0. 018 5. 0992 4. 6763 1. 0904

0. 025 - 0. 0033 0. 2854 1. 0069 - 0. 5757 - 2. 0175 - 0. 0048 5. 8309 5. 10 1. 1433

　　注: 3 为总体最优值

图 1　目标值与权重变化关系图

5　结论
本文以线性二次型多目标离散控制问题为背景,研究了总体目标与各子目标非凸情况下控制策略的
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求解问题,提出了利用动态对策理论求解的方法。该方法不仅应用于非凸情形,也可应用于凸性情形,且对

目标的重视程度选择有指导作用。文中针对两个目标情形研究,但研究结果容易推广到多目标控制问题的

研究中。
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