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摘要 : 　投影寻踪方法应用于机会约束规划中 ,将随机变量约束下的集合 X (α) 、Xi (αi ) 转化为确定函数

约束下的集合 ,从而将机会约束规划转变成一般的非线性规划问题 ,并对 ( b ( w) , A ( w) ) 和 ( b ( W) , A

( W) )的某一行向量的几种分布给出了 X (α) 、Xi (αi )凸性的结论 .
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1 　引言
机会约束规划问题主要有如下两种不同的形式 ,即或者是

min φ( x)

s. t . p ({ w | A ( W) x ≥= b ( W) }) ≥α (111)

　　x ∈ Xi

或者

min φ( x)

s. t . pw ({ w | A i ( w) x ≥ bi ( w) }) ≥αi 　i = 1 ,2 , ⋯, m ,

　　x ∈ X0

(1. 2)

其中 A i ( w)表示 A ( w)的第 i 行 , bi ( w)为 b ( w) 的第 i 个分量. 给定φ为一凸函数 , X0 为一凸集 ,则主要

问题是确定集合

X (α) = { x | pw ({ w | A ( w) x ≥ b ( w) }) ≥α} (1. 3)

和

Xi (αi ) = { x | pw ({ w | A i ( w) x ≥ bi ( w) }) ≥αi } (1. 4)

是否为凸集. 文献[1 ]中已对几种特殊的情形给出了 X (α) 、Xi (αi ) 凸性的结论 ,但并没有解决机会约束规
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划向非线性规划的转化问题. 本文将使用投影寻踪的方法来解决这一问题 ,并对随机系数矩阵 A ( w) 和它

的某一行随机向量 A i ( w)的几种分布讨论 X (α) 、Xi (αi )的凸性.

2 　主要结论及证明
在给出主要结论之前我们需要以下的一个关于投影寻踪方法的定义.

定义 1 　设ξ是 P 维随机向量 ,其概率密度为 f ( x) , a1 , ⋯, ak ( k ≤p)是 R
p 中的线性独立的 k 个单

位向量 , ( a
T
1ξ, ⋯, a

T
kξ)的联合概率密度称为 f ( x)在 a1 , ⋯, ak 方向上的投影密度 ,记作 f

a1 , ⋯, a
k ( t1 , ⋯,

tk ) .

若 A 是前 k 行分别为 a
T
1 , ⋯ a

T
k 是非奇异矩阵 ,则容易求得 :

f
a1 , ⋯, a

k ( t1 , ⋯, tk ) =∫R
P- K

1
| det A |

f ( A
- 1

T) d tk +1 ⋯d tp . (2. 1)

　　有了这一定义 ,我们就可以将 (1. 3) , (1. 4)中的集合 X (α) 、Xi (αi )化为确定的函数约束下的集合.

定理 2. 1 　设 mp 维随机向量ξ( w) = ( b1 ( w) , A1 ( w) , ⋯, bm ( w) , Am ( w) ) T
= ( b1 ( w) , a11 ( w) , ⋯,

a1 , p - 1 ( w) , ⋯, bm ( w) , am1 ( w) , ⋯, am , p - 1) ( w) ) T 的联合概率密度为 f ( x) ,则

X (α) = { x | pw ({ w | A ( w) x ≥ b ( w) }) ≥α}

= x ∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞

m重

f
a1 , ⋯, a

m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm ≥α,

　　ai = (0 ⋯0
( i - 1) p个0

1

1 + ‖x ‖2
(1 , - x′) , 0 ⋯0

( m - i) p个0

) T
, i = 1 ,2 , ⋯, m Χ Y (α) , (2. 2)

其中 A ( w) =

A1 ( w)

…

Am ( w)

, b ( w) =

b1 ( w)

…

bm ( w)

.

证明　任取 x ∈X (α) , 设 x =

x1

…

xp - 1

,则

α≤ pw ({ w | A ( w) x ≥ b ( w) })

= pw ({ w | A1 ( w) x ≥ b1 ( w) , ⋯, Am ( w) x ≥ bm ( w) })

= pw ({ w | b1 - x1 a11 ( w) - ⋯ - xp- 1 a1·p- 1 ( w) ≤0 , ⋯,

　bm ( w) - x1 am1 ( w) - ⋯ - xp- 1 am·p- 1 ( w) ≤0})

= pw w
1

1 + ‖x ‖2
b1 ( w) +

- x1

1 + ‖x ‖2 a11 ( w) + ⋯+

　
- x - p- 1

1 + ‖x ‖2 a1·p- 1 ( w) ≤0 , ⋯,
1

1 + ‖x ‖2
bm ( w) +

　
- x1

1 + ‖x ‖2 am1 ( w) + ⋯+
- x - p- 1

1 + ‖x ‖2 am·p- 1 ( w) ≤0

= pw ({ w | a
T
1ξ( w) ≤0 , ⋯, a

T
mξ( w) ≤0})

=∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞

m重

f
a1 , ⋯, a

m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm . (2. 3)

这里 f
a1 , ⋯, a

m
是 f ( x)在 a1 , ⋯, am 方向上的投影密度. 由 (2. 3)知 x ∈Y (α) ,再由 x ∈X (α) 的任意性即知

X (α) < Y (α) . 又由于 (2. 3)的每一等式都是可逆的 ,因此同法可证 X (α) = Y (α) . 结合起来便得出要证明

的结论.
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定理 2. 2 　设 a1 , ⋯, am 如 (2. 2)所示 ,若 f
a1 , ⋯, a

m ( t1 , ⋯, tm )是 x 的凹函数 , 则 X (α)是凸集.

证明 　由定理 2. 1 只需证 Y (α)是凸集即可.

任取 x , y ∈Y (α) ,设

a
′
i = 0 ⋯0

( i - 1) p个

1

1 + ‖x ‖2
(1 , - x′) , 0 ⋯0

( m - i) p个

,

a
″
i = 0 ⋯0

( i - 1) p个

1

1 + ‖x ‖2
(1 , - y′) , 0 ⋯0

( m - i) p个

,

　i = 1 ,2 , ⋯, m .

则对于 0 <λ< 1 ,令 a
Ê
i = 0 ⋯0

( i - 1) p个

1

1 + ‖λx + (1 - λ) y ‖2
(1 , - λx′- (1 - λ) y′) , 0 ⋯0

( m - i) p个

由于 f
a
1

, ⋯, a
m 是 x 的凹函数 ,故

∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞
f

a
Ê
1 , ⋯, a

Ê
m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm

=∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞
[λf

a
′
1 , ⋯, a

′
m ( t1 , ⋯, tm ) + (1 - λ) f

a
Ê
1 , ⋯, a

Ê
m ( t1 , ⋯, tm ) ]d t1 ⋯d tm

= λ∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞
f

a
′
1 , ⋯, a

′
m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm

　+ (1 - λ)∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞
f

a
″
1 , ⋯, a

″
m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm

≥λα+ (1 - λ)α = α.

故λx + (1 - λ) y ∈Y (α) ,再由 x , y ∈Y (α)的任意性即知 Y (α)是凸集 ,从而利用定理 2. 1 知 X (α)是凸集.

推论 2. 1 　设 a1 , ⋯, am 如 (2. 2)所示 ,若积分∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞
f

a1 , ⋯, a
m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm = β是一与 x 无

关的常数 ,则当α≤β时 X (α) = R
p - 1是凸集 ;当α>β时 X (α) =φ.

这是定理 2. 1 的直接推论 ,证明从略.

在以上的结论中若取 m = 1 则可得到 Xi (αi )的相应的结论. 以下我们给出这些结论 ,它们均为本节前

面几个结论的直接推论.

定理 2. 3 　设 p 维随机向量ξ( w) = ( bi ( w) , A i ( w) ) T
= ( bi ( w) , ai1 ( w) , ⋯, ai , p - 1 ( w) ) T 的联合概

率密为 f ( x) ,则

Xi (αi ) = { x | pw ({ w | A i ( w) x ≥ bi ( w) }) ≥αi

= x | ∫
0

- ∞
f

a ( f
a ( t) d t) ≥α; a =

1

1 + ‖x ‖2

　1

- x
, (2. 4)

　　定理 2. 4 　若 f
a ( t) a =

1

1 + ‖x ‖2

　1

- x
是 x 的凹函数 ,则 Xi (αi )是凸集.

推论 2. 2 　若∫
0

- ∞
f

a ( t) d t a =
1

1 + ‖x ‖2

　1

- x
=β是一与 x 无关的常数 ,则当αi ≤β时 Xi (αi )

= R
p - 1是凸集 ;当αi >β时 , Xi (αi ) =φ.

3 　定理的具体应用
在本节我们将使用上节的结论 ,对 ( b ( w) ,A ( w) ) 和它的某一行随机向量 ( bi ( w) , A i ( w) 的几种分布

探讨 X (α)和 Xi (αi )的凸集.

3. 1 　独立柯西分布的情况.

结论 31111 　设 p 维随机向量ξ( w) = ( bi ( w) , A i ( w) ) T
= ( bi ( w) , ai1 ( w) , ⋯, ai , p - 1 ( w) ) T 的联合概

率密度为 f ( y) = 7
p

j = 1

λj

π
1

λ2
j + ( yi - μj )

2 , - ∞ < μj < ∞ ,λj > 0 , 则当αi ≥
1
2
时 Xi (αi )为凸集 ;当αi =
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0 时 Xi (αi ) = R
p - 1

. 若 p > 2 ,则当 0 <αi <
1
2
时 Xi (αi ) = R

p - 1
,或者 Xi (αi )为非空非凸集.

证明 　对 任 一 p 维 单 位 向 量 a = ( a1 , ⋯, ap ) T 可 求 得 a
Tξ (μ) 的 特 征 函 数 为

exp i 6
p

j = 1
ajμi t - 6

p

j = 1
| ajλj | t , 因此 , f

a ( t) =
6

p

j = 1
| ajλj |

π 6
p

j = 1
| ajλj |

2

+ t - 6
p

j = 1
ajμj

2 - 1

.

∫
0

- ∞
f

a ( t) d t =∫
0

- ∞

6
p

j = 1
| ajλj |

π 6
p

j = 1
| ajλj |

2

+ t - 6
p

j = 1
ajμj

2 - 1

d t

=∫
- 6

p

j = 1
a
j
μ

j

- ∞

6
p

j = 1
| ajλj |

π 6
p

j = 1
| ajλj |

2

+ t
2 - 1

d t

=∫
- 6

p

j = 1
a
j
μ

j 6
p

j = 1
| a

j
λ

j

- ∞

1
π

1
1 + t

2 d t (3. 1)

Χ Ci -
6

p

j = 1
ajμj

6
p

j = 1
| ajλj |

.

故∫
0

- ∞
f

a ( t) d t ≥αi 等价于 C
- 1
i (αi ) 6

p

j = 1
| aiλi | + 6

p

j = 1
ajμj ≤0 , 将 a =

1

1 + ‖x ‖2

1

- x
代入不等式并在

两端同乘 1 + ‖x ‖2得 :

C
- 1
i (αi ) | λ1 | + 6

p

j = 2
| λj xj - 1 | + μ1 - (μ2 , ⋯,μp ) x ≤0. (3. 2)

　　由于 | λ1 | + 6
p

j = 2
| λj xj - 1 | 为 x 的凸函数 ,而 (μ1 , ⋯,μp ) x 也是 x 的凸函数 ,故当 C

- 1
i (αi ) ≥0 时 (3. 2)

的左端为 x 的凸函数 ,而∫
0

- ∞

1
π

1
1 + t

2 d t =
1
2

,故 C
- 1
i (αi ) ≥0 等价于αi ≥

1
2

,于是当αi ≥
1
2
时 (3. 2)的左

端是 x 的凸函数 ,即 Xi (αi )是凸集. Xi (0) = R
p - 1是显然的.

若 p > 2 ,当 0 <αi <
1
2
时 C

- 1
i (αi ) < 0. 由于 x ∈Xi (αi ) 当且仅当 (312) 成立 ,假设 Xi (αi ) ≠R

p - 1 ,则有

x =

x1

…

xp - 1

² Xi (αi ) . 因为 p > 2 ,故必有 y =

y1

…

yp - 1

≠0 ,使 (μ2 , ⋯,μp ) y = 0 ,取λ0 充分大使

| C
- 1
i (αi ) | | λ1 | + 6

p

j = 2
| λj ( xj - 1 ±λ0 yj - 1 ) | > | μ1 - (μ2 , ⋯,μp) x |

= | μ1 - (μ2 , ⋯,μp ) ( x ±λ0 y) | .

由此知 x +λ0 y , x - λ0 y 均满足 (312)式. 故

x +λ0 y ∈ Xi (αi ) , 　　x - λ0 y ∈ Xi (αi ) .

而 x =
1
2

( x +λ0 y) +
1
2

( x - λy) ² Xi (αi ) .

因此 Xi (αi )是非空非凸集.

结论 3. 1. 2 　设 mp 维随机向量ξ( w) = ( b1 ( w) ,A1 ( w) , ⋯, bm ( w) ,Am ( w) ) T
= ( b1 ( w) , a11 ( w) , ⋯,

a1 , p - 1 ( w) , ⋯, bm ( w) , am1 ( w) , ⋯, am , p - 1 ( w) ) T 的联合概率密度为 f ( y) = 7
mp

j = 1

1
π

1
1 + y

2
j

. 则当α≤1
2

m 时
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X (α) = R
p - 1是凸集 ;当α>

1
2

m时 X (α) = <.

证明　由结论 3. 1 的证明过程可知

f
a1 , ⋯, a

m ( t1 , ⋯, tm ) = 7
m

j = 1

π6
p

j = 1
| β|

- 1

1 + 6
p

j = 1
| β|

- 2

t
2
j

- 1

这里的 a1 , ⋯, am 如 (212)所示 ,

β1

…

βp

=
1

1 + ‖x ‖2

1

…

- x

,故

　∫
0

- ∞
⋯∫

0

- ∞
f

a1 , ⋯, a
m ( t1 , ⋯, tm ) d t1 ⋯d tm

= 7
m

j = 1∫
0

- ∞
π6

p

j = 1
| β|

- 1

1 + 6
p

j = 1
| β|

- 2

t
2
j

- 1

= 7
m

j = 1∫
0

- ∞

1
π(1 + t

2 )
d t

=
1

2
m .

由推论 2. 1 知 ,当α≤1
2

m 时 X (α) = R
p - 1是凸 ;当α>

1
2

m时 X (α) = Á .

3. 2 　椭球等高分布的情况

结论 3. 2 　设 p 维随机向量ξ( w) = ( bi ( w) ,A i ( w) ) T
= ( bi ( w) , ai1 ( w) , ⋯, ai , p - 1 ( w) ) T 的联合概率

密度 为 f ( y ) = ( det A )
- 1

2
g [ ( y - μ) T

A
- 1 ( y - μ) ] , 其 中 A > 0 , g ( ·) ≥0 , 令 G1 ( t) =

∫
t

- ∞ ∫R
p- 1 g ( ‖w ‖2 ) dw2 ⋯dwp dw1 ,则当 G

- 1
1 (αi ) ≥0时 Xi (αi ) 是凸集 . 当αi = 0 时 , Xi (αi ) R

p - 1 ; 若 p >

2 ,则当 - ∞< G
- 1

1 (αi ) < 0 时 Xi (αi ) = R
p - 1或为非空非凸集.

证明　由于 A > 0 ,不防设 A
- 1

= H′H , 作代换 Z = H ( y - μ) ,由 Z 的密度为 g ( ‖z ‖2 ) . 对任何单位

向量 a ∈R
p

,以 a
T 为第一行构造正交阵 B ,则 W = B Z 的概率密度为 g ( ‖w ‖2 ) . 因此 a

T
Z 的概率密度为

∫R
p- 1 g ( ‖w ‖2 ) d w2 - dw0 > g1 ( w

2
1 ) ,

而 a
T

Y = a
T

H
- 1

Z + a
Tμ= ‖a

T
H

- 1 ‖ a
T

H
- 1

‖a
T

H
- 1 ‖

Z + a
Tμ,由前面的推导 a

T
H

- 1

‖a
T

H
- 1 ‖

Z 的概率密度为

g1 ( t
2 ) ,故 ‖a

T
H

- 1 ‖ a
T

H
- 1

‖a
T

H
- 1 ‖

Z 的概率密度为 ‖a
T

H
- 1 ‖g1

a
‖a

T
H

- 1 ‖

2

. 从而 a
T

Y 的概率密度

为 ‖a
T

H
- 1 ‖g1

t - a
Tμ

‖a
T

H
- 1 ‖

2

,而 ‖a
T

H
- 1 ‖2

= ( a
T

H
- 1 ) ( a

T
H

- 1 )′= a
T

Aa . 故

f
a ( t) = ‖a

T
H

- 1 ‖g1
t - a

Tμ
‖a

T
H

- 1 ‖

2

=
1

a
T

Aa
g1

t - a
Tμ

a
T

Aa

2

,

∫
0

- ∞
f

a ( t) =
1

a
T

Aa∫
0

- ∞
g1

t - a
Tμ

a
T

Aa

2

d t

=∫
a
Tμ

a
T

Aa

- ∞
g1 ( t

2 ) d t

> G1 -
a

Tμ

a
T

Aμ
,
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故∫
0

- ∞
f

a ( t) d t ≥α1 等价于 G1 -
a

Tμ

a
T

Aμ
≥αi 或 -

a
Tμ

a
T

Aμ
≥G

- 1
1 (αi ) , 即 G

- 1
1 (αi ) a

T
Aa + a

Tμ≤0.

将 a =
1

1 + ‖x ‖2

1

- x
代入并在不等式的两端同乘 1 + ‖x ‖2得 :

G
- 1
1 (αi ) (1 , - x′) A

　1

- x
+ (1 , - x′)μ ≤0. (3. 3)

容易求得 , (1 , - x′) A
　1

- x
的海赛矩阵为 A 除去第一行后的矩阵 ,而 A 正定. 故此海赛矩阵的行列式大

于零 ,从而 (1 , - x′) A
　1

- x
为凸函数. 因此 (1 , - x′) A

　1

- x
为 x 的凸函数 ,而 (1 , x′)μ也是 x 的凸函数

(也是 x 的凹函数) . 故当 G
- 1

1 (αi ) ≥0 时满足 (313) 的 x 构成一凸集 ,即 Xi (αi ) 为凸集 ,而αi = 0 时 Xi (0)

= R
p - 1显然成立.

若 p > 2 ,且 - ∞< G
- 1

1 (αi ) < 0 ,由于 x ∈Xi (α) ,当且仅当 (313) 成立. 假设 Xi (αi ) ≠R
p - 1

, 则有 x =

1

…

xp - 1

² Xi (αi ) , 因为 p > 2 ,故必有 y =

1

…

xp - 1

≠0. 使 (μ2 , ⋯, μp ) y = 0 ,取λ0 充分大使

- G
- 1
1 (αi ) (1 , - ( x ±λ0 y)′A

1

- ( x ±λ0 y)
> | (1 , - x′)μ |

= | (1 , - ( x ±λ0 y)′)μ| .

由此知 x +λ0 y , x - λ0 y 均满足 (313)式. 故

x +λ0 y ∈ Xi (αi ) , 　　x - λ0 y ∈ Xi (αi ) ,

而

x =
1
2

( x + λ0 y) +
1
2

( x - λ0 y) ² Xi (αi ) .

因此 Xi (αi )是非空非凸集.

若在结论 312 中取 g ( x) = (2π)
- p

2
e

- x
2
则得到文献[1 ]中的一个定理 :

推论 31211 　设 p 维随机向量ξ( w) = ( bi ( w) ,A i ( w) ) T
= ( bi ( w) , ai1 ( w) , ⋯, ai , p - 1 ( w) ) T 的联合概

率密度为 f ( y) = (det A)
- 1

2
(2π)

- p
2

e
-

( y - μ) T
A

- 1 ( y - μ)
2

, 则对于αi ≥
1
2

, Xi (αi )为凸集 ;αi = 0 时 Xi (0) = R
p - 1

;

若 p > 2 ,则当 0 <αi <
1
2
时或者 Xi (αi ) = R

p - 1 ,或者 Xi (αi )为非凸集.

证明 　在结论 312 中取 g ( x) = (2π)
- p

2
e

- x
2

,则

G1 ( t) =∫
t

- ∞ ∫R
p- 1

(2π)
- p

2
e

-
t
2
1 + ⋯+ t

2
p

2
d t2 ⋯d tp d t1

=
1

2π∫
t

- ∞
e

-
t
2
1
2

d t1

.

故 G
- 1

1 (αi ) ≥0 等价于αi ≥
1
2

,0 < G
- 1

1 (αi ) < 0 等价于 0 <αi <
1
2

,利用结论 312 即得所要证的结论.

若在结论 312 中取μ= 0 ,A 为单位阵 , g ( t) = Cp (1 + t)
- k

, k >
p
2

, Cp 是使 Cp (1 + ‖y ‖2 ) - k构成 p

维概率密度的常数 ,则可得如下结论 :
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推论 31212 　设 p 维随机向量ξ( w) = ( bi ( w) , A i ( w) ) T
= ( bi ( w) , ai1 ( w) , ⋯, ai , p - 1 ( w) ) T 的联合概

率密度为 f ( y) = Cp (1 + ‖y ‖2 ) - k
, k >

p
2

,则当αi ≥
1
2
时 Xi (αi )是凸集 ;αi = 0 时 Xi (0) = R

p - 1
;若 p > 2 ,

则当 0 <αi <
1
2
时 ,或者 Xi (αi ) = R

p - 1 ,或者 Xi (αi )为非空非凸集.

证明　在结论 3. 2 中取μ= 0 ,A 为单位阵 , g ( t) = Cp (1 + t)
- k

, k >
p
2

, Cp 是使 Cp (1 + ‖y ‖2 ) - k

构成 p 维概率密度的常数. 则

G1 ( t) =∫
t

- ∞ ∫R
p- 1 g ( ‖y ‖2 ) d y2 , ⋯, d yp d y1 =∫

t

- ∞ ∫R
p- 1 Cp (1 + y

2
1 + ⋯+ y

2
p ) - k

d y2 ⋯d yp d y1

= Cp∫
t

- ∞∫R
p- 1

(1 + y
2
1 + r

2 ) - k
r

p- 2 d r ·C0

= Cp C
3

0∫
t

- ∞∫
∞

0
(1 + y

2
1 + Z) - k

Z
p- 2

2 - 1
2

d Z

= Cp C
3

0∫
t

- ∞
(1 + y

2
1 )

- k+ p- 1
2

d y1∫
∞

0
Z

p- 1
2 - 1

(1 + Z) - k
d Z

= Cp∫
t

- ∞
(1 + y

2
1 )

- 2 k+1- p
2

d y1 , (3. 4)

其中 Cp = ∫R (1 + y
2
1 )

- 2 k + 1 - p
2

d y1
- 1

.

由 (3. 4)式右端被积函数关于 0 的对称性可知 G1 (0) =
1
2

,即 G
- 1

1
1
2

= 0. 故 G
- 1

1 (αi ) ≥0 等价于αi

≥1
2

, - ∞< G
- 1

1 (αi ) < 0 等价于 0 <αi <
1
2

,利用结论 3. 2 即得所要证的结论.
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