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线性定常模糊随机系统的响应分析
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摘要　证明了线性定常模糊随机系统的输出在均方意义下的收敛性,并给出了系统响应的模糊概率
特征关系方程。
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1　引言
文献[1～ 3 ]首次提出了同时受到模糊性和随机性干扰的动力系统——模糊随机系统的概念,并分析

了它的各种表示形式以及它与确定性系统、随机系统和模糊系统之间的关系。遗憾的是,它们没有给出有

关收敛性的意义,也没有研究输入与输出之间的特征关系,在文献[ 4 ]中我们研究了模糊随机变量序列的

均方收敛性。本文在进一步研究模糊随机向量序列均方收敛性的基础上证明了模糊随机过程作为系统输

入时输出在均方意义下的收敛性,并导出了输入输出之间的模糊概率特征关系方程,从而推广了经典的随

机系统理论的若干结果 (参见文献[5 ])。

2　模糊随机向量的均方收敛性
设 R 为实数域,称非空有界闭区间

A = [a , b ]

为闭区间数,其中 a 和 b分别称为A 的下端和上端,记为A - 和A +。用 I (R )表示 R 上闭区间数全体。

设 u: R→[0, 1 ]为一模糊集。称

[u ]Α =
cl{x ∈ R ûu (x ) > 0} 当 Α= 0

　{x ∈ R ûu (x ) ≥ Α} 当 0 < Α≤ 1

为 u 的Α水平集。若对任意 Α∈[0, 1 ], [u ]Α∈I (R ) , 则称 u 为有限闭模糊数,简称模糊数。用F 3 (R )表示

模糊数全体。
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任意 u , v∈F 3 (R ) ,称

d (u , v ) = sup
0≤Α≤1

dH ( [u ]Α, [v ]Α

为 u 与 v 的距离。其中 dH 为H ausdo rff距离。显然对任意A , B∈I (R ) ,

dH (A , B ) = m ax{ûA - - B - û , ûA + - B + û}.

根据文献[6 ], (F 3 (R ) , d )为一完备的距离空间。

任意 u∈F 3 (R ) ,称

‖u‖ = d (u , ς{0})

为 u 的范数。这里 ς 表示特征函数。显然有

‖u‖ = m ax{û [u ]+
0 û , û [u ]-

0 û}

并且对任意 u , v∈F 3 (R ) ,

‖uv‖ = ‖u‖‖v‖. (1)

　　设 u ij∈F 3 (R ) , i= 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2, ⋯, n。称

U =

u11 u12 ⋯ u1n

u21 u22 ⋯ u2n

�

um 1 um 2 ⋯ um n

为m 行 n 列模糊矩阵, 特别地当 n = 1 时, 称 u 为m 维模糊向量; 当m = n 时, 称为 n 阶模糊方阵, 并称

6
n

i= 1
u ii为U 的迹,记为 t r (U )。m×n 模糊阵全体记为F m×n

3 (R ) , n 维模糊向量全体记为F n
3 (R )。

任意 u , v∈F m×n
3 (R ) ,令

D 1 (u , v ) = m ax
1≤i≤m
1≤j≤n

d (u ij , v ij (2)

D 2 (u , v ) = 6
m

i= 1
6

n

j= 1

d 2 (u ij , v ij ) (3)

　　定理 1　É ) D 1 和D 2均为F m×n
3 (R )上的距离;

Ê ) D 1 与D 2 等价;

Ë ) (F m×n
3 (R ) , D i)是完备的距离空间, i= 1, 2。

证明　根据 d 是F 3 (R )上的距离和 Schw artz不等式可证É ) , 由不等式

D 1 (u , v ) ≤D 2 (u , v ) ≤ m nD 1 (u , v ) (4)

得证Ê ) , 由 (F 3 (R ) , d )的完备性易证 (F m×n
3 (R ) , D 1)完备,又由Ê )得证 (F m×n

3 (R ) , D 2)完备。证毕。

任意U∈F m×n
3 (R ) ,称

‖U‖i = D i (U , 0)

为U 的范数, i= 1, 2。其中 0为m 行 n 列模糊零矩阵,易知对 Κ∈R ,U ,V∈F m×n
3 (R ) ,

‖U‖1= m ax
1≤i≤m
1≤j≤n

‖u ij‖ (5)

‖U‖2= 6
m

i= 1
6

n

j= 1

‖u ij‖2 (6)

‖ΚU‖i= ûΚû‖U‖i, 　i = 1, 2 (7)

‖U + V ‖= ‖U‖i + ‖V‖i,　i = 1, 2 (8)

　　定义 1　设 (8 ,A , P )概率空间,模糊集值映射 X : 8→F 3 (R )称为模糊随机变量 (简记为 f . r. v ) ,如

果对任意 Α∈[0, 1 ], [X ]-
Α 和[X ]+

Α 均为实值随机变量。用 FRV (8 )表示模糊随机变量全体。若 E‖X ‖2<

∞, 称 X 为二阶模糊随机变量,称 f . r. v 序列{X (k ) , k = 1, 2,⋯}均方收敛于 f . r. v. X ,若 lim
k→∞

E d 2 (X (k ) ,
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X ) = 0 , 记为 X (k )
m. s. D
　X。称为 E (X )∈F 3 (R )为 f . r. v. X 的数学期望或均值,若对任意 Α∈[ 0,

1 ]有

[E (X ) ]Α = [E ( [X ]-
Α ) , E ( [X ]+

Α ) ] (9)

若 X , Y∈FRV (8 ) , 称

Cov (X , Y ) = E { (X - E (X ) ) (Y - E (Y ) ) } (10)

为 X 与 Y 的模糊协方差。特别地Cov (X , X )称为 X 的模糊方差,记为V ar (X )。

容易证明,在F 3 (R )上,定义 1与文献[6, 7 ]中模糊随机变量及其数学期望的定义是一致的。

定义 2　设X : 8→F m×n
3 (R ) , 即X = (x ij )m×n且 x ij∈FRV (8 ) , i= 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, n。则称X 为

m 行 n 列模糊随机矩阵,用 FRV m×n (8 )表示m 行 n 行模糊随机矩阵全体。特别地当 n= 1时,称为m 维模

糊随机向量。用 FRV m (8 )表示m 维模糊随机向量全体。称

E (X ) = (E (x ij ) )m×n (11)

为X 的数学期望。称 X 为二阶模糊随机矩阵,若 E‖X ‖2
2< ∞; 称模糊随机矩阵序列{X (k ) }均方收敛于

X ,若 lim
k→∞

ED 2
2 (X (k ) , X ) = 0 , 记为X (k )

m , s, D
　X。若 X , Y∈FRV n (8 ) ,称

Cov (X , Y ) = E { (X - E (X ) ) (Y - E (Y ) ) T } (12)

为 X 为 Y 的模糊协方差阵。显然Cov (X , Y ) = (Cov (x i, y j ) ) n×n.

设X , Y∈FRV m×n (8 ) , Κ为实数, H 为 s×m 实矩阵, G 为 n×l实矩阵,根据 f . r. v 数学期望的线性性

质[7 ]易证下式

E (ΚX ) = ΚE (X ) (13)

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ) (14)

E (H X G ) = H E (X )G (15)

　　 定理 2　É ) 模糊矩阵序列U (k ) = (u ij (k ) )m×n (k = 1, 2,⋯) 按距离收敛于U 的充分必要条件是 u ij

(k )
　d　
　u ij ( i= 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, n)。

Ê )模糊随机矩阵 X = (x ij (Ξ) )为二阶的充分必要条件是对任意 i, j , x ij为二阶 f . r. v。

Ë ) 设 X (k ) , X ∈FRV m×n (8 ) (k = 1, 2,⋯) , 则 X (k )
m , s, D
　X 的充分必要条件是对任意 i, j , x ij

(k )
m , s, D
　x ij。

证明　É )由式 (2)和定理 1, Ê )易证,由式 (6)得,

E‖X ‖2
2 = 6

m

i= 1
6

n

j= 1

E‖x ij‖2

从而Ê )成立,由式 (3)得

ED 2
2 (X (k ) , X ) = 6

m

i= 1
6

n

j= 1

E d 2 (x ij (k ) , x ij )

从而得证Ë )。证毕。

根据定理 2和文献[4 ]不难证明以下结论。

定理 3　设 X , Y 均为 n 维二阶模糊随机向量,则 E (X ) , E (Y ) , E (X T Y ) , E (X Y T ) , Cov (X , Y )均存

在。

定理 4　设{X (k ) }, {Y ( l) }均为二阶模糊随机向量序列且 X (k )
m , s, D
　X , Y ( l)

m , s, D
　Y ,则X ,

Y 也为 n 维二阶模糊随机向量,且 8

lim
k→∞

E (X (k ) ) = E (X ) , (16)

lim
k→∞, l→∞

E (X (k ) T Y ( l) ) = E (X T Y ) , (17)

lim
k→∞, l→∞

E (X (k ) Y ( l) T ) = E (X Y ) (18)

这里极限均是按距离收敛。
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3　模糊随机系统响应分析
令 T d = {⋯, - 2, - 1, 0, 1, 2,⋯}。

定义 3　称{X ( t) , t∈T d }为 (二阶)模糊随机 (向量)过程,若对任意 t∈T d , X ( t)为 (二阶)模糊随机变

量 (向量)。并分别称 E (X ( t) )和Cov (X ( t) , X (s) )为{X ( t) }的均值函数和协方差函数,记为 X{ ( t)和 R x ( t,

s)。

现在我们来考虑文献[2 ]中讨论的线性定常模糊随机系统

y ( t) = 6
∞

Σ= 0

h (Σ)U ( t - Σ) (19)

这里 u ( t)和 y ( t)分别是定义在概率空间 (8 , A , P )上的 r 维和m 维模糊随机向量过程,而 h ( t)为m 行 r

列实矩阵函数,级数是均方意义下的,当 u ( t)和 y ( t)退化为实随机过程时,即为文献 [ 5 ]所研究的随机系

统。

引理　设A ∈F m×n
3 (R ) , B∈F n×m

3 (R ) ,则

t r (A B ) = tr (B A ) (20)

‖t r (A B )‖≤‖A ‖2‖B‖2 (21)

　　证明　式 (20)显然成立。现证式 (21)。设A = (a ij ) , B = (bij ) , 根据式 (8)和 Schw artz不等式及式 (6) ,

左边= 6
m

i= 1
6

n

j= 1

a ij bj i ≤ 6
m

i= 1
6

n

j= 1

‖a ij‖‖bj i‖

≤ 6
m

i= 1
6

n

j= 1

‖a ij‖2 õ 6
m

i= 1
6

n

j= 1

‖bij‖2

= ‖A ‖2‖B‖2. 证毕 1
　　定理 5　假设

1) 系统 (19)是渐近稳定的,即存在C > 0, 0< Θ< 1使对任意 Σ> 0有

m axûh ij (Σ) û ≤C ΘΣ (22)

　　2) 输入 u ( t)是一个二阶模糊随机向量过程, 并具有均值函数 uθ ( t)和协方差函数 R u ( t, s) , 且对任意

t> 0,

sup
s≤t

E‖u (s)‖2
1 < ∞ (23)

则有

É ) 输出 y ( t)以均方收敛形式存在。

Ê ) {y ( t) }也是一个二阶模糊随机向量过程,且其均值函数为

yθ ( t) = 6
∞

Σ= 0

h (Σ) uθ ( t - Σ) (24)

协方差函数为

R y ( t, s) = 6
∞

k= 0
6
∞

l= 0

h (k )R u ( t - k , s - l) hT ( l) (25)

输入与输出之间的互协方差函数

R uy ( t, s) = 6
∞

l= 0

R u ( t, s - l) hT ( l) (26)

　　证明　É )先证m = 1时成立。令

ak = 6
k

Σ= 0

h (Σ) u ( t - Σ) (27)

那么对 l> k≥0,由式 (1) ,式 (8) ,式 (20)和 (21)有

E d 2 (a l, ak) = E 6
l

Σ= k+ 1

h (Σ) u ( t - Σ)
2
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= E 6
l

Σ= k+ 1
6

l

s= k+ 1

h (s) u ( t - s) uT ( t - Σ) hT (Σ)

≤ E 6
l

Σ= k+ 1
6

l

s= k+ 1

‖t r (hT (Σ) ) h (s) u ( t - s) uT ( t - Σ)‖

≤ E 6
l

Σ= k+ 1
6

l

s= k+ 1

‖hT (Σ) h (s)‖2‖u ( t - s) uT ( t - Σ)‖2

≤ 6
l

Σ= k+ 1
6

l

s= k+ 1

‖hT (Σ) h (s)‖2E‖u ( t - s) uT ( t - Σ)‖2

由式 (22)和式 (4)得

‖hT (Σ) h (s)‖2≤ rC 2ΘΣ+ s

又由式 (23)对固定的 t,存在M 使

su p
s≤t

E‖u (s)‖2
1 ≤M

从而由式 (4) ,式 (5)和式 (1)及实随机变量 Schw artz不等式,对任意 s> 0, Σ> 0,

E‖u ( t - s) uT ( t - Σ)‖2≤ r E‖u ( t - s)‖2
1 E‖u ( t - Σ)‖2

1 ≤ rM

所以

E d 2 (a l, ak) ≤M r2C 2 (Θk+ 1 - Θl+ 1) 2ö(1 - Θ) 2

当 k→∞, l→∞时有 E d 2 (a l, ak)→0,根据模糊随机变量序列均方收敛的 Cauchy准则[4 ]得证。

当m > 1,只要分别考虑 y ( t)的每个分量,再由定理 2得证。

Ê ) 由定理 3和定理 4, y ( t)为二阶模糊随机过程,且

yθ ( t) = E (y ( t) ) = lim
k→∞

E (ak)

再由式 (15)和式 (27)得

yθ ( t) = lim
k→∞6

k

Σ= 0

h (Σ) E (u ( t - Σ) )

即式 (23)得证。而由式 (15) ,式 (19)和式 (24) ,

R y ( t, s) = Cov (y ( t) , y (s) ) = E { (y ( t) - yθ ( t) ) (y (s) - yθ (s) ) T }

= E lim
k→∞
j→∞

6
k

Σ= 0
6

j

l= 0

h (Σ) (u ( t - Σ) - uθ ( t - Σ) ) (u (s - l) - uθ (s - l) ) T hT ( l)

= lim
k→∞
j→∞

6
k

Σ= 0
6

j

l= 0

h (k )R u ( t - k , s - l) hT ( l)

此为式 (25)。类似可证式 (26)。定理证毕。

推论　如果输入{u ( t) }是一个弱平稳模糊随机 (向量)过程,即均值函数 uθ ( t) = uθ 为常量,协方差函数

R u ( t, t+ s) = R u (s)与 t无关,则输出{y ( t) }也是一个弱平稳过程。其常均值为

yθ = 6
∞

Σ= 0

h (Σ) uθ (28)

协方差函数为

R y (s) = 6
∞

k= 0
6
∞

l= 0

h (k )R u (s - l + k ) hT ( l) (29)

协方差函数

R uy (s) = 6
∞

l= 0

R u (s - l) hT ( l) (30)

4　结论
本文在研究模糊随机向量序列均方收敛性的基础上证明了模糊随机系统的输出在均方意义下的收敛
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各定级因素合理的权重值,见表 4。

表 4　待定的定级因素权重值表

定级因素 繁华程度 道路通达度 对外交通便利度 生活设施完善度 公用设施完备度 环境质量 文体设施

权重值 35. 8 15. 1 12. 9 15. 2 11. 3 5. 2 4. 2

4　说明与结论
本文介绍的层次分析法和特尔菲法赋权精度分析与定权方法是基于专家对各定级因素的重要性判断

精度都相同的情况下进行的。在这一前提下,我们可以看出层次分析法的赋权精度普遍高于特尔菲法,因

此,笔者认为: 在有条件的地区,只要参与评价的专家对判断矩阵元素的经济和系统工程的含义有充分的

认识,就尽可能地运用层次分析法来分析各定级因素的权重。

在实际工作中,为了保证定级因素权重确定的准确性,可以采用特尔菲法来校核层次分析法的结果,

当对同一因素的重要性分别采用层次分析法和特尔菲法进行测算,所得的权重值之间相差很大时,则应对

专家进行重新征询; 当采用以上两方法所测的同一因素权重值相差值在合理的范围时,则运用上述思路,

综合层次分析法和特尔菲法的评价结论,确定最终定级因素权重,这样,有利于提高定权的精度,保证最终

待估定级因素权重值的合理性和实用性。
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性,并导出了输入输出之间的模糊概率特征关系方程。公式 (30)就是离散时间模糊W iener2Hopf方程,是

经典的W iener2Hopf方程的推广,它对于模糊W iener滤波以及相关分析法的系统辩识等都具有重要意义。
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