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线性分式—二次双层规划的对偶定理
α

杨丰梅

(北京化工大学应用数理系, 北京 100029)

摘要　先给出线性分式规划的一个对偶定理, 然后利用这个结果建立和证明线性分式—二次双层规
划的对偶定理。
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1　引言
双层规划模型广泛地应用于资源配置、区域规划、生产管理、市场营销与存贮、交通规划、通讯网络设

计等领域[1 ]。关于双层规划的研究, 主要集中在最优性条件、解集的结构和求解算法方面, 请见文献[2～ 5 ]

的参考文献。在 1994 年,W ang, W ang 和Rom ano2Rodriquez 建立了双层规划的第一个对偶性理论, 证明

了一个弱对偶定理和一个强对偶性定理 [6 ]。本文先证明线性分式规划的一个对偶定理, 利用 Kuhn2T ucker

条件将内层问题进行转换, 从而来建立线性分式—二次双层规划的一个弱对偶定理和一个强对偶定理。当

线性分式函数退化为线性函数时, 本文的对偶定理就是文献[6 ]中的定理 2, 定理 3 和定理 4。

本文讨论以下线性分式—二次双层规划问题:

(L FQ P )

m ax
x

F (x , y ) =
aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2
　 其中 y 解

　　　 m ax
y ûx

f (x , y ) =
1
2

(x T , y T )Q
x

y
+ cT

1 x + d T
1 y

　　　 s. t. A x + B y ≤ r

其中 a, c, c1∈R n1 , b, d , d 1∈R n2 , r∈R m , A , B 和Q 分别为 n1×m , n2×m 和 (n1+ n2) × (n1+ n2) 实矩阵;

m ax
y ûx

表示当 x 取定后求关于 y 的极大。令

S = { (x , y ) ûA x + B y ≤ r},

X = {x û 存在 y ∈ R n2 使得 (x , y ) ∈ S },
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Y x = {y ûB y ≤ r - A x },

Y (x ) = {y ûarg{m ax
y ûx

f (x , y ) ûy ∈ Y x }},

F = { (x , y ) ûx ∈ X , y ∈ Y (x ) }

　　定义 1　F 称为 (L FQ P )的可行解集。(xθ , yθ)称为 (L FQ P )的一个最优解, 如果

1) (xθ , yθ)∈F ;

2) F (xθ, yθ)≥F (x , y ) , Π (x , y )∈F.

为讨论方便, 我们假定

Q =
Q 1 Q T

2

Q 2 Q 3

其中Q 3 为一负定矩阵, 注意到 (L FQ P )的内层问题:

( IP )
m ax

y
f (x , y )

s. t. B y ≤ r - A x

是将 x 作为参数, 求目标函数关于 y 的极大化问题。由于

f (x , y ) =
1
2

(x T , y T )Q
x

y
+ cT

1 x + d T
1 y

=
1
2

x TQ 1x 1 +
1
2

y TQ 3y + x TQ T
2 y + cT

1 x + d T
1 y

=
1
2

y TQ 3y + (x TQ T
2 + d T

1 ) y +
1
2

x TQ 1x + cT
1 x

和Q 3 为一负定矩阵, 对于给定的每个 x ∈X , ( IP )有唯一最优解, 记为 y (x ) , 即

Y (x ) = {y (x ) }

2　引理
将内层问题 ( IP )用 Kuhn2T ucker 充要条件表示, 可证以下引理。

引理 1　 (xθ, yθ) 是 (L FQ P ) 的一个最优解, 当且仅当存在w{ ∈R m 使得 (xθ, yθ, w{ ) 是下列非线性规划问

题的一个最优解

(P 1)　 m ax
x , y ,w

F (x , y ) =
aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2
(2. 1a)

s. t. A x + B y ≤ r (2. 1b)

w T (A x + B y - r) = 0 (2. 1c)

Q 2x + Q 3y + d 1 = B Tw (2. 1d)

w ≥ 0 (2. 1e)

　　引理 1 的证明同文献[6 ]中定理 1 的证明。事实上, 由于内层问题 ( IP )是一个标准的凸规划问题, ( IP )

等价于 Kuhn2T uchker 充要条件 (2. 1b)～ (2. 1e).

对于每个给定的w Ε 0, 定义

S [w ]= { (x , y ) û (x , y )满足条件 (2. 1b)～ (2. 1d) }。在后续的讨论中我们约定

m ax{F (x , y ) û (x , y )∈S [w ]}= - ∞, 如果 S [w ]= Á .

不难证明如下结果。

引理 2　 (P 1)等价于以下m ax m ax 问题:

(M M P ) 　m ax
w ≥0

　 m ax
(x , y )∈S [w ]

F (x , y )

(M M P )的内层问题为以下带参数的线性分式规划问题:
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(Pw )　 m ax
x , y

F (x , y ) =
aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2
(2. 2a)

s. t. A x + B y ≤ r (2. 2b)

w T (A x + B y - r) = 0 (2. 2c)

Q 2x + Q 3y + d 1 = B Tw (2. 2d)

注意到当w ≥0, 约束方程 (2. 2b)等价于

w T (A x + B y - r) ∂ 0 (2. 2c′)

于是, 对于给定的w ≥0, (Pw )可等价地表达为

(P ′
w )　 m ax

x , y
F (x , y ) =

aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2

s. t. A x + B y - r ≤ 0

W T (r - A x - B y ) ≤ 0

Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw = 0

　　定义以下线性规划问题:

(D ′
w )　 m in

u1, u2, u3

hw (u1, u2, u3) =
rT (u1 - u2w ) + (B Tw - d 1) T u3 + l1

l2
(2. 3a)

s. t. (u1 - u2w ) TA + uT
3Q 2 +

(u1 - u2w ) T r + uT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
cT = aT (2. 3b)

(u1 - u2w ) TB + uT
3Q 3 +

(u1 - u2w ) T r + uT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
d T = bT (2. 3c)

u1 ≥ 0 (2. 3d)

u2 ≥ 0 (2. 3e)

其中 u1∈R m , u2∈R 1, u3∈R 2.

我们可以证明 (D ′
w )是 (P ′

w )的对偶问题, 满足以下性质:

引理 3　对于给定的w ≥0, 设 S [w ]≠Á 。如果 (P ′
w ) 有最优解 (xθw , yθw ) , 则 (D ′

w ) 一定也有最优解 (uθ1

(w ) , uθ2 (w ) , uθ3 (w ) ) , 且 (P ′
w )和 (D ′

w )的最优目标函数值相等。即

F (xθw , yθw ) = hw (uθ1 (w ) , uθ2 (w ) , uθ3 (w ) )

　　上述引理的证明同文献[7 ]中主要定理的证明方法。为篇幅所限, 我们略去证明过程。

3　主要结果
本节将证明两个对偶定理。

定义m ax- m in 问题如下

(M M P ′) 　m ax
w ≥0

m in
u1, u2, u3

hw (u1, u2, u3) (3. 1a)

s. t. (u1 - u2w ) TA + uT
3Q 2 +

(u1 - u2w ) T r + uT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
C T = aT (3. 1b)

(u1 - u2w ) TB + uT
3Q 3 +

(u1 - u2w ) T r + uT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
d T = bT (3. 1c)

u1 ≥ 0 (3. 1d)

u2 ≥ 0 (3. 1e)

对给定的w ≥0, 令

S [w ] = { (u1, u2, u3) û (u1, u2, u3) 满足 (3. 1b)～ (3. 1e) }。

当 S [w ]= Á 时, 我们约定

m in {hw (u1, u2, u3) û (u1, u2, u3) ∈ S [w ]} = - ∞。

这样 (M M P′)可表述为
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(P 2)　 m ax
w ≥0

m in
(u1, u2, u3)∈S [w ]

hw (u1, u2, u3)

　　依引理 2, P 1 等价于 (M M P )。又依引理 3, (M M P ) 的内层问题 (P ′
w ) 可由 (D ′

w ) 来代替, 因此 (P 1) 可重

写为 (P 2)。

定理 1 (弱对偶性)　如果 (x , y ,w )是 (P 1)的一个可行解, 而 (u1, u2, u3, w )是 (P 2)的一个可行解, 则

hw (u1, u2, u3) ≥ F (x , y )

　　证明　 (3. 1b)右乘 x 和 (3. 1c)右乘 y , 然后相加即得

(u1 - u2w ) T (A x + B y ) + uT
3 (Q 2x + Q 3y )

　 +
(u1 - u2w ) T r + uT

3 (B Tw - d 1) + l1

l2
(cT x + d T y )

= aT x + bT y　　　　　

上式可重新写为

(u1 - u2w ) T (A x + B y - r) + uT
3 (Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw ) + (u1 - u2w ) T r + uT

3 (B Tw - d 1)

　 +
(u1 - u2w ) T r + uT

3 (B Tw - d 1) + l1

l2
(cT x + d T y )

= aT x + bT y

即

(u1 - u2w ) T (A x + B y - r) + uT
3 (Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw )

　 +
(u1 - u2w ) T r + uT

3 (B Tw - d 1) + l1

l2
(cT x + d T y + l2)

≠ aT x + bT y + l1 (3. 1′)

依 (x , y ,w )关于 (P 1)的可行性和 (u1, u2, u3, w )关于 (P 2)的可行性,

uT
1 (A x + B y - r) ≤ 0

w T (A x + B y - r) = 0

uT
3 (Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw ) = 0

于是

(u1 - u2w ) T r + uT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
(cT x + d T y + l2) ≥ aT x + bT y + l1

又因为前面已假定对于Π (x , y )∈S , aT x + bT y + l1> 0, 故

(u1 - u2w ) T r + uT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
≥

aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2

即 hw (u1, u2, u3)≥F (x , y )

定理 1 得证。

现在证明一个强对偶定理

定理 2 (强对偶性) 　令 (xθ , yθ, w{ ) 和 (uθ1, uθ2, uθ3, w{ ) 分别为 (P 1) 和 (P 2) 的一个可行解, (xθ , yθ, w{ ) 和

(uθ1, uθ2, uθ3, w{ )分别为 (P 1)和 (P 2)的一个最优解的充要条件是

(uθ1 - uθ2w ) T r + uθT
3 (B Tw - d 1) + l1

l2
≥

aT xθ + bT yθ + l1

cT xθ + d T y + l2
(3. 2a)

(uθ1 - uθ2x ) T (A x + B y - r) + uθT
3 (Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw{ ) ≤ 0, Π (x , y ) ∈ F (3. 2b)

　　证明　先设 (xθ , yθ, w{ )和 (uθ1, uθ2, uθ3, w{ )分别为 (P 1)和 (P 2)的一个最优解。如果S [w ]≠Á , 依引理 3,

m in
(u1, u2, u3)∈S [w ]

hw (u1, u2, u3) = m ax
(x , y )∈S [w ]

F (x , y )

如果 S [w ]= Á , 依约定

m in
(u1, u2, u3)∈S [w ]

hw (u1, u2, u3) = m ax
(x , y )∈S [w ]

F (x , y ) = - ∞

于是, 无论在哪一种情形都有
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m ax
w ≥0

m in
(u1, u2, u3)∈S [w ]

hw (u1, u2, u3) = m ax
w ≥0

m ax
(x , y )∈S [w ]

F (x , y )

由于 (xθ , yθ, w{ )和 (uθ1, uθ2, uθ3, w{ )分别为 (P 1)和 (P 2)的一个最优解, 故

hw (uθ1, uθ2, uθ3) = F (xθ , yθ) ,

即式 (3. 2a)成立。

由于 (uθ1, uθ2, uθ3, w{ )是 (P 2)的可行解, 依 (3. 1b)和 (3. 1c)得

(uθ1 - uθ2w ) T (A xθ + B yθ) + uθT
3 (Q 2xθ + Q 3yθ) +

(uθ1 - uθ2w
{ ) T r + uθT

3 (B Tw{ - d 1) + l1

l2

(cT xθ + d T yθ)

= aT xθ + bT yθ　　　　

于是有

(uθ1 - uθ2w
{ ) T (A xθ + B yθ - r) + uθT

3 (Q 2xθ + Q 3yθ - B Tw + d 1)

　 +
(uθ1 - uθ2w

{ ) T r + uθT
3 (B Tw{ - d 1) + l1

l2
(cT xθ + d T yθ + l2)

= aT xθ + bT yθ + l1.

由于 (xθ, yθ, w{ )为 (P 1)的一个最优解, 依引理 1, (xθ, yθ)为 (L FQ P )的最优解。所以对于任意给定的 (x , y )∈

F ,

aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2
≤

aT xθ + bT yθ + l1

cT xθ + d T yθ + l2

但由 (3. 2a)

aT xθ + bT yθ + l1

cT xθ + d T yθ + l2

=
(uθ1 - uθ2w

{ ) T r + uθT
3 (B Tw{ - d 1) + l1

l2

因此证得

aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2
≤

(uθ1 - uθ2w
{ ) T r + uθT

3 (B Tw{ - d 1) + l1

l2

aT x + bT y + l1 ≤
(uθ1 - uθ2w

{ ) T r + uθT
3 (B Tw{ - d 1) + l1

l2
(cT x + d T y + l2)

依 (3. 1′) , 得

(uθ1 - uθ2w
{ ) T (A x + B y - r) + uθT

3 (Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw{ ) ≤ 0

即 (3. 2b)得证。

反过来, 设 (3. 2a)和 (3. 2b)成立。我们要证 (xθ, yθ, w{ )和 (uθ1, uθ2, uθ3, w{ )分别为 (P 1)和 (P 2)的最优解。

令 (x , y )∈F , 由于

aT xθ + bT yθ + l1

cT xθ + d T yθ + l2
=

(uθ1 - uθ2w
{ ) T r + uθT

3 (B Tw{ - d 1) + l1

l2
(3. 3)

依式 (3. 1′) , 上式右端应等于

aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2
-

(uθ1 - uθ2w
{ ) T (A x + B y - r) + uθ t

3 (Q 2x + Q 3y + d 1 - B Tw )
cT x + d T y + l2

再依 (3. 2b) , 上式应大于等于
aT x + bT y + l1

cT x + d T y + l2

因此, (xθ , yθ)为 (L FQ P )的一个最优解, 故依引理 1, (xθ, yθ, w{ )为 (P 1)的一个最优解。

依 (3. 3)和定理 1, 知 (uθ1, uθ2, uθ3, w{ )为 (P 2)的一个最优解。定理证毕。
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