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�. 8Ü���

�IêÆ[ Cantor (1848–1918) 3 19–20 V�交创立了8Ü论, 现®

成�各�êÆ��同Ä础.

8Ü9其¥�� (½�素) ´最�©�概g, �用普通语ó£ã.

表«8Ü有两«�{.

列举{, =ò所有�素�出½«¿5��出;

条�{, =ò8Ü�� {x
∣∣ P (x)}, 其¥ P (x) ´� x á于该8Ü所应�

具有�5�.

例X A = {0, 1}, 又X, N = {1, 2, · · · , n, · · · }-��ê (自,ê) �体所成8

Ü(·�今�ò��ê与自,ê作�同Â语).

例XN = {1, 2, · · · , n} = {n
∣∣ n ´��ê}.
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下¡列举部©常用�8ÜPÒµ

R = {x
∣∣ x ´¢ê},

Q = {x
∣∣ x ´有理ê} = {x =

q

p

∣∣ p, q ��ê, p > 0},

Z = {x
∣∣ x ´�ê},

C = {x
∣∣ x ´复ê} = {x = a + ib

∣∣ a, b ∈ R},

R2 = {(x, y)
∣∣ x, y ∈ R},

Rn = {(x1, · · · , xn}
∣∣ xi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n},

R+ = {x ∈ R
∣∣ x > 0},

其¥ R2 ����m, 就´坐标平¡þ:��体, Rn � n ��m, R+ ��

¢ê�体.
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二.k�集�无�集

有限8就´�包¹有限个�素�8Ü, Ã限8就´�有限8.

��o´Ã限8�本�Q?

据说ù�:最@´由©²复,�期�¿大利大�Æ[ Galilei

(1564–1642) 所u现, ·�ò它QãX下

½n1 (Galilei ½n)

8Ü S ´Ã�8�¿©7�^�´ S �gC���ýf8��éA.

�I�大êÆ[ Hilbert (1862–1943) Q经举�个)Ä�例子来说²ù

个½理, ù就´Í¶� Hilbert 旅,.

�想有�个旅,, 其¥有Ã限õ个�m, 它��编Ò用�了所有���

ê, z个�m�U住� 旅�.
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有�天�þ, 旅,®经�满, �ù�来了� 旅��求住宿. ùé于普

通�旅,´�个v{解决�¯题, �´ù[旅,�老板%有办{. 他请 1 Ò

�m��<搬� 2 Ò�m, 2 Ò�m��<搬� 3 Ò�m, X此��, @o�

来��<Ñ有�m住,  1 Ò�m%�出来了, 就�±接待#来�旅�了.

不仅X此, �来又来了� 旅��求住宿, 并且说, 他�´打前Õ��

个代表, �¡�有ê不清�旅��3前来投宿. ù个¯题XÛU解决Q?

旅

,�老板又<出了#ç. 他请 1 Ò��<与þ次��搬� 2 Ò, 2 Ò��<

K搬� 4 Ò, 3 Ò��<搬� 6 Ò, X此��, ù�就�±ò所有奇êÒ��

m�部�出来, 2来õ�个旅��v有困J了.

·�w�,

1�次��{就´令 n 与 n + 1 é应, 从¦���ê8Ü N 与自C
��个ý子8ï立��é应.

1�次��{就´令 n 与 2n é应, ¦� N 与自C�另�个ý子8(=

óê�体)ï立��é应.
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3有了Ã限8�概g��, ·�介�Ã限8¥最{单��类8Ü, =�

列8, 它´今�é有用��个概g.

½Â1

��8Ò´U���ê�N��éA�Ã�8.

由此��, �个�列8 A �½�±ò它�所有�素üS并表«X下:

A = {a1, a2, · · · , an, · · · }, (∗)

其¥ò与 1 é应��素P� a1, ò与 2 é应��素P� a2, �般/ò与 n

é应��素P� an, X此��.

Ï此, �列8就´�±ò其¥�素用所有��ê进1编Ò�8Ü. ò A

�� (∗) �¿Â就´给出 A 与 N �m���é应, ½ö说表²ù����

é应´存3�.
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3þã Hilbert 旅,¥�所有�m�8Ü就´�个�列8, 它通L编Ò

与 N ��é应. 老板解决困J�两个�{就´ò N 与自C�两个ý子8

{n ∈ N
∣∣ n > 2} Ú {2, 4, · · · , 2n, · · · }

ï立��é应, �,它��Ñ´�列8. 下¡给出�列8�Ä本5�:

1 ?ÛÃ限8Ñ有�列子8.
2 �列8�Ã限子8��列8.
3 �个有限8Ú�个�列8�并´�列8.
4 有限个�列8�并´�列8.
5 �列个有限8�并´�列8.
6 �列个�列8�并´�列8.

其¥除最��5� 6 �	Ñ�±从�列8�½Â�接推出.
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下¡´�个���列8, 其¥�y²�{称�é角线�{, 它��±

用于y²�列8�5� 6.

·K1

knê8 Q ���8.

y: 先ò�有理ê8

Q+ = {x =
q

p

∣∣ p, q ∈ N} = {x ∈ Q
∣∣ x > 0}

¥��X图(a) ¥@�按©子 q �次ü成1,

,�按图(b) ¥�线ò Q+ üS, �就´ï立它与 N �m���é应,
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�跳L此前®经出现�ê, ù3图¥用��标出. ù就y²了8Ü Q+ ´�

列8. ù«�{称�é角线�{.

N+ = {1, 2,
1
2
,
1
3
, 3, 4,

3
2
,
2
3
,
1
4
,
1
5
, 5, · · · },

,�ò Q ¥��üS�

Q = {0,−1, 1,−2, 2,−1
2
,
1
2
, · · · , },

ù�就y²了 Q ��列5.

51

3ù�(Ø(á��, 2|^��8�5� 2, Ò�� Q �?ÛÃ�f8�
��8.

最���出, 存3不�列8. 例X, ¢ê�体所成8Ü R 就´不�列8.

ùò3本Ö1�Ù� §2.3.10 �节¥给出y².
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n.eZÜ辑符号

今�经常¦用±下PÒ:

P ⇐⇒ Q

表«·题 P 成立�充©必�条�´·题 Q 成立,

P =⇒ Q

表«e P 成立, K Q 成立.

PÒ ∀ ´ò英©大�字1 A 7其¥%:^转 180◦ 成��个逻6ÎÒ, 它

�¿思´“z�个”,“所有”,“?¿�个”.

PÒ ∃ ´ò英©大�字1 E 7其¥%:^转 180◦ 成��个逻6ÎÒ, 它

�¿思´“存3”,“有”.
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~1

A 6⊂ B ⇐⇒ ∃x ∈ A, ¦� x /∈ B,

A ⊂ B ⇐⇒ ∀x ∈ A, 有 x ∈ B.

52

3ò ∀ n)�“?¿”�, �5¿ù�“?¿”´�U��“z��”�@«?

¿5, Ø´��BB“����”�@«?¿5. ÏdïÆ8�¦�UòÎ

Ò ∀ Ö�“z��”.
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1 8Ü与�素

2 有限8与Ã限8

3 e干逻6ÎÒ

4 ê89其(界
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1.«间���

3êÆ©Û¥用�最õ�ê8´各«区m. Ä先´有界区m (�称�有

限区m):

1 闭区m [a, b] = {x
∣∣ a 6 x 6 b},

2 m区m (a, b) = {x
∣∣ a < x < b},

3 左闭右m区m [a, b) = {x
∣∣ a 6 x < b},

4 左m右闭区m (a, b] = {x
∣∣ a < x 6 b},

其¥� a, b �¢ê, 且满足 a 6 b.

3教�Ö¥�提出用PÒ < a, b > ��±þ�四«区m. ù3有
场Ü

(¢带来�便.
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例X,个论äé±þ四«区mÑ成立�就´X此. �I��出, ù个P

Ò不´êÆ©献¥普遍¦用�PÒ.

·��经常�用�Ã界区m (�称Ã限区m), 它�´

5. [a,+∞) = {x
∣∣ a 6 x},

6. (a,+∞) = {x
∣∣ a < x},

7. (−∞, b] = {x
∣∣ x 6 b},

8. (−∞, b) = {x
∣∣ x < b},

9. (−∞,+∞) = R.

与前¡类似, 1 5 «Ú1 6 «区m�±统�P� < a,+∞), 1 7 «Ú

1 8 «区m�±统�P� (−∞, b >.
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此	, 3今��I�¦用特Ï类.�区m, =邻域. 最常用�邻域´

Oδ(a) = (a− δ, a + δ) = {x
∣∣ |x− a| < δ},

称�: a � δ 邻域. ·�称 a �邻域 Oδ(a) �¥%, 称 δ �邻域 Oδ(a) �半

径.

除了PÒ Oδ(a) �	, PÒ Uδ(a) �´经常¦用�, 两ö���d. 又

3邻域半径大�并不��, �用 O(a) ½ U(a) 来表«± a �¥%半径大

于 0 ��个邻域.

注¿, ±þ�邻域�½´m区m. 教�Ö¥�介�了闭邻域Ú�%邻域, ù


Ñ�±�I�用�2说.

�¨¬ (êÆ�ÆÆ院) êÆ©Û£I¤ 15 / 31



此	, 3今��I�¦用特Ï类.�区m, =邻域. 最常用�邻域´

Oδ(a) = (a− δ, a + δ) = {x
∣∣ |x− a| < δ},

称�: a � δ 邻域. ·�称 a �邻域 Oδ(a) �¥%, 称 δ �邻域 Oδ(a) �半

径.

除了PÒ Oδ(a) �	, PÒ Uδ(a) �´经常¦用�, 两ö���d. 又

3邻域半径大�并不��, �用 O(a) ½ U(a) 来表«± a �¥%半径大

于 0 ��个邻域.

注¿, ±þ�邻域�½´m区m. 教�Ö¥�介�了闭邻域Ú�%邻域, ù


Ñ�±�I�用�2说.

�¨¬ (êÆ�ÆÆ院) êÆ©Û£I¤ 15 / 31



此	, 3今��I�¦用特Ï类.�区m, =邻域. 最常用�邻域´

Oδ(a) = (a− δ, a + δ) = {x
∣∣ |x− a| < δ},

称�: a � δ 邻域. ·�称 a �邻域 Oδ(a) �¥%, 称 δ �邻域 Oδ(a) �半

径.

除了PÒ Oδ(a) �	, PÒ Uδ(a) �´经常¦用�, 两ö���d. 又

3邻域半径大�并不��, �用 O(a) ½ U(a) 来表«± a �¥%半径大

于 0 ��个邻域.

注¿, ±þ�邻域�½´m区m. 教�Ö¥�介�了闭邻域Ú�%邻域, ù


Ñ�±�I�用�2说.

�¨¬ (êÆ�ÆÆ院) êÆ©Û£I¤ 15 / 31



此	, 3今��I�¦用特Ï类.�区m, =邻域. 最常用�邻域´

Oδ(a) = (a− δ, a + δ) = {x
∣∣ |x− a| < δ},

称�: a � δ 邻域. ·�称 a �邻域 Oδ(a) �¥%, 称 δ �邻域 Oδ(a) �半

径.

除了PÒ Oδ(a) �	, PÒ Uδ(a) �´经常¦用�, 两ö���d. 又

3邻域半径大�并不��, �用 O(a) ½ U(a) 来表«± a �¥%半径大

于 0 ��个邻域.

注¿, ±þ�邻域�½´m区m. 教�Ö¥�介�了闭邻域Ú�%邻域, ù


Ñ�±�I�用�2说.

�¨¬ (êÆ�ÆÆ院) êÆ©Û£I¤ 15 / 31



2.��数��小数

ù里�注¿, Öþ用 max(a, b) 表«两个ê a Ú b ¥较大��个, =两

个ê¥�最大ê, ù不´�«Ð�PÒ. 3ù��PÒ¥N´ò (a, b) 与m

区m相·淆, Ï此ïÆ今�改用PÒ

max{a, b}

作�最大ê�PÒ, 不�用PÒ max(a, b). ù与大õê©献�´���. 同

�ïÆ3今�用

min{a, b}

作�最�ê�PÒ, 不用Ö¥�PÒ min(a, b).

虽,最大êÚ最�ê�概g´{单�, �I�注¿��¯题´, �个ê8

�必有最大ê½最�ê. 下¡就´�个例子.
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~2

y²: ê8 A = [0, 1) Ã最大ê.

y: 用�y{. e A 有最大ê, ò它P� β, K有 0 6 β < 1, 且 ∀x ∈ [0, 1),

成立 x 6 β.

令 α =
1 + β

2
, K��¡有 α ∈ A, 另��¡又有

β < α =
1 + β

2
⇐⇒ β < 1,

ù与 β ´ A �最大ê相gñ.
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3.þ.�e.

½Â2

¡ê M ´��ê8 A ���þ., e

∀x ∈ A, k x 6 M ;

¡ê m ´��ê8 A ���e., e

∀x ∈ A, k x > m.

例X, éê8 A = [0, 1) 来说, ê 1 ´ A ��个þ界. �,, ù�比 1 大

�z个¢êÑ´ A �þ界. 又�±w出, ê 0 ´ A �下界, 同�z个负ê�

Ñ´ A �下界. é于�般���ê8�´X此, 有�个þ界就必有Ã限õ个

þ界, 有�个下界就必有Ã限õ个下界.
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½Â3

kþ.���ê8¡�þk.8, ke.���ê8¡�ek.8, Ó�k

þ.Úe.���ê8¡�k.8. ��Ø´k.8���ê8¡�Ã.

8.

由ù个½Â��, Ã界8½öv有þ界, ½öv有下界, �ö��居其

�. 例X, N, Z, Q, R, R+ Ñ´Ã界8, 其¥ N, R+ 有下界Ãþ界, 其余A个

QÃþ界又Ã下界.
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下¡´�个有用�·题.

·K2

��ê8 A k. ⇐⇒ ∃K > 0,∀x ∈ A, k |x| 6 K.

y: 充©5 (⇐=). ù� ∀x ∈ A, 有 −K 6 x 6 K, Ï此 −K ´ A �下界,

K ´ A �þ界, Ï此 A ´有界8.

必�5 (=⇒). 从 A 有界, 存3 m,M , ¦� ∀x ∈ A, 成立

m 6 x 6 M.

利用

−|m| 6 m 6 x 6 M 6 |M |,

����� K = max{|m|, |M |}, 就有

−K 6 −|m| 6 x 6 |M | 6 K,

ù就´ |x| 6 K, 且éz个 x ∈ A 成立.
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4.þ(.�e(.

(界31�Ù¥´�个�#�概g, 它与êÆ©Û�其他SN有�切联

系.

£�前¡�最大êÚ最�ê, þ界Ú下界, 它�Ñ´é于��ê8��

x, ��Ñ有":. ·�®经��, é�个��ê8来说, þ界½下界存3�

�½不��, 最大ê½最�ê�½��, �不�½存3.

下¡·�¬w�, ù��节Ú\�(界概g�Ñ了�ö�不足, 从�

ê8��x提供了更�有力�工具.

½Â4 ((.�1�½Â)

¡��ê8 A ���þ.�þ(., P� supA; ¡��ê8 A ���e.

�e(., P� inf A.
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先w�个例子: A = [0, 1). ®�它v有最大ê, �有þ界. �±w出 1 就´ A

�最�þ界, Ï此 supA = 1. 又�±w出, inf A = 0, 同��有 minA = 0.

从ù个例子�±w出, XJ�个ê8有þ界, K�½有Ã限õ个þ界.

它��成�个��ê8. é A = [0, 1) ó, 它�þ界�体就´ê8 [1,+∞),

þ(界就´ù个ê8�最�ê.

�般ó, 由于þ(界´þ界8Ü�最�ê, Ï此XJ存3, 必½��.

é于下(界�有同��结论. ��(界与þ界下界不��, e存3必½��.
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从 A = [0, 1) �讨论又�±w出, e�个ê8 A 有最�ê,K就有

inf A = minA. 同���, e�个ê8 A 有最大ê, K就有 supA = maxA.

¯题3于, e�个��ê8v有最大ê�, ´Ä存3þ(界? 同�, e�个�

�ê8v有最�ê�, ´Ä存3下(界.

é于Ãþ界�ê8来说, 答案´清楚�. �个ê8Q,v有þ界, K谈

不þ¬有�o最��þ界. 例X (a,+∞) 就´X此, 它v有最大ê, �v有

þ(界.

同�, Ã下界�ê8Qv有最�ê, �v有下(界.
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53

��Ö p.12 "éÃþ.ê8 A P supA = +∞. éÃe.ê8 A P

inf A = −∞, �ØL´Ó��E��«�½, vk��·�?Û#�£.

余下�¯题就´有þ界�ê83Ã最大ê�´Ä有þ(界? 同�, 有下界�

ê83Ã最�ê�´Ä有下(界?

ù个¯题由下¡�Ä本½理�����解决.

½n2

3¢ê8 R ¥���ê8, ekþ., K7kþ(.; eke., K7ke

(..

8前·��不Uy²ù个½理. ¢Sþ·�±�¬��, ù个(界存3

½理´¢ê系�Ä本½理��. 8前先承@它就�±了.
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�( 于´(界�存35Ú��5¯题Ñ有了满¿�答案. 其¥存35¯题

由(界存3½理解决, ��5¯题K由(界�½Â保y成立. ù�(界就

�Ñ了最大ê、最�ê与þ界、下界�":§��xê8提供了更�有力

�工具. �,XÛ$用(界概g��3今�通LNõ¢例才U²白.

�了$用(界概g·��I�(界�另�个½Â, 它更便于具体操作.
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½Â5 ((.1�½Â)

¡ê β ���ê8 A �þ(., XJ÷v±eü�^�:

(1) ∀x ∈ A, k x 6 β (= β ´ê8 A ���þ.);

(2) ∀β′ < β, ∃x′ ∈ A, ¦� β′ < x′ (=' β ��ê β′ Ø¬´ A �þ.).

��±ò条� (2) ��下列�d条�:

(2)′ ∀ ε > 0, ∃x′ ∈ A, ¦� β − ε < x′ (=比 β ��ê β − ε 不¬´ A �þ

界).
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同�, 称ê α �ê8 A �下(界, XJ满足±下两个条�:

(1) ∀x ∈ A, 有 α 6 x (= α ´ê8 A ��个下界);

(2) ∀α′ > α, ∃x′ ∈ A, ¦� x′ < α′ (=比 α 大�ê α′ 不¬´ A �下界).

��±ò条� (2) ��下列�d条�:

(2)′ ∀ ε > 0, ∃x′ ∈ A, ¦� x′ < α + ε (=比 α 大�ê α + ε 不¬´ A �下

界).
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现3举两个例子

~3

1 有��ê8 A,B, ∀x ∈ A, ∀ y ∈ B, 有 x 6 y, y²: supA 6 supB.

y: �½�个 y ∈ B, 从条� ∀x ∈ A, x 6 y, ��ù个 y 就´ê8 A ��

个þ界. 根据(界存3½理, 存3 supA.

由于z个 y ∈ B Ñ´ A �þ界,  supA ´ A �最�þ界, Ï此就有

supA 6 y ∀ y ∈ B. (∗∗)

由此w出, ê8 B ± supA �其下界, 2次用(界存3½理, ��存3 inf B.

由于 (∗∗) 表² supA ´ B ��个下界,  inf B ´ B �最大下界, Ï此就

��

supA 6 inf B.

�¨¬ (êÆ�ÆÆ院) êÆ©Û£I¤ 29 / 31
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3ù�~K�y²¥�I^(.�1�½Â.

~4

2 �ê8 A 有þ界, 又½Âê8

B = {x + c
∣∣ x ∈ A},

其¥ c ´�个常ê, y²: supB = sup A + c.

y 从(界存3½理��存3 supA.

根据ê8 B �½Â, ∀ y ∈ B, ∃x ∈ A, ¦� y = x + c. Ï此就有

y = x + c 6 supA + c.

ù表² supA + c ´ê8 B ��个þ界.

2用(界存3½理, ê8 B 有þ(界 supB, 且满足不�ª

supB 6 supA + c. (†)

�¨¬ (êÆ�ÆÆ院) êÆ©Û£I¤ 30 / 31



e� β′ < supA + c, K有 β′ − c < supA. 由于 β′ − c 不´ A �þ界, Ï

此 ∃x′ ∈ A, ¦� β′ − c < x′. ù就´ β′ < x′ + c. 由于 x′ + c ∈ B, Ï此 β′

不´ B �þ界.

Q,z个 β′ < supA + c Ñ不´ B �þ界, 从 (†) ®经�� supA + c

´ B ��个þ界, Ï此它就´ B �最�þ界, =��所�求y�结论:

supB = sup A + c.
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