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          第三章   共轭空间与共轭算子  
 

线性赋范空间与它的共轭空间之间的相互依存和相互作用是泛

函分析中内容丰富的论题.共轭空间不仅仅是由原空间派生出来的一

种新空间，而且提供了认识原空间的新工具. 特别是由此派生了强拓

扑、弱拓扑乃至弱*拓扑的概念. 有界算子与它的共轭算子的关系也

是如此. 本章将首先把共轭空间具体化——给出共轭空间的表现，然

后讨论由共轭空间引出的序列的弱收敛和弱
∗
收敛概念及其性质，讨

论共轭算子和紧算子的性质，最后阐述自反空间和一致凸空间的特殊

性质. 

 

第 15 讲   共轭空间及其表现  
 

教学目的 

    掌握常用空间的共轭空间的具体表现形式及其应用。 

授课要点 

    1  空间
1 1( )* ,1 , 1.p ql l p
p q

= ≤ < ∞ + =  

    2  空间
1 1( )* ,1 , 1.p qL L p
p q

= ≤ < ∞ + =  

    3  空间 0[ , ]* [ , ].C a b V a b=  

 

前面已讲过，对于任一线性赋范空间 X ， X 的共轭空间 X ∗
是

Banach 空间 . 对于每个 f X ∗∈ ，我们有  

                    ( )
1,

sup ,
x x X

f f x
≤ ∈

=                （1）  

对于每个 x X∈ ，又有  
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                    ( )
1,

sup .
f f X

x f x
∗≤ ∈

=               （2）  

这些公式反映了线性赋范空间与它的共轭空间之间的对偶关系 . 当

然，作为线性赋范空间， X ∗
也存在共轭空间，记为 X ∗∗

，称 X ∗∗
为 X

的二次共轭空间，类似地还有 X ∗∗∗
等等 . 

在对共轭空间及其有关性质作进一步研究之前，  我们需要对它

的抽象形式做一番直观化的工作 . 我们记得，在第一章中曾经叙述过

两个线性赋范空间的等距同构概念，等距同构的两个空间除了符号不

同之外，在结构上无法区别 . 在这种意义上我们也称两个空间相等 .

在研究抽象空间的时候，有时我们不去研究这个空间本身，而是去研

究一个与之等距同构的具体空间，后者称为前者的表现，同时也称具

体空间的每个元素是抽象空间对应元素的表现 . 

例如 , 在第二章第 1 讲中我们已经知道
nΦ 上的线性泛函的一般

形式是  

( ) 1 1 n nf x a x a x= + + ， ( )1, , n
nx x x∀ = ∈Φ     （3） 

其中 1, , na a 是 n个标量 . 不同的 f 对应有不同的 n数组 ( )1, , na a . 

直接计算可以求出

1
2

2

1

n

i
i

f a
=

 =  
 
∑ . 若将

nΦ 上的线性泛函 f 与 nΦ

中的点 ( )1, , na a 对应起来，则 ( )n ∗
Φ 与

nΦ 之间可以建立一一对应，

并且这种对应是到上的等距同构 . 这样一来， ( )n ∗
Φ 中的元素可以通

过一个 n数组表现 . 换句话说，
nΦ 本身就是 ( )n ∗

Φ 的表现 . 在这种意

义下我们说 ( )n n∗
Φ = Φ . 

现在让我们看一些进一步的例子 . 
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定理 1  ( )1l l
∗ ∞= . 

证明   1° 对于每个 ( )1 2, ,a a a l∞= ∈ ，定义  

( )
1

n n
n

f x a x
∞

=

= ∑ ， ( ) 1
nx x l∀ = ∈ .              ( )4  

f 是 1l 上的线性泛函，并且  

( )
11 1

supn n n n
nn n

f x a x a x
∞ ∞

≥= =

≤ ≤∑ ∑
1

sup .n
n

a x
≥

=  

从而 sup n
n

f a a
∞

≤ = . 

2° 反之，若 ( )1f l
∗

∈ ，取 0, ,0,1,0,n
n

e
 

=   
 

， 1n ≥ ，易知

1
ne l∈ ． 令 ( )n na f e= ，首先 n na f e f≤ = ．若令 a = ( )1 2, ,a a ， 

则 a l∞∈ 并且 sup n
n

a a f
∞
= ≤ . 任取 ( ) 1

ix x l= ∈ ，设
( )

1

n
n

i i
i

x x e
=

= ∑ ，

则  

　　　        　

( ) ( )
1

0 .n
i

i n

x x x n
∞

= +

− = → →∞∑  

由 f 的连续性  

　　　　　  　
( ) ( )( ) ( )

1 1

lim lim ,
n

n
i i n nn n i n

f x f x x f e a x
∞

→∞ →∞
= =

= = =∑ ∑  

这说明式 ( )4 是 1l 上线性泛函的一般形式 . 

3°　　  令 ( )1:T l l
∗ ∞→ ，Tf α= ．由 1°，T 是到上的线性映射 . 1 与

2 一起说明 Tf a f
∞ ∞
= = ， ( )1f l

∗
∀ ∈ .从而 T 是一一映射，( )1l

∗
与
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l∞ 等距同构，即 ( )1l l
∗ ∞= . 

类似地可以证明 ( ) ( )1 11 , 1p ql l p p q
∗ − −= ∞ + =＜ ＜ ，此外用类似的

方法还可以证明  1c l∗ = , 1
0c l∗ = . 

根据 Hahn－Banach 定理(见本节开头提到的式子)，我们有  

1 1

sup
q

n np
a n

x a x
∞

≤ =

= ∑ ， ( ) p
nx x l∀ = ∈            （5） 

这里 ( ) q
na a l= ∈ . 

定理 2  [ ] [ ] ( )* 1 1, , 1 , 1p qL a b L a b p p q− −= ∞ + =＜ ＜ .　 

证明   1°对于每个 ( ) [ ],qa t L a b∈ ，定义  

( ) ( ) ( )
b

a
f x x t a t dt= ∫ ， ( ) [ ],pa t L a b∀ ∈ .         ( )6  

f 是 [ ],pL a b 上的线性泛函，由 Holder 不等式，  

( ) ( ) ( )
b

p qa
f x x t a t dt x a= ≤∫ , 

故
q

f a≤ . 

2°  若 [ ],pf L a b ∗∀ ∈ ，令 [ ],t a tχ χ= 为 [ ],a t 的特征函数，并且记

( ) ( )tf g xχ = .  对于 [ ],a b 中的任一组区间 [ ],i ia b , 

1 1 n na a b a b b≤ ≤ ≤ ≤＜ ＜ ，  

记 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
i i i i ig b g a g b g aε

−
= − −

 
（ 当 ( ) ( ) 0i ig b g a− = 时

0iε = ），则  
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( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

i i

n n

i i i b a
i i

g b g a f fε χ χ
= =

− = −∑ ∑  

( )
1

i i

n

i b a
i p

f ε χ χ
=

≤ −∑  

( )
1

1
.

n p

i i
i

f b a
=

 
= − 

 
∑  

所以当 ( )
1

n

i i
i

b a
=

−∑ 很小时， ( ) ( )
1

n

i i
i

g b g a
=

−∑ 也很小，故 ( )g t 是 [ ],a b

上的绝对连续函数．设 ( ) ( )g t a t′ = ， .a eµ − ， ( )a t 可积，从而  

　　　        　
( ) ( ) ( )

t

a
g t g a a dτ τ= + ∫ ， [ ],t a b∈ . 

但 0aχ = ， . .a eµ − ．故 ( ) ( ) 0ag a f χ= = ，所以  

　　　　　　       
( ) ( )

t

a
g t a dτ τ= ∫ ， [ ],t a b∈ ．  

若 ( )x t 是 [ ],a b 上的阶梯函数， ( ) ( )1
1

i i

n

i t t
i

x t a χ χ
−

=

= −∑ ，这里 ia ∈Φ，

0 1 na t t t b= =＜ ＜ ＜ ，则  

( ) ( ) ( )( )1
1

i i

n

i t t
i

f x a f fχ χ
−

=

= −∑  

( ) ( )( )1
1

n

i i i
i

a g t g t −
=

= −∑  

( )
11

i

i

n t

i t
i
a a t dt

−=

= ∑ ∫
　

 

( ) ( )
b

a
x t a t dt= ∫  .                       ( )7  

若 ( )x t 是有界可测函数，不妨设 ( )x t M≤ ， [ ],t a b∈ . 则存在阶梯函
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数列 ( )nx t ， 

　　　      　
( )nx t M≤ ，  [ ],t a b∈ ， 1, 2,n = . 

并且 ( ) ( )nx t x t→ ， .a eµ − . 由 Lebesgue 控制收敛定理，  

( ) ( )( )
1

0.
b p p

n np a
x x x t x t dt− = − →∫  

此外， ( ) ( ) ( ) ( )nx t a t x t a t→ , .a eµ − .  并且  

( ) ( ) ( ) , . .nx t a t M a t a e≤  

故从式 ( )7 ，令 n→∞，由 Lebesque 控制收敛定理得到  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
b b

n na an
f x x t a t dt x t a t dt

→∞
= =∫ ∫ . 

即 ( )7 对于有界可测函数成立 . 

现在证明 ( ) [ ],qa t L a b∈ .  令  

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 1

1

,

0, .

q q

n q

a t a t a t n
x t

a t n

− −

−

 ≤= 


，若

若 ＞
 

（这里记  0 00 = ）． ( )nx t 是有界可测函数 . 令 ( ){ }1
,

q
nE t a t n

−
= ≤ , 

则一方面有  

( ) ( )( )
1

.
n

q p
n n Ep

f x f x f a t dt≤ = ∫  

另一方面，  
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( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

b q
n n Ea

f x x t a t dt a t dt= =∫ ∫  

故  

( ) ( )( )
1

n n

q q p
E Ea t dt f a t dt≤∫ ∫ ，  

即 ( )( )
1

n

q p
E a t dt f≤∫ ， n是任意的，所以  

( )( )qb q

a
a t dt f≤∫ ， ( ) qa t L∈  

最后，对于任意的 ( ) [ ],px t L a b∈ ，取  

( )
( ) ( )

( )
, ,

0, ,
n

x t x t n
x t

x t n

 ≤= 
 ＞

 

记 ( ){ },nB t x t n= ＞ ，则 nB 的测度 ( ) 0nBµ → ，  

( )( )
1

0,
n

p p
n Bp
x x x t dt n− = → →∞∫ . 

从而  

( ) ( ) ( ) ( )
b b

na a
x t a t dt x t a t dt−∫ ∫ 0,n p q

x x a≤ − →  

并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim .
b b

na an
f x x t a t dt x t a t dt

→∞
= =∫ ∫  

这说明式 ( )6 是 [ ],pL a b 上线性泛函的一般形式 . 

3° 定义 [ ] [ ]: , ,p qT L a b L a b∗ → ，Tf a= . 由以上证明知道 T 是到

上的等距同构，从而也是一一映射，故 [ ] [ ], ,p qL a b L a b∗ = . 
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类似地可以证明 [ ] [ ]1 , ,L a b L a b∗ ∞= ．  

　　由 Hahn－Banach 定理，我们有  

( ) ( )
1

sup
q

b

p aa
x a t x t dt

≤
= ∫ ， [ ],px L a b∀ ∈  

这里 [ ],qa L a b∈ ， 1p ≥ ，
1 1 1
p q
+ = . 

下面定理被称为 Riesz 表现定理 . 

定理 3  [ ] [ ]0, ,C a b V a b∗ = . 

证明   1°  对于每个 ( ) [ ]0 ,a t V a b∈ ，定义  

( ) ( ) ( )
b

a
f x x t da t= ∫ ， [ ],x C a b∀ ∈ .        ( )8  

f 是 [ ],C a b 上的线性泛函，并且  

( ) ( ) ( ) ( )max ,
bb

aa t b a
f x x t da t a x

≤ ≤
≤ =∫ ∨  

所以 ( )
b

a
f a≤∨ . 

2°  若 [ ],f C a b ∗∈ ，考虑空间 [ ],B a b ， [ ],B a b 是 [ ],a b 上有界函

数的全体 .  对于每个 [ ],x B a b∈ ， ( )sup
a t b

x x t
≤ ≤

= ． 显然， [ ],C a b 是

[ ],B a b 的线性子空间 . 根据 Hahn－Banach 定理，对于 f ，存在

[ ],F B a b ∗∈ ，在 [ ],C a b 上， ( ) ( )F x f x= ，并且 F f= . 

设 tχ 是 [ ],a t 的特征函数， ( ) ( )tg x F χ= ，若  
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1 1 n na a b a b b≤ ≤ ≤ =＜ ＜
,
 

令  

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
i i i i ig b g a g b g aε

−
= − − ，则  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

i i

n n

i i i b a
i i
g b g a F Fε χ χ

= =

− = −∑ ∑  

                       ( )
1

i i

n

i b a
i

F Fε χ χ
=

≤ − =∑ . 

( )g t 是有界变差函数，并且 ( )
b

a
g F f≤ =∨ . 若 ( ) [ ],x t C a b∈ ，

0 1 na t t t b= =＜ ＜ ＜ 是 [ ],a b 的任一分划 . ( )x t 在 [ ],a b 上一致连续，

故 0ε∀ ＞ ，存在 0δ＞ ，当 ( )11
max i ii n

t t δ−≤ ≤
− ＜ 时， ( ) ( )1i ix t x t ε−− ＜ . 令  

( )( )1
1

i i

n

i t t
i

x x t χ χ
−

=

′ = −∑ ，  

则 [ ],x B a b′∈ 并且  

( ) ( )
1

sup
i i

i
t t t

x x x t x t ε
− ≤ ≤

′− = − ＜ . 

于是  

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1

i i

nb b

i t ta a
i

xdg F x xdg x t F Fχ χ
−

=

′− = − −∑∫ ∫  

( ) ( )
11

i

i

n t

it
i

x t x t dg
−=

≤ −∑∫  

( ) ,
b

a
g fε ε≤ ≤∨  

同时  
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( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
F x xdg F x F x F x xdg′ ′− ≤ − + −∫ ∫  

2F x x f fε ε′≤ − + =
,
 

ε 是任意的，故 ( )
b

a
F x xdg= ∫ . 

现在取 ( )a t 是 ( )g t 的右连续修正，即  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,
,

,

t a
t g t g a a t b

g b g a t b

α

 =


= + −
 − =

＜＜  

其中 ( )g t + 是 g 在 t 处的右极限，显然 α 在 ( ),a b 上右连续，故

( ) [ ]0 ,a t V a b∈ . 我们证明 ( ) ( )
b b

a a
gα ≤∨ ∨ 并且对于每个 [ ],x C a b∈ ，

b b

a a
xdg xdα=∫ ∫ . 

实 际 上 ， ( )g t 的 不 连 续 点 是 可 数 的 ， 对 于 分 划

0 1 na t t t b= =＜ ＜ ＜ 和 0ε∀ ＞ ，取 is ， ( )1 0 ,i i i nt s t s a s b+ = =＜ ＜ ，使

( )g t 在 is 连续并且 ( ) ( )
2ig t g s
n
ε

+ − ＜ ，则  

( ) ( )1
1

n

i i
i

t tα α +
=

−∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1

n

i i i i i i
i

g t g s g s g s g s g t− − −
=

≤ + − + − + − +∑
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         ( ) ( )1
12 2

n

i i
i

n g s g s n
n n
ε ε

−
=

≤ + − +∑  

            ( )
b

a
g ε≤ +∨ , 

ε 是任意的，故 ( ) ( )
b b

a a
gα ≤∨ ∨ . 

设 [ ],x C a b∈ ，若 it 是 ( )g t 的连续点，则

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1i i i i i it t g t g t g t g tα α + − −− = + − + = − ，  

于是由积分的存在性知  

         ( ) ( ) ( )( )1
1

lim
nb

i i ia n i
xd x t t tα α α +→∞

=

= −∑∫  

                ( ) ( ) ( )( )1
1

lim
n b

i i i an i

x t g t g t xdg−→∞
=

= − =∑ ∫ . 

最后我们证明 α 是由 g 惟一决定的 . 实际上若 [ ]0 ,V a bβ ∈ 使以

上条件成立，则 ( ) ( )0a aβ α= = ，并且 [ ]0 ,t a b∀ ∈ ，若 0t 为 ( )tα 及

( )tβ 的连续点，从而也是 ( ) ( ),
t t

a a
α β∨ ∨ 的连续点，取  

( )

[ ]0

0 0

0

1, ,

1,

10 ,

n

t a t

x t t t t
n

t t b
n


 ∈

  = ∈ +  

 
  ∈ +  

线性,     

，

，   

则 ( )nx t 在 [ ],a b 上连续，从而  
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( ) ( ) ( )
b b b

n n na a a
x t d x t dg x t dα β= =∫ ∫ ∫ . 

于是  

( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0

1 1

0 0

t t
n n

n nt t
t x t d t x t dα α β β

+ +
+ = +∫ ∫ ，  

并且  

( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0

1 1

0 0

t t
n n

n nt t
t t x t d x t dβ α α α

+ +
− ≤ +∫ ∫  

( ) ( ) ( )
0 0

1 1

0 .
t t
n n

a a
nα β

+ +

≤ + → →∞∨ ∨  

于 是 ( ) ( )0 0t tα β= . 像 0t 这 样 的 点 在 [ ],a b 上 是 稠 密 的 ， 故 知

( ) ( )t tα β= ， ( ),t a b∈ . 取 ( ) 1x t ≡ ，得到  

( ) ( ) ( )
b b

n na a
b b a x d x dα α α α β= − = =∫ ∫  

( ) ( ) ( )b a bβ β β= − =
.
 

3° 现 在 定 义 [ ] [ ]: , ,T C a b V a b∗ → ， Tf α= . 则 由 2° ，

( ) ( )
b b

a a
Tf g fα α= ≤ ≤ ≤∨ ∨ . 

由 1°， ( )
b

a
f Tfα α≤ = =∨ ，即 Tf f= . 故 T 为一一的到上的

等距同构，所以 [ ] [ ], ,C a b V a b∗ = . 

Riesz 表现定理还可以推广到更广泛的空间 ( )C Ω 上， 这里 Ω是

很一般的拓扑空间中的带有正则测度的集合 . 这里不拟叙述了 . 
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现将常用的几个共轭空间列表如下，其中1 p≤ ∞＜ ，
1 1 1
p q
+ = ， 

共轭空间                线性泛函的一般形式  

( )n n∗
Φ = Φ              ( ) 1 1 n nf x a x a x= + + . 

( )p ql l
∗
=               ( )

1
n n

n
f x a x

∞

=

= ∑ . 

1
0c l∗ =                 ( )

1
n n

n

f x a x
∞

=

=∑ . 

1c l∗ =                 ( )
1

lim n n nn n

f x a x a x
∞

→∞
=

= +∑ . 

( )p qL L
∗
=             ( ) ( ) ( )

b

a
f x x t t dtα= ∫ . 

[ ] [ ], ,C a b V a b∗ =      ( ) ( ) ( )
b

a
f x x t d tα= ∫ .

 
 


