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 第 13 讲  Hahn-Banach 定理的应用 
 

教学目的 

    理解延拓定理的应用。 

授课要点 

    通过介绍 Hahn-Banach 定理在最佳逼近方面的应用帮助

学生认识这一定理应用的途径和方式。    

 

Hahn-Banach 定理在理论上和应用上都是十分重要的，它往往提

供了某些学科或学科分支的理论基础 . 这里介绍一些它们在逼近论方

面的应用 . 

定义 3  设 X 是线性赋范空间， E是 X 的子集合， x X∈ ，称

y E∈ 是 x关于 E的最佳逼近元，若  

inf
z E

x y x z
∈

− = − .                    (1) 

首先应该知道一般说来，最佳逼近元并不总是存在的 . 

例  1  设 [ ]0,1E C⊂ ，E是 [ ]0,1 上定义的任意阶多项式全体构成

的线性子空间，取 ( ) [ ]0,1tx t e C= ∈ ，尽管  

( ), inf 0
z E

d x E x z
∈

= − = ，  

但不存在 y E∈ 使得 0x y− = ，因为
te 不是多项式 . 这说明不存在

te

关于 E的最佳逼近元 . 

定理 1  设 X 是线性赋范空间，E是 X 的闭线性子空间， 0x X∈ ，

则 y E∈ 是 0x 关于 E的最佳逼近元当且仅当存在 f X ∗∈ 使得 1f = ，
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( )0 0f x = ， x E∀ ∈ 并且 ( )0 0f x x y= − . 

证  明   当 0x E∈ 时， 0x 是它自己关于 E的最佳逼近元，此时容

易证明结论成立 . 

现设 0x E∉ ，若 y是 0x 关于 E的最佳逼近元，即  

0 0inf
z E

x y x z d
∈

− = − = ，  

此时 0d＞ . 设 1E = span{ }0 ,x E ，令 ( )0 1f x ad= ， 1 0x z ax∀ = + ，其中

z E∈ ，α ∈Φ，则 0f 是 1E 上的线性泛函，并且 ( )0 0f E = ， ( )0 0f x d= .

由于  

( )0 1 0
zf x a d a x
a

= ≤ + 0 1z ax x= + = , 

所以 0 1f ≤ . ε∀ ＞0，取 z E∈ 使得 0x z d ε− +＜ ，则  

          
( )0 00

0 0
0 0

f xx z df f
x z x z d ε

 −
≥ = ≥  − − + 

，  

于是 0 1f = ，由 Hahn－Banach 定理，存在 f X ∗∈ 使得在 1E 上，

( ) ( )0f x f x= . 特别地， ( ) ( )0 0f E f E= = . 从而  

              ( ) ( )0 0 0 0f x f x d x y= = = − . 

反之，若 f X ∗∈ 满足定理中条件，对于任何 z E∈ ，  

        ( ) ( )0 0 0 0x y f x f x z x z− = = − ≤ − ，  

由于 y E∈ ，故 0 0inf
z E

x y x z
∈

− = − . 

由定理前一部分的证明容易得出以下推论 . 

推论 1  设 X 是线性赋范空间， E是 X 的线性子空间， 0x X∈ ，

( )0 0, inf 0
z E

d x E x z d
∈

= − = ＞ ， 则 存 在 f X ∗∈ ， 使 得 1f = ，
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( )0f x d= ，并且 ( ) 0f x = ， x E∀ ∈ . 

定理 1 实际上是最佳逼近元的判定定理 . 下面定理可以看成最佳

逼近元的存在定理 . 

定理 2  设 X 是线性赋范空间， E X⊂ 是有限维子空间，则对于

每个 x X∈ ， x关于 E的最佳逼近元存在 . 

证  明   任取 0y E∈ ，考虑集合  

             { }0;F z E x z x y= ∈ − ≤ − . 

容易验证 F 是 E 中的有界闭集，是 E 有限维的，从而是紧集并且

( ) ( ), ,d x F d x E= . 取 nz F∈ 使得 ( ),nx z d x F− → ，此时存在子列

0kn
z z F→ ∈ ，于是  

              ( ) ( )0 lim , ,nn
x z x z d x F d x E

→∞
− = − = = . 

0z 即是 x关于 E的最佳逼近元 . 

例 2  对于实空间 [ ],C a b ，由 { }1, , , nt t 张成的线性子空间记

为 nE ， nE 是有限维的，从而是闭的 . 由定理 2， [ ],x C a b∀ ∈ ，x到 nE

的 最 佳 逼 近 元 存 在 . 即 至 少 存 在 一 组 实 数 0 , , na a ， 使 得

( )0 0 1
n

nx t a a t a t= + + + 满足  

[ ]
( ) ( ) ( )0 0

,
sup , n
t a b

x x x t x t d x E
∈

− = − = .        (2) 

例 3  对于复空间 [ ]2 ,L π π− ，若 nE 是由 { };ikte n k n− ≤ ≤ 张成的

线性子空 间，则 [ ]2 ,x L π π∀ ∈ − ，存在复数 kc ， n k n− ≤ ≤ 使得

0

n
ikt

k
k n

x c e
=−

= ∑ 满足  
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     ( ) ( ) ( )
1
22

0 02

1 ,
2 nx x x t x t dt d x E

π

ππ −

 − = − = 
 ∫ .     (3) 

思考题  

1、  证明一个线性赋范空间 X 中的某一点到线性子空间 E的最佳

逼近元的全体是 E中的凸集 . 

2、  即使是闭子空间，一点到它的最佳逼近元也未必存在 . 例如设  

            0
1

{ ( ) ; 2 0},n
n n

n
E x x c x

∞
−

=

= = ∈ =∑  

则 E在 0c 中闭，但 0 (2,0, )x = 这一点关于 E没有最佳逼近元. 此例

也说明定理 2 关于无穷维子空间不成立. 

 

有了最佳逼近元的存在性和判别准则，自然会考虑到唯一性问题 .

为此我们需要一个新的概念 . 

定义 2  线性赋范空间 X 称为是严格凸的，若 ,x y X∀ ∈ ，当

x y≠ ， 1x y= = 时  

                 1
2
x y+

＜ .                       (4) 

从几何上说，严格凸空间单位球面上任意两点的中点不在球面上，

严格凸是逼近论中的一个基本概念，我们先给出严格凸空间的例子 . 

例 4  空间 [ ],pL a b ( )p ∞1＜ ＜ 是严格凸的 . 

若存在 [ ], ,pf g L a b∈ ， 1
p p

f g= = ，并且 1
2 p

f g+
= ，即
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p p p
f g f g+ = + ，由第一章第二讲例 1 知道 Minkowski 不等式

中等号成立当且仅当 ( ) ( )f t kg t= ， aµ − ， e，其中 k为非负常数，

由 1
p p

f g+ = 知 1k = ，故 f g= ，这说明当 f g≠ 时
2 p

f g+
＜1 . 

同样的，空间
pl ( )p ∞1＜ ＜ 是严格凸的 . 

Hilbert 空间是严格凸的，这可以由平行四边形公式直接得到 . 

例 5  1l 不是严格凸的，实际上只需取  

    ( )1,0,0,x = ， ( )0,1,0,y = ，  

则 x y≠ ， 1x y= = ，但 2x y+ = . 

l∞ 也不是严格凸的，实际上取  

( )1,0,x = ， ( )1, 1,0,y = − ，  

则 x y≠ ， 1x y= = ， 2x y+ = . 

此外空间 [ ] [ ] [ ]0 1, , , , , , ,c c L a b L a b C a b∞ 也不是严格凸的，读者可

直接验证之 . 

定理 3  设 X 是线性赋范空间，则以下条件等价：  

（1） X 是严格凸的 . 

（2） 对于 X 中任何凸子集 E和 x X∈ ， x关于 E至多有一个最

佳逼近元 . 

（3） 对于每个 f X ∗∈ ，闭单位球 XS 上至多有一点 0x 使得

( )0f x f= . 

证 明  (1) (2)⇒  不 妨 设 x E∉ ， 若 有 0 0,x x E′ ∈ 同 时 使

( )0 0 ,x x x x d x E M′− = − = = . 则此时  
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    ( )0 0 0
1 1 1
2 2 2
x x x x x x x M′+ − ≤ − + − ≤ , 

但 E是凸集，从而 ( )0
1
2
x x E+ ∈ ，故应有  

( )0
1
2
x x x M+ − ≥ ，于是   ( )0

1
2
x x x M+ − = . 

记 0x xy
M
−

= , 0x xz
M

′−
= ，则 1y z= = ，但  

( )0
1 1 1

2 2
y z x x x

M
+

= − + = ，  

此与严格凸性矛盾 . 

(2) (3)⇒   若有两个不同点 0 0, Xx x S′ ∈ 使得  

( ) ( )0 0f x f x f′= = ，  

不妨设 1f = ，考虑闭凸集  

            [ ] ( ){ }0 0 0 0, 1 ;0 1x x z tx t x t′ ′= = + − ≤ ≤  

则 ( ) ( )( )0 01 1f z f tx t x′= + − = ， 0 1t≤ ≤ ，从而  

( )1 f z f z z≤ ≤ ≤ . 

另一方面，  

          ( )0 01 1z t x t x′≤ + − ≤ ，  

故 1z = ，这说明 0 点到 [ ]0 0,x x′ 有无穷多个最佳逼近元，与 (2)矛盾 . 

(3) (1)⇒ . 若 X 不 是 严 格 凸 的 ， 则 有 , ,x y X x y∈ ≠ 使 得

1
2
x yx y +

= = = . 由 Hahn－Banach 定理，存在 f X ∗∈ ， 1f = ，

1
2
x yf +  = 

 
，此时由于 ( ) 1f x ≤ ， ( ) 1f y ≤ ， ( ) ( )( )1 1

2
f x f y+ = ，

故 必 有 ( ) ( ) 1f x f y= = ， 从 而 对 于 任 何 t ， 0 1t≤ ≤ ，

( )( )1 1f tx t y+ − = ，与 (3)矛盾 . 

根据定理 2 与定理 3，例 3 中的最佳逼近元是唯一的 . 
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作为严格凸性的另一个应用，我们考虑线性泛函延拓的唯一性问

题 .  Hahn－Banach 定理只解决了延拓的存在性，而一般来说，唯一

性并不成立 . 

例 6  在 2R 中定义范数  

          ( )1 2 1 2,x x x x= + ，
2

1 2( , )x x R∀ ∈  

则 ( ){ }11 1,0 ;G x x R= ∈ 是
2R 的线性子空间， ( )0 1 1,0f x x= 是G上的线

性泛函 . 由  

( ) ( )0 1 1 1,0 ,0f x x x= = ，  

容易知道 0 1f = ，故 0f 连续 . 

对于每个 Rβ ∈ ， ( )1 2 1 2,F x x x xβ= + 都是 0f 的延拓并且  

    ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, max 1,F x x x x x xβ β≤ + ≤ +  

             ( ) ( )1 2max 1, ,x xβ= . 

于是当 1β ≤ 时， F 是保持范数的延拓，这种延拓的个数有不可数无

穷多个 . 

这里我们给出一个保证线性泛函延拓唯一性的条件，而将其证明

略去 . 

定理 7  设 X 是线性赋范空间，为了使 X 的每个线性子空间上的

连续线性泛函都有唯一的保持范数的延拓，必须并且只须共轭空间 X ∗

是严格凸的 . 


