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摘 要 ：设 N —al I+ a 2 2+ ⋯ +a s (1≤ a，< ，i一 1，2，⋯ ，s； kl> k 2> ⋯ > k ≥ 0)，a( ， 

，z)一n +n +⋯+a s 9A (N， )一∑口 ( ， )，给出了A (N， )(志一1，2)的精确计算公式。 
啪< ～ 

关 键 词 ： 进 制 ；数 字之和 函数 ；均值 

中图分 类号 ：O516．4 文献标识码 ：A 文章编 号 ：1000—274 X(2002)04—0361—02 

文献[1]给出了 A。(N， )的精确的计算公式。 

本文 推出 了 A：(Ⅳ， )的精确的计算 公式 。为 了叙 述 

方便 ．引用下列 记号 

( )一 

( )一 ； 

㈤ 一 。 

定 义 设 ( ≥ 2)为一给定 的正整数 ，对 

任一 正整数 m，假定 m 在 进制 中表 示为 

m — aln I+ a2n 2+ ⋯ + a sh 。 

k 为正整 

数 i一 1，2，⋯ ， 。 

定 理 l[1 设 N = al 1+a 2n 2+ ⋯ + 口 n ， 

其 中 ：1≤ a，< n， i一 1，2，⋯ ，s； k1> k 2> ⋯ > 

k ≥ 0，则 

A (N，N)一∑( 志，+ 
i一 1 一 

∑n 一 ) 。 

定理 2 设 N — aln I+ a2n 2+ ⋯ + a sh 。 

其 中 ：1≤ a < ， i一 1，2，⋯ ，s； k1> k2> ⋯ > 

k ≥ 0，则 

A (N， )：∑{n，k， ( )+ n )+ 
l 

( 一 1) ( ) ( )+ 2k， (n，) ( )+ 

2 Ea，k， ( )+ (n，)]· 

推 论 1 设 N 一 2k + 2kz+ ⋯ + 2 ，k1> k 2 

> ⋯ > k ≥ 0，则 

A2(N，2)一∑Ek．(志，+1)+4( 一1)k．+ 
f= l 

4( 一 1) ] z 。 

推 论 2 设 N — al10 + a210 z+ ⋯ + a s10 ． 

其 中 ：1≤ n < n， i一 1，2⋯ ， ， kl> k2> ⋯ > 

k ≥ 0，则 

A2(N，10)一∑{10~(a )+4057~(k．)+ 
i一 1 

90k． (n，)+ 285a k + [90a，应，4- 
i 1 i 1 

20~q(a )]∑n +10a (∑n ) 。 
J= 1 J= 1 

下 面证 明定理 2，首先引入 2个引理 。 

弓I理 1 A2( ， )一 

[志 ( )+ ( 一 1) ( ) (志)] 。 (1) 

证 明 k一 1时 ， 

左边 一 A2( ， )一 a (1， )+ 

a (2— 1， )+ ⋯ + a ( 一 1， )一 

1 + 2 + ⋯ + ( 一 1)。一 (n)； 
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右边 一[讫( )+ ( )·0·( 一 1)] 。一 ( )。 

命题成立。 

左边 一 A2( ， )一口 (1， )十 

口 (2— 1， )+ ⋯ + 口 ( 一 1， )一 

1 + 2 + ⋯ + ( 一 1) 一 仍( )； 

右边 一[讫( )+ ( )·0·( 一 1)] 。一 ( )。 

命题成立。 

假设志一P时命题成立，即 

A2(np， )一 [户讫( )+讫( ) (户)( 一 1)] _。； 

∑a ( ， )+ ∑ a ( ， )+⋯ 
m< ≤ m< 2 

+ ∑口 ( ， )一 
(H一1) p≤  < p+1 

∑a ( ， )+ ∑ n ( + ， )+ 
< 0≤ < 

⋯ + ∑ a [ +( 一1)n ， ]一 

∑a ( ， )— [-a(m， )+1] + 
p O≤ < p 

⋯ + ∑ [-a(m， )+( 一1)] 一 
O≤ < 

口。( ， )+ 2(1+ 2+ 
< Hp 

⋯  一 1)∑a(m， )+[1 +2 + 
<  

⋯ + ( 一 1) ] 一 nA2( ， )+ 

2 ( ) 1( ， )+ 仍 ( ) 。 

由假设 与定 理 1得 

42( ， )一 

[户讫( )+ ( ) (户)( 一 1)] + 

2 ( ) P + 讫( ) 一 

[(户+ 1)讫( )+ ( 一 1) ( )。 

(户+ 1))] 。 

所以是一 P+ 1成立 ，等式命题成立。 口 

引理 2 A2(an ， )一 口讫( )+ 讫(口)+ 

(，2— 1)翰 (，2) (志)+ 

2志 ( ) (口)] 一 ，(2) 

其中a为自然数。 

证 明 

(口 ， )一∑口 ( ， )一 

∑a。( ， )+ ∑ a ( ， )+ 
< ≤ < 2 

∑ a ( ， )一 
1)nk≤ m< 口 

∑a ( ， )+ ∑ [-a(m， )+1] · 
<  o≤ < 

∑ ( ， )+( 一1)] 一 
o≤ <  

口∑口 ( ， )+2[1+2+⋯+口一1] 
<  

∑a(m， )+(1 +2 +⋯+(口一1) ) 一 
<  

aA2( ， )+ 2 (口) 1( ， )+ 讫(口) 。 

由式 (1)和定理 1得 

A2(an ， )一 口 讫 ( )+ ( 一 1) ( )· 

(志) H+2 (口)!l二 志 一 

口讫( )+ 讫(口)+ ( 一 1) ( )· 

(志)+ 2志 (口) ( )]n 。 口 

有 了以上 2个 引理 ，容易 给出定 理 2的证 明 ，事 

实我们有 

(Ⅳ， )一∑口 ( ， )一 
，"<  

∑ a ( ， )+ ∑ a ( ， )+ 
m<口1 l 口一≤m<口lH l-t-a2n~2 

⋯ + ∑ a ( ， )一 
N  a

s
h

~
s≤  < Ⅳ 

∑ a ( ， )+ ∑ [-a(m， )+a ] + 
< n 1 o≤ <。 。 

j一 1 

⋯ + ∑ [-a(m， )+∑a ] 一 
O≤ m< 口 ”̂ 5 l 

j i 1 

∑A ( )+∑2(∑a )· 

1(口 t)+ 

由定理 1和式 (2)得 

(Ⅳ， )一∑[志 讫( )+ 仍(口 )+ 
i= 1 

( 一 1) ( ) (志 )+ 2k ( ) (口 )] t + 

∑ 口 讫( )+ 讫(口 )+ 
i= 1 

( 一 1) ( ) (志 )+ 2k (口，) ( )+ 

2[口 k， ( )+ (口 )]· 
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