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摘 要 ：主要 讨论 了混 沌动力 系统的一 些性 质 ，分别得 到 了混沌动 力 系统 中周期 点构成的集合和 非周 

期 点构成的 集合 都是 其映射 的不变集合 ，得 到 了其映射 不可能是压缩映射 。 
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1 混沌动力 系统 

定义 1 (X， )是一个完备的度量 空间，厂：X 

— X 是一个连续映射，则 (X，厂)称 为一个动力系 

统 。 

对 于 z∈ X，若 存 在 正 整 数 ，使 得 z一 

(z)(厂(z))： f (z)， (z)： -1(厂(z)))，且 

对 任意的正整数 志< ， (z)≠ z，则称 z为 动力系 

统 (X，厂)的周期点 。 

若 z∈X，{z，厂(z)， (z)，⋯ ，广(z)，⋯ }称 为 

z的轨道 。周期点 的轨道称为周期轨 道 。 

定义 2 (X，厂)是 一个 动力 系 统 。若 对 (X， ) 

任意的开集 ， ， n V一 ，存在正数 使得 n 

( )一 ，则称动力系统(X，厂)是传递的。 

定义 3 对动力系统(X，厂)，若存在正数 > 

0，使得对所有 的 z∈ X 及任意正数 ￡，存在 y∈ 

B(x，￡)与正整数 ，使得 ( (z)， (j，)> ，则称 

动力系统(X，厂)对于初始条件是敏感的。 

定义 4 若动力系统 (X，厂)是传递的，且对于 

初始条件是敏感的，同时(X，厂)的周期点构成的集 

合在(X， )是稠密的，则称动力系统 (X，厂)是一个 

混沌 动力 系统 。 

著 记 1)对于混沌动力系统(X，厂)，若将定 

义 2中的 n V一 这一要求去掉，则存在(X， ) 

的开集 ， ，使得 n ( )一 成立的正整数 ， 

不一定存在。例如，我们可取 U— V—X(X≠ )， 

则对 任意的整数 ，U n ( )≠ 。 

2)对于混沌动力系统(X，厂)，若将定义 2中的 

n V= 这一要求改为 ≠ ，则当(X，厂)至少 

有一个非周期点时，存在(X， )的开集 ， ，使得 

n ( )一 成立的正整数 ，不一定存在 。例如 ， 

可 取 U ：X(X≠ )，V： X 一 {Y}(设 (X，／。)有一 

个非周期点 )， ≠ 。由于(X，厂)的周期点构成的 

集合在(X， )中是稠密的，则存在 (X，厂)的周期点 

。根据后面的讨论知 厂将周期点映成周期点 ，则对 

任意的整数 ，z∈ U n广( )≠ 。 

由以上可知，定义 2中的 n V一 这一要求 

是不能在改成较弱的条件的。若更改它变弱，则存在 

(X， )的开集 ， ，使得 n ( )一 成立的正 

整数 ，不一定存在。 

2 混沌动力 系统的一些性质 

根据混沌动力系统的定义，有以下定理。 

定理 1 (X，厂)是传递的。对任意的 z∈X，则 

z∈ {厂(z)，⋯ ， (z)，⋯ }。 

证 明 任取z∈X。若它是周期点，则存在正 

整数志，使得z一 (z)。从而有{厂(z)，⋯， (z)，⋯} 

：  可  一 {z，厂(z)，⋯， 

广 (z)}，即 X ∈ {厂(z)，⋯ ， (z)，⋯ }。 

若它是非周期点 ，对于任意正整数 志，取 U 一 

{Y，Y∈X，d(x， )> 2 }，V 一̂ {Y，Y∈X，d(x， ) 

< 2 }。 
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根据(x，厂}的传递性，对于 五。一 1，则存在正整 

数 ，使得 。n ( 。)一 。设 。是满足前面条件的 

正 整数 中最小 的正整数 ，则存在正整数 五 > 1，对 于 

五z，存在正整数 > ，使得 U n ( )一 。若 

否，则对任意的正整数 五，满足条件 n ( )= 

的正整数 ≤ -。根据定义知满足前 面条件的正整数 

是存在的。则存在正整数 。≤ 。及 志。< 五 < ⋯ < 五 

< ⋯ ，使 得对 任 意 的 i，U 
． N o( )= 。由于 

／ o( 
．
)c v"d(x，／ o( 

．
))≤ 2 t，则 任取 E 

／ o( )，limx ： 。由 于 o( )E o( )，则 
⋯  ‘ 

／ o( )E N o( )。取 一 o( )，则 一 o( )。 

与 是非周期点矛盾。 

取 为满足前面条件 的最小的正整数 。 。< 。 

假定对于 z≤ i，五，， ，已取定 。根据前面的讨论 ，则存在 

五川 ， 川 使得 志l< 五2< ⋯ < 五，< 志川 ， l< 2< ⋯ 

<  <  ⋯ ，U 
．
n ／ r+-( ．)一 。由于 t( ) 

c c V¨d(x，f-t( ))≤ 2-kt，则 任 取 E 

／ o( )，limx ： 。由 于 r( )E ，( )，则 
‘  

⋯  ‘ 

lim／ t( )： 。即 E {厂( )，⋯，广( )，⋯}。 口 
⋯  

由以上定理可得 以下定理 。 

定理 2 (x，厂)是传递。则 厂将(x，厂)的周期点 

映成周期点，非周期点映成非周期点。即周期点构成的 

集合，非周期点构成的集合在映射 厂下是不变的集合。 

证 明 任取 E X。若它是周期点，则存在正 

整数 五，使得 一 尸( )。则 尸 ( ( ))一 ( )一 

广州( )一 厂( ( ))= 厂( )。即 ，( )是 一个周期 

点。 

若 是一个非周期点。若 厂( )是一个周期点，则 

存在正整数 五，使得 厂(z)一 (厂( ))。由于 不是一 

个周期点 ，则对 一 1，⋯ ，五，五十 1， ≠ ( )。由于 

{厂(z)，⋯ ， ( )，⋯ }一 {厂( )，⋯ ， ( )， -。 ( )} 

一 {f( )，⋯ ，／ ( )}，贝Ⅱ 

E {厂( )，⋯ ，／ ( )，⋯ }u]。 

与定理 1矛盾，即 厂( )不可能是一个周期点，而是一 

个非周期点。 口 

下面讨论周期点和非周期点的性质。 

定理 3 ( ，／’)是传递的。对任意的 E ， 是 

周期点 的充要条件是 z 的轨道 集合 至少有一个孤立 

点；z是非周期点的充要条件是 的轨道集合至少有一 

个极限点。从而可得，若 的轨道集合有一个孤立点， 

则 它的每一个点都是孤立点；若 的轨道集合有一个 

极限点，则它的每一个点都是极限点。 

证 明 若 是周期点，则它的轨道的每一个点 

都是孤立点。 

下来证明，若 的轨道有一个孤立点，则 是周期 

点 。 

若否 ，对任意的正整数 ， ， ≠ ( )， ( )≠ 

／̈  ( )。因为若有 一广 ( )或 ( )一 州( )，由 

定理 2知 是周期点 。由已知条件 ，则存在一个正整数 

五，正 数 ，使 得 ( ( )，{ ，厂( )，⋯ ， -1( )， 

／ ( )，⋯ })> 。则 

( ( )，{ ¨( )，⋯ ， ¨ ( )，⋯ })> 。 

从 而 有 ( ) { 州( )，⋯ ， ( )'：一 。由 于 

{广¨( )，⋯ ， ¨( )，⋯}是 ( )的轨道，根据定 

理 1，应有 ／ ( )E { ¨( )，⋯ ， ( )，⋯ }。则矛盾。 

由于 是周期点，则 的轨道中每一个点都是孤 

立点。 

若 32是非周期点 ，根据定理 1、定理 2，则它的轨道 

的每一个点都是极限点。反之，若 的轨道有一个极限 

点，则存在正整数 z及一列正整数{ ；五E N}，使得 z 

< (五E Ⅳ )，五1≠ 五2， ，( )≠ ( )，lim ( )= 
。  

—

' ∞  

( )。根据关于周期点的证明我们知道若 ( )是周 

期点， ( )必是孤立点。故 ( )是非周期点。据定理 

2知， 是非周期点。据定理 1知， 的轨道中每一个点 

都是极限点。 口 

3 ‘对于初始条件的敏感性’的讨论 

( ， )是一个完备的距离空间。／’： — 是一 

个单值映射。 E X，如果对于任意的 e> 0，存在 > 

0，当 d(y， )< 时 ，使 得 对 任 意 的 正 整 数 ， 

( ( )， (z))< e，则称 映射族 {厂， ，⋯ ， ，⋯ } 

在 处是等度连续的[1]。 

根据上面的定义可得映射族 { ，尸 ，⋯ ， ，⋯}在 

处非等度连续的定义。 E X，如果存在 c0( )>，对 

任意的 > 0，存在Y E 及正整数 ，使得 d(y， )< 

， ( ( )， ( ))≥ c0( )，则称映射族 {厂， ，⋯， 

／ ，⋯}在 处非等度连续的。 

若映射族{厂， ，⋯， ，⋯}在x的每一个点上都 

是非等度连续的，从非等度连续的定义看出，对于不同 

的 E ，c0(z)一般不会是相同的。则 ( )； E } 

构成一数集。如果inf{e0( )； E x}> 0，即该数集有 

大于零 的下界 ，则称映射族 {厂，尸 ，⋯ ， ，⋯}在 X 上 
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是一致非等度连续的。 

对照混沌动力系统关于初始条件是敏感的定义， 

可得以下定理 。 

定理 4 (X，厂)是一个动力系统 ，则 (X，厂)关于 

初始条件是敏感的充要条件是映射族 {厂， ，⋯， ， 

⋯ }在x 上是一致非等度连续的。 

定理 5 (x，厂)是一个动力系统。若对z∈x，存 

在 。> 0，使得当 d(y，z)< 。时， (厂( )，／’(z))≤ 

d( ，z)，则映射族{厂， ，⋯，广，⋯}在 z处是等度连 

续的。 

参考文献 ： 

证 明 对任意的￡> 0，取 —min{￡， 。}> 0， 

当 d(y，z)< 时，使得对任意的正整数 ， (／ ( )， 

广 (z))≤ ( ( )， -1(z))≤ d(y，z)< ￡，故映 

射族{厂， ，⋯，广，⋯}在z处是等度连续的。 口 

由以上两定理可得如下推论。 

推论 1 (X，厂)是一个混沌动力系统 ，则 厂在 X 

上每一个点处都不是可压缩的。 

推 论 2 (X，厂)是一个混沌动力系统 。则 ／’不是 

一 个压缩映射。 
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Abstract：Some properties on chaotic dynamic system are discussed；the set of the periodic points in the 
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able under its mapping；it is concluded that its mapping can not be compressed mapping· 
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