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具有限传播的热传导模型经典解的生命跨度

刘法贵

（华北水利水电学院 数学系，河南 郑州 ４５００１１）

摘要：考虑具有限传播热传导方程组，在合理的假设下，利用分析的方法讨论解的奇性形成，并给出了经典

解的生命跨度．
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考虑一维无源热传播问题［１～１０］

犲狋＋狇狓＝０， （１）

其中狇表示狓方向热分量，犲表示内能．通常狇符合犉狅狌狉犻犲狉定律

狇＋犽（θ）θ狓＝０， （２）

犲满足

犲＝犲（θ），且犲狋＝犮０（θ）θ狋， （３）

这里θ表示温度，犽（θ）和犮０（θ）犲′（θ）为由材料确定的正值函数．

假设狇满足犆犪狋狋犪狀犲狅律
［２］

τ（θ）狇狋＋狇＝犽（θ）θ狓， （４）

这里τ（θ）＞０为延迟时间．

本文考虑下列犆犪狌犮犺狔问题

θ狋＋狇狓＝０，

狇狋＋α犽（θ）θ狓＋α狇＝０
烅
烄

烆 ，
（５）

及

狋＝０：θ＝θ０（狓），狇＝狇０（狓）， （６）

其中α＞０为常数，犽（θ）∈犆１（犚＋）满足

犽（θ）＞０，犽′（θ）＞０，θ＞０．

若狇０（狓），θ０（狓）∈犎
２（犚），且 ‖狇０（狓）‖犎２（犚）＋‖θ０（狓）‖犎２（犚）充分小，犇．犚．犆狅犾犲犿犪狀等

［２，３］证明了

犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）经典解的存在性，犕．犚．犛犪犾犻犿
［４］证明了如果在犎２（犚）内存在“大”的θ０（狓）和

狇０（狓），则犆犪狌犮犺狔问题的经典解（θ，狇）（狋，狓）在有限时间内破裂．

本文将给出犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）的经典解产生奇性的充分条件，并给出了经典解生命跨度估计式．

设

狉＝狇－∫
θ

θ


λ（狔）犱狔，狊＝狇＋∫
θ

θ


λ（狔）犱狔， （７）
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其中

λ（θ）＝ α犽（θ槡 ）＞０，θ＞０． （８）

因此，问题（５），（６）可化为

犇－狉＝－
α
２
（狉＋狊），

犇＋狊＝－
α
２
（狉＋狊

烅

烄

烆
），

（９）

狋＝０：（狉，狊）＝（狉０（狓），狊０（狓））， （１０）

这里

犇－＝

狋－

λ

狓
，犇＋＝


狋＋

λ

狓
，

（狉０（狓），狊０（狓））＝ 狇０（狓）－∫
θ
０
（狓）

θ


λ（狔）犱狔，狇０（狓）＋∫
θ
０
（狓）

θ


λ（狔）犱（ ）狔 ．
令

狇０（狓）＝εφ（狓），θ０（狓）＝θ＋εψ（狓）， （１１）

其中ε＞０是小参数，φ（狓），ψ（狓）∈犆
１（犚），且具有有界的犆１模．

定理１
［３］ 假设对任意的狓∈犚，

犽１
／４（θ０（狓））狉′０（狓）＋

α
２∫
θ
０
（狓）

θ


犽１
／４（狔）犱狔≥－

犃
２
， （１２）

犽１
／４（θ０（狓））狊′０（狓）＋

α
２∫
θ
０
（狓）

θ


犽１
／４（狔）犱狔≥－

犃
２
， （１３）

这里

犃＝
２α犽５

／４（θ）

犽′（θ）
．

如果ε＞０充分小，则犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）在狋≥０上存在惟一的整体经典解，且对狋≥０，狓∈犚，θ（狋，狓）

满足

θ（狋，狓）＞０． （１４）

注１ 定理１改进了文献［２］中的结果．

定理２ 假设存在点狓０∈犚，使得

犽１
／４（θ０（狓０））狉′０（狓０）＋

α
２∫
θ
０
（狓
０
）

θ


犽１
／４（狔）犱狔＜－２犃， （１５）

或

犽１
／４（θ０（狓０））狊′０（狓０）＋

α
２∫
θ
０
（狓
０
）

θ


犽１
／４（狔）犱狔＜－２犃． （１６）

则犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）的经典解的一阶微商一定在有限时间内破裂．

进一步，如果

０＜α＝犗 ε（ ）
３
２ ， （１７）

则经典解的生命跨度满足

犮ε－１≤犜（ε）≤犆ε－１， （１８）

表示为

犜（ε）≈ε－１， （１９）

其中犮＞０和犆＞０表示不依赖于ε＞０的常数．

注２ 定理１和定理２表明对小的延迟时间τ＞０，犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）的经典解整体存在．但对大的
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延迟时间，经典解要在有限时间内产生奇性，且在该情形犆犪狋狋犪狀犲狅律不再成立．

引理１ 在假设（犎）之下，对犆犪狌犮犺狔问题（５），（６），在经典解存在区域上，成立

狘狉（狉，狓）狘≤犆１ε，狘狊（狋，狓）狘≤犆１ε， （２０）

其中犆１为不依赖于ε的正常数．

推论１ 在假设（犎）之下，对犆犪狌犮犺狔问题（５），（６），在经典解存在区域上，成立

狘狇（狋，狓）狘≤犆２ε，狘θ（狋，狓）－θ狘≤犆２槡ε， （２１）

其中犆２为不依赖于ε的正常数．

注３ 式（２１）表明如果ε＞０充分小，则在犆犪狌犮犺狔问题经典解存在区域上，成立

θ（狋，狓）＞０，狋≥０，狓∈犚． （２２）

定理２的证明 对式（９）关于狓求导，得

犇－狉狓＝－
犽′（θ）

４犽（θ）
狉２狓＋

犽′（θ）

４犽（θ）
狊狓狉狓－

α
２
（狉狓＋狊狓），

犇＋狊狓＝－
犽′（θ）

４犽（θ）
狊２狓＋

犽′（θ）

４犽（θ）
狊狓狉狓－

α
２
（狉狓＋狊狓）

烅

烄

烆 ．

（２３）

定义

犺＝
１
４
犾狀犽（θ），犵＝

α
２∫
θ

θ


犲犺
（狔）犱狔， （２４）

则由式（５），（７）和（２４），有

犇－狑 ＝－犪狑２＋ ２犪犵
α（ ）２ 狑－犪犵２＋

α
２犵
，

犇＋狕＝－犪狕２＋ ２犪犵
α（ ）２ 狕－犪犵２＋

α
２犵

烅

烄

烆
，

（２５）

这里

狑 ＝犽
１
４（θ）狉狓＋犵，狕＝犽

１
４（θ）狊狓＋犵， （２６）

犪＝
犽′（θ）

４犽
５
４（θ）

＞０． （２７）

设

狑（０，狓）＝狑０（狓）≡犽
１
４（θ０（狓））狉′０（狓）＋犵０（狓），

狕（０，狓）＝狕０（狓）≡犽
１
４（θ０（狓））狊′０（狓）＋犵０（狓

烅
烄

烆 ），
（２８）

其中

犵０（狓）＝
α
２∫
θ
０
（狓）

θ


犲犺
（狔）犱狔． （２９）

犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）经典解破裂的证明可参见文献［３］．这里仅给出（１８）式的证明．

由式（１１），（１７），（２５）～（２９）和推论１，有

狘狑０（狓）狘≤犆１ε，狘狕０（狓）狘≤犆１ε， （３０）

２犪犵－
α（ ）２

２

≤犆２ε
３，犪犵２＋

α
２犵 ≤犆２ε

３， （３１）

犆３≤犪≤犆４， （３２）

这里及以后犆犻（犻＝１，２，…）表示不依赖于ε的正常数．由此，在经典解存在区域

犇（犜）＝｛（狓，狋）狘狓∈犚，狋∈［０，犜］，犜＞０｝

上，由式（２６），（３１），（３２），得

１２１第２
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狔′（狋）≤犆５狔
２（狋）＋犆６ε

３，

狔（０）＝犆１ε
烅
烄

烆 ，
（３３）

这里

狔（狋）＝犿犪狓｛狊狌狆
狓
狘狑（狋，狓）狘，狊狌狆

狓
狘狕（狋，狓）狘｝． （３４）

这样由式（３３），当

０≤狋≤犿犻狀
１

犆－１５犆６ε槡 ３
犪狉犮狋犪狀

犆５犆６ε槡 ３

犆１ε
，

烄

烆

烌

烎
犜 （３５）

时，有

狔（狋）≤
犆１ε＋ 犆－１５犆６ε槡 ３狋犪狀 犆５犆６ε槡 ３狋

１－
犆１ε

犆－１５犆６ε槡 ３
狋犪狀 犆５犆６ε槡 ３狋

． （３６）

因此，对

０≤狋≤犿犻狀（犆７ε
－１，犜）， （３７）

有

狔（狋）≤２犆１ε． （３８）

式（３８）表明

犜（ε）≥犆８ε
－１． （３９）

事实上，如果犜（ε）＜犆８ε
－１，由推论１和式（３９），对任何给定的经典解存在区域犇（犜０）（犜０∈

（０，犜（ε）），有

‖狇（狋，狓）‖犆１≤犆９ε，‖θ（狋，狓）－θ‖犆１≤犆９槡ε． （４０）

这样，利用经典解的局部理论，犆犪狌犮犺狔问题（５），（６）在犇（犜（ε）＋η）上存在惟一经典解，这里η＞０为适

当小的常数．这与犜（ε）的定义矛盾．至此，（１８）式左端获证．

下面证明（１８）式右端部分．

令

狑^（狋，狓）＝－狑（狋，狓）． （４１）

假设（１５）式成立．则由式（１１），（１７）和（２８）～（３０），对充分小的ε０＞０，有

狑^（０，狓０）＝－狑０（狓０）＞０，狉′０（狓０）＜０． （４２）

进一步，有

０＜ 狑^（０，狓０）∈
１
２
ε犳（狓０），

３
２
ε犳（狓０［ ］）， （４３）

其中犳（狓０）（＞０）仅依赖于φ（狓０）和ψ（狓０）．
设狓＝狓１（狋，狓０）为过点（０，狓０）的第１特征，则由式（２５）和（３１），（３２），在存在区域犇（犜）上，有

犇－狑^ ≥
２
３
犆１０^狑

２－犆１１ε
３，狋∈［０，犜］，

狋＝０：^狑 ＝狑^（０，狓０）
烅

烄

烆 ．

（４４）

当狋＝０时，由式（４３），可得式（４４）右端为正．因此狑^（狋，狓１（狋，狓０））在狋＝０的邻域内关于狋严格单调增

加．故在犇（犜）上，^狑（狋，狓１（狋，狓０））关于狋严格单调增加．这样，得

狑^（狋，狓１（狋，狓０））≥
１
２
ε犳（狓０）＞０，狋∈［０，犜］． （４５）

从而由式（４４），（４５），得

犇－狑^ ≥
２
３
犆７^狑

２，狋∈［０，犜］，

狋＝０：^狑 ＝
１
２
ε犳（狓０）

烅

烄

烆 ．

（４６）
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根据式（４６），当

狋→
４

犆７犳（狓０）
ε－１ （４７）

时，有

狑^（狋，狓１（狋，狓０））＝－狑（狋，狓１（狓０））→∞． （４８）

因此，有

犜（ε）≤犆１０ε
－１． （４９）

定理２证毕．
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