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具有非线性传染率的传染病模型分析
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摘要：建立了一类具有非线性传染率函数的犛犐犛型传染病模型，考虑因病死亡、人口的输入和输出、出生率

与自然死亡率等因素，分析了系统无病平衡点和地方病平衡点的存在性及其局部稳定性，得到了系统可能存在

的周期运动，并利用全局分支方法研究了模型的犅犜分支，找到了系统所具有的鞍结点分支曲线、犎狅狆犳分支曲

线和同宿轨分支曲线，再现了退化平衡点附近的轨线变化规律．
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利用数学模型分析和预测传染病的传播和发展，进而预防和控制传染病的流行，已经得到了许多有用

的结果［１～１５］．在经典的传染病模型中，通常不考虑人口的出生、死亡等种群动力因素，人口总量保持为一

个固定的常数，并且大量使用双线性传染率β犐犛和标准传染率β犛犐／犖
［２～５］，这里β是易感者犛和感染者犐

的有效接触率，犖表示种群的个体总数．

对于传染病模型的分支问题，犔犻狌等
［６，７］研究了传染率为β犐

狆犛狇的犛犈犐犚犛和犛犐犚犛模型的余维１分支，

犔犻狕犪狀犪和犚犻狏犲狉狅
［８］，犌犾犲狀犱犻狀狀犻狀犵和犘犲狉狉狔

［９］及犇犲狉狉犻犮犽和犇狉犻犲狊狊犮犺犲
［１０］研究了具有β犐

狆犛狇型传染率的犛犐犚犛和

犛犐犚模型的鞍结分支，犎狅狆犳分支及犅犜分支．犚狌犪狀和犠犪狀犵
［１１］研究了传染率函数为犽犐２犛／（１＋β犐

２）的犛犐犚犛

模型当种群个体总数处于平衡状态时的鞍结分支，犎狅狆犳分支及犅犜分支．而犑犻狀等
［１２］，犣犺狅狌等

［１３］分别采用

β犐（１＋狏犐）犛和犽犛犐／（１＋β犐＋α犐
２）为传染率函数研究了犛犐犚犛模型的犎狅狆犳分支和犅犜分支．

本文采用文献［１１］中犽犐２犛／（１＋β犐
２）为传染率函数，其中β是非负数并且犽是正常数．假设易感者一

旦被传染就成为患病者，且患病者恢复后不具有免疫力，即一旦恢复就又成为易感者．这种情形的传播形

式主要适应于由细菌传播而引起的传染病，比如脑炎、淋病等，它对应的数学模型习惯上称为犛犐犛传染病

模型，并且假设患病者除自然死亡外，也会由于患病而导致因病死亡，以α１表示为自然死亡率系数，犱表

示为因病死亡率系数，考虑人口的常数输入，其输入率为犃，γ为恢复率系数，并且α１＞０，犱＞０，γ＞０．

为此，我们记α１＋犱＋γ＝α２，则易知α２＞α１＞０．

考虑下面的犛犐犛型模型

犛
·

＝犃－α１犛＋γ犐－
犓犐２犛
１＋β犐

２
，

犐
·

＝
犓犐２犛
１＋β犐

２－α２犐

烅

烄

烆 ．

（１）

其中犛（狋）表示狋时刻的易感种群的个体总数，犐（狋）表示狋时刻患病种群的个体总数．

下面，我们首先将分析系统无病平衡点和地方病平衡点的存在性及其局部稳定性；其次，我们将研究

系统可能存在的周期运动；最后，利用全局分支方法研究模型的犅犜分支．
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１ 定态的存在性及其局部稳定性分析

首先我们来研究系统（１）无病平衡点，易知其始终有１个无病平衡点（犃／α１，０），且有：

定理１ 系统（１）的无病平衡点（犃／α１，０）为一个局部稳定的结点．

我们记犚０＝
犃２犽２

４α１α２（犽α２＋βα１α２－犽γ）
，则有下面的引理１．

引理１ （犻）当犚０＞１时，系统（１）有２个正的地方病平衡点（犛１，犐１），（犛２，犐２），其中

犛１＝
α２（１＋β犐

２
１）

犽犐１
，犐１＝

犃犽＋槡Δ
２（犽α２＋βα１α２－犽γ）

，

犛２＝
α２（１＋β犐

２
２）

犽犐２
，犐２＝

犃犽－槡Δ
２（犽α２＋βα１α２－犽γ）

，

Δ＝犃２犽２－４α１α２（犽α２＋βα１α２－犽γ）．

（犻犻）当犚０＜１时，系统（１）无地方病平衡点．

（犻犻犻）当犚０＝１时，系统（１）存在１个正的地方病平衡点（犛
，犐），其中

犛 ＝
犃２犽２＋４βα

２
１α
２
２

２犃犽２α１
，犐 ＝

２α１α２
犃犽

．

我们对系统（１）在点（犛犻，犐犻）（犻＝１，２）处作坐标平移变换（为方便起见，仍记为（犛，犐）），其雅可比矩

阵为

犑＝

－α１－
犽犐２

１＋β犐
２ γ－

２犽犐犛
（１＋β犐

２）２

犽犐２

１＋β犐
２

２犽犐犛
（１＋β犐

２）２－α

烄

烆

烌

烎２

． （２）

从而得

犱犲狋（犑）＝
（犽α２＋βα１α２－犽γ）犐

２－α１α２
１＋β犐

２
， （３）

因此犱犲狋（犑）的符号由下式决定

犾１＝（犽α２＋βα１α２－犽γ）犐
２－α１α２． （４）

我们记犿 ＝犽α２＋βα１α２－犽γ，则有：

引理２ 地方病平衡点犐１，犐２满足下面的不等式

０＜
２α１α２
犃犽 ＜

犃犽
２犿 ＜

犐１＜
犃犽
犿
，０＜

α１α２
犃犽 ＜犐２＜

２α１α２
犃犽 ＜

犃犽
２犿

．

由引理２我们可得下面的定理２．

定理２ 对于系统（１），若存在２个正的实定态（犛１，犐１）和（犛２，犐２），则（犛１，犐１）为１个结点、焦点或中

心，（犛２，犐２）是１个鞍点．

为了进一步研究（犛１，犐１）的性态，我们考察犐１处的迹

狋狉（犑１）＝－
（犽＋βα１＋βα２）犐

２
１＋α１－α２

１＋β犐
２
１

． （５）

从而狋狉（犑１）的符号由下式决定

犾２＝（β
２α１＋β

２α２＋犽β）犐
４
１＋（犽＋２βα１）犐

２
１＋α１－α２． （６）

注意到ξ＝（犽α２＋βα１α２－犽γ）犐
２
１－犃犽犐１＋α１α２＝０，犾２可以表示成犾２＝狇０ξ－狇１狊２．其中狇０为犐１的多

项式，狇１＝（犽α２＋βα１α２－犽γ）
－３＞０，狊２＝犃犐１（狓１犃

２＋狓２）＋狓３犃
２＋狓４，且狓１＝－犽

３
β（犽＋βα１＋βα２），

狓２＝犽（犽α２＋βα１α２－犽γ）（犽
２γ－犽２α２＋βα１（２犽γ－犽α２＋２βα

２
２）），狓３＝犽

２
βα１α２（犽＋βα１＋βα２）；狓４＝

犽（α２－γ）（犽α２＋βα１α２－犽γ）（犽γα１－犽γα２＋犽α
２
２＋２βα１α

２
２）．

同理，ξ可以记作ξ＝狇２狊２＋狇３狊３狊４，其中狇２为犐１的多项式，狇３＞０，狊３＞０，
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狊４＝犽
２（α２－α１）（犽＋βα１＋βα２）犃

２－（犽γα１－犽γα２＋犽α
２
２＋２βα１α

２
２）
２＝０． （７）

从而有

狊４＝０犃
２＝

（犽γα１－犽γα２＋犽α
２
２＋２βα１α

２
２）
２

犽２（α２－α１）（犽＋βα１＋βα２）
犃２犮． （８）

故若犃２≠犃２犮，则（犛１，犐１）不改变其稳定性．

显然，若犃２＞犃２犮，易知当犃→＋∞时狊２→－∞，故犾２→＋∞，得狋狉（犑１）＜０．

若
４犿α１α２
犽２

＜犃２＜犃２犮，易知当犃→
４犿α１α２
犽２

时，犐１→
α１α２
犃犽
，此时狊２的符号即由下式决定

狉＝犽２α２（α２－γ）
２＋犽α１（α２－γ）（犽γ－犽α２＋２βα

２
２）＋βα

２
１α２（２犽γ－犽α２＋２βα

２
２）． （９）

显然狉＞０．

此时，我们有下面的定理３．

定理３ 对于系统（１），若正的实定态（犛１，犐１）存在，只要犃
２
≠犃２犮，则不管轨线是一个结点、焦点或中

心，它都是局部稳定的．

下面研究极限环的不存在性．由于（犛１，犐１）为一个局部稳定的结点、焦点或中心，而（犛２，犐２）是１个鞍

点，故系统（１）的极限环必须包围（犛１，犐１），但不能包围（犛２，犐２），我们取犇狌犾犪犮函数犇 ＝
１＋β犐

２

犽犐２
，由

犅犲狀犱犻狓狊狅狀－犇狌犾犪犮判别法得：

定理４ 若犐２＞
α２－α１

犽＋βα１＋βα２
，则系统（１）没有极限环．

２ 周期解的存在性分析

本节我们讨论周期轨道的存在性及其稳定性．对于系统（１），由上面的分析，我们已经知道（犛２，犐２）只

要存在就是１个鞍点，故该点附近不可能出现周期轨道．又由于当犐＝０时，犐′（狋）＝０，故系统的轨线不可

能穿过犛轴，也就是说不可能存在包含（犃／α１，０）的周期轨道．因而，我们只要讨论系统在（犛１，犐１）处出现

的周期轨道即可．

为计算方便起见，我们考虑与系统（１）等价的系统

犛
·

＝（犃－α１犛＋γ犐）（１＋β犐
２）－犽犐２犛，

犐
·

＝犽犐２犛－α２犐（１＋β犐
２）

烅
烄

烆 ．
（１０）

作坐标变换狓＝犛－犛１，狔＝犐－犐１，把（犛１，犐１）移至原点，则有

狓＝犪１狓＋犪２狔＋犳１（狓，狔），

狔＝犪３狓＋犪４狔＋犳２（狓，狔）
烅
烄

烆 ．
（１１）

其中犪１＝－犽犐
２
１－（１＋β犐

２
１）α１，犪２＝γ＋β（２犃犐１＋３γ犐

２
１）－

２（１＋β犐
２
１）（犽＋βα１）α２
犽

，犪３＝犽犐
２
１，犪４＝

α２（１－β犐
２
１），犳１（狓，狔）＝犫１狓狔＋犫２狔

２－（犽＋βα１）狓狔
２＋βγ狔

３，犳２（狓，狔）＝犫３狓狔＋犫４狔
２＋犽狓狔２－βα２狔

３，

犫１＝－２犐１（犽＋βα１），犫２＝β（犃＋３γ犐１）－
（１＋β犐

２
１）（犽＋βα１）α２
犽犐１

，犫３＝２犽犐１，犫４＝
（１＋β犐

２
１）α２

犐１
－３βα２犐１．

由犃２＝犃２犮和ξ＝０化简上式系数得犪１＝
－（犽＋２βα１）α２

ρ
，犪２＝－２α２＋

γ（犽＋２βα２）

ρ
，

犪３＝
犽（α２－α１）

ρ
，犪４＝

（犽＋２βα１）α２

ρ
，犫１＝

－２（犽＋βα１）［犽γ（α１－α２）＋α
２
２（犽＋２βα１）］

犃犽ρ
，

犫２＝
－犃犽［βα１（２γ＋α２）＋α２（犽－２βγ＋βα２）］

δ
，犫３＝

２［犽γ（α１－α２）＋犽α
２
２＋２βα１α

２
２］

犃ρ
，

犫４＝
犃犽α２（犽＋３βα１－βα２）

δ
，ρ＝犽＋βα１＋βα２，δ＝犽γ（α１－α２）＋α

２
２（犽＋２βα１）．

９３４第５
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作变换犡＝狓，犢＝犪１狓＋犪２狔，则系统（１１）可化为

犡＝犢＋犳１ 犡，
犢－犪１犡
犪（ ）
２

，

犢 ＝－犔犡＋犪１犳１ 犡，
犢－犪１犡
犪（ ）
２

＋犪２犳２ 犡，
犢－犪１犡
犪（ ）
２

烅

烄

烆
．

（１２）

其中犔＝犪１犪４－犪２犪３，化简得

犔＝
（犽＋２βα２）（犽α

２
２－（犽γ＋２犽α１＋２βα

２
１）α２＋犽γα１）

（犽＋βα１＋βα２）
２ ． （１３）

进一步我们可以假设犔＞０．

作变换狌＝－犡，狏＝犢／槡犔，则系统（１２）可化为

狌＝－槡犔狏＋犉１（狌，狏），

狏＝槡犔狌＋犉２（狌，狏）
烅
烄

烆 ．
（１４）

其中犉１（狌，狏）＝－犳１（－狌，（ 槡狏 犔＋犪１狌）／犪２），犉２（狌，狏）＝［犪１犳１（－狌，（ 槡狏 犔＋犪１狌）／犪２）＋犪２犳２（－狌，

（ 槡狏 犔＋犪１狌）／犪２）］／槡犔．从而系统（１４）就是求犎狅狆犳分支的标准形，其犔犻犪狆狌狀狅狏系数为

σ＝－［犪１犪
３
２犫
２
３＋犫２（犫１＋２犫４）（犔＋犪

２
１）
２＋犪２２（２犽犔犪１－犔犫３犫４－３犪

２
１犫３犫４）－

犪１犪２（犔＋犪
２
１）（犫

２
１＋犫２犫３＋犫１犫４－２犫

２
４）＋

犔犪２（犔＋犪
２
１）（犽＋βα１＋３βα２）

８犔犪３２
． （１５）

由σ的符号可以确定周期解的稳定性．

定理５ 设犃２＝犃２犮成立．如果σ＜０，则当犃
２从犃２犮减少时，系统（１）存在稳定的周期轨道；如果σ

＞０，则当犃２从犃２犮增加时，系统（１）存在不稳定的周期轨道；如果σ＝０，则在合适的扰动下系统（１）至少

有２个极限环．

３ 系统的犅犜分支分析

现在，我们讨论系统（１）的犅犜分支，为方便起见，记为如下形式

犐
·

＝
犽犐２犛
１＋β犐

２－α２犐，

犛
·

＝犃－α１犛＋γ犐－
犽犐２犛
１＋β犐

２

烅

烄

烆 ．

（１６）

我们假设

（犎１）：犽α２＋βα１α２－犽γ＝
犃２犽２

４α１α２
；（犎２）：β＝

犃２犽２（α２－α１）－４犽α
２
１α
２
２

４α２１α
２
２（α１＋α２）

．

则对系统（１６）作坐标平移变换ξ＝犐－犐
，η＝犛－犛

，可得

ξ＝犪１０ξ＋犪０１η＋犪２０ξ
２＋犪１１ξη＋犳１（ξ，η），

η＝犫１０ξ＋犫０１η＋犫２０ξ
２＋犫１１ξη＋犳２（ξ，η）

烅
烄

烆 ．
（１７）

其中犪１０＝－犫０１＝
α１（犃

２犽＋２α１α
２
２）

犃２犽－２α２１α２
，犪０１＝

２α２１α２（α１＋α２）

犃２犽－２α２１α２
，

犪２０＝－犫２０＝
犃３犽２（α１＋α２）（２犃

２犽α１－犃
２犽α２＋６α

２
１α
２
２）

４α１α
２
２（犃

２犽－２α２１α
２
２）
２

，犪１１＝－犫１１＝
犃３犽２α１（α１＋α２）

２

α２（犃
２犽－２α２１α２）

２
，

犫１０＝
犃２犽（γ－α１）－（犃

２犽＋２γα２１）α２
犃２犽－２α２１α２

，犳１（ξ，η），犳２（ξ，η）至少为ξ，η的３次项．显然系统（１７）的线性

部分组成的矩阵具有２重零特征值．

设犡＝ξ，犢＝犪１０ξ＋犪０１η，则系统（１７）可化为
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犡＝犢＋犆１犡
２＋犆２犡犢＋珔犳１（犡，犢），

犢 ＝犆３犡
２＋犆４犡犢＋珔犳２（犡，犢）

烅
烄

烆 ．
（１８）

其中犆１ ＝
－犃３犽２（α１＋α２）

４α１α２（犃
２犽－２α２２α２）

，犆２ ＝
犃３犽２（α１＋α２）

２α１α
２
２（犃

２犽－２α２１α２）
，犆３ ＝

－犃３犽２（α１＋α２）

４α２（犃
２犽－２α２１α２）

，犆４ ＝

犃３犽２（α１＋α２）

２α２２（犃
２犽－２α２１α２）

．

为了得到标准型，作变量变换犝 ＝犡－犆２犡
２／２，犞＝犢＋犆１犡

２，代入系统（１８）得

犝 ＝犞＋犚１（犝，犞），

犞 ＝犆３犝
２＋（犆４－２犆１）犝犞＋犚２（犝，犞）

烅
烄

烆 ．
（１９）

其中犚１，犚２至少为犝，犞的３次项，且易知犆３＜０，犆４－２犆１＞０．我们有：

定理６ 设（犎１）和（犎２）成立，则原系统的平衡点（犐
，犛）是一个余维２的尖点，也就是说，它具有

犅犜奇异性．

下面，我们来求解分支曲线的近似表达式．取犽和β为分支参数，使珚犃，珔犽，珔α１，珔α２，珔γ，珋β满足（犎１）和

（犎２）（为方便起见，仍记为犃，犽，α１，α２，γ，β），设犽→犽＋ε１，β→β＋ε２．对系统（１６）作坐标变换ξ＝犐－

犐，η＝犛－犛
，我们得

ξ＝犪０＋犮１０ξ＋犮０１η＋犮２０ξ
２＋犮１１ξη＋犵１（ξ，η，ε１，ε２），

η＝犫０＋犱１０ξ＋犱０１η＋犱２０ξ
２＋犱１１ξη＋犵２（ξ，η，ε１，ε２）

烅
烄

烆 ．
（２０）

其中犪０＝
２α１α

２
２

犃犽２
ε１－

８α３１α
４
２

犃３犽３＋４犃犽βα
２
１α
２
２
ε２，犮１０＝犪１０＋２犃

２犽α２Ω
－１ε１－１６犃

２犽２α２１α
３
２Ω
－２ε２，犮０１＝犪０１＋

４α２１α
２
２Ω
－１ε１－１６犽α

４
１α
４
２Ω
－２ε２，犮２０＝犪２０＋

１
２
犃３犽２（犃２犽２－１２βα

２
１α
２
２）α

－１
１Ω

－２ε１－１２犃
３犽３α１（犃

２犽２α２２－

４βα
２
１α
４
２）Ω

－３ε２，犮１１ ＝犪１１＋４犃
３犽３α１α２Ω

－２ε１－３２犃
３犽４α３１α

３
２Ω
－３ε２，犱１０ ＝犫１０－２犃

２犽α２Ω
－１ε１＋

１６犃２犽２α２１α
３
２Ω
－２ε２，犱０１＝犫０１－４α

２
１α
２
２Ω
－１ε１＋１６犽α

４
１α
４
２Ω
－２ε２，犫０＝－犪０，犱２０＝－犮２０，犱１１＝－犮１１，犵１，犵２

至少为ξ，η的３次项或ε１，ε２的２次项，式中Ω＝犃
２犽２＋４βα

２
１α
２
２．

令

ξ＝犡，

η＝犲１＋犲２犡＋犲３犢＋犲４犡
２＋犲５犡犢

烅
烄

烆 ．
（２１）

其中犲１＝
－犪０
犮０１

，犲２＝
犮１１犪０－犮１０犮０１

犮２０１
，犲３＝

１
犮０１
，犲４＝－

犮２０＋
犮１１（犮１１犪０－犮１０犮０１）

犮２０１
犮０１

，犲５＝－
犮１１
犮２０１
．从而

系统（２０）可化为

犡＝犢，

犢 ＝狇０＋狇１犡＋狇２犢＋狇３犡
２＋狇４犡犢＋狇５犢

２＋犺．狅．狋
烅
烄

烆 ．
（２１）

其中 狇０ ＝
犫０＋犱０１犲１
犲３

，狇１ ＝
犱１０＋犱０１犲２＋犱１１犲１

犲３
－
犲５（犫０＋犱０１犲１）

犲２３
，狇２ ＝

犱０１犲３－犲２
犲３

，狇３ ＝

犱０１犲４＋犱２０＋犱１１犲２
犲３

－
犲５（犱１０＋犱０１犲２＋犱１１犲１）

犲２３
，狇４＝

犱０１犲５＋犱１１犲３－２犲４
犲３

－
犲５（犱０１犱３－犲２）

犲２３
，狇５＝

－
犲５
犲３
．

再令狓＝犡＋
狇２
狇４
，狔＝犢，代入系统（２１）得

狓＝狔，

狔＝犺０＋犺１狓＋狇３狓
２＋狇４狓狔＋狇５狔

２＋犺．狅．狋
烅
烄

烆 ．
（２２）

１４４第５
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其中犺０＝狇０－
狇１狇２
狇４
＋
狇２２狇３

狇２４
，犺１＝狇１－

２狇２狇３
狇４

．

引入新的时间变量τ，满足犱狋＝（１－狇５狓）犱τ，仍记τ为狋，令狓１＝狓，狔１＝狔（１－狇５狓），则得

狓１＝狔１，

狔１＝λ１＋λ２狓１＋λ３狓
２
１＋λ４狓１狔１＋犺．狅．狋

烅
烄

烆 ．
（２３）

其中λ１＝犺０，λ２＝犺１－２犺０狇５，λ３＝犺０狇
２
５－２犺１狇５＋狇３，λ４＝狇４．

最后令ξ１＝
λ２４
λ３
狓１，ξ２＝

λ３４
λ２３
狔１，τ＝

λ３
λ４
狋，得

ξ１＝ξ２，

ξ２＝τ１＋τ２ξ１＋ξ
２
１＋ξ１ξ２＋犺．狅．狋

烅
烄

烆 ．
（２４）

其中τ１＝
λ１λ

４
４

λ３３
，τ２＝

λ２λ
２
４

λ２３
．

最后，根据犓狌狕狀犲狋狊狅狏
［１４］中的定理，我们可以得到在原点附近分支曲线的表达式．

定理７ 设（犎１），（犎２）成立，则系统（１）拥有下列分支特性：

（１）有鞍结点分支曲线犛犖＝｛（ε１，ε２）狘４λ１λ３＝λ
２
２｝；

（２）有犎狅狆犳分支曲线犎＝｛（ε１，ε２）狘λ１＝０，λ２＜０｝；

（３）有同宿环分支曲线犎犔＝｛（ε１，ε２）狘２５λ１λ３＋６λ
２
２＝０＋狅（‖ε‖）

２｝．

４ 结 论

本文建立了一类具有非线性传染率函数的犛犐犛型传染病模型，考虑自然死亡率和因病死亡率、人口的

常数输入等种群动力学因素，分析了系统无病平衡点和地方病平衡点的存在性及其局部稳定性，利用犇狌

犾犪犮函数和犎狅狆犳分支理论得到系统不存在周期运动以及系统存在周期运动的条件，并利用全局分支理论

研究了模型的犅犜分支，找到了系统所具有的鞍结点分支曲线、犎狅狆犳分支曲线和同宿轨分支曲线，再现了

退化平衡点附近的轨线变化规律．
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