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摘要：研究了边赋权图上２类具有权重限制犔的最小基数星划分问题－最小基数犛（犔）划分问题和最小

基数犛∑（犔）划分问题的困难性．得到如下结果：① 证明了一般图上最小基数犛（犔）划分问题的犖犘－完全性；

② 证明了一般图上最小基数犛∑（犔）划分问题的犖犘－完全性，并证明了对于任意小的正数ε，一般图上的最

小基数犛∑（犔）划分问题不存在（３／２－ε）－近似算法，除非犘＝犖犘．

关键词：最小基数；犛（犔）划分问题；犛∑（犔）划分问题；犖犘－完全性；近似算法
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给定一个边赋权图犌＝（犞，犈；狑）以及正整数犔，这里犞为顶点集合，犈为边集合，狑：犈→犣＋为边

赋权函数．求图犌 的一个划分犛１，犛２，…，犛犽，使得对于犻＝１，２，…，犽，都有犛犻是一个星，其顶点集合

犞（犛犻）犞，边集合犈（犛犻）犈，并且∪
犽

犻＝１
犞（犛犻）＝犞．此时，星的定义为：如果图犛满足狘犞（犛）狘＝１或

者狘犞（犛）狘≥２，并且有一个顶点狏的度（即与狏相连的边的数目）为犱犲犵（狏）＝狘犞（犛）狘－１，而其它任

何点狌∈犞（犛）－｛狏｝的度犱犲犵（狌）＝１，则称图犛为一个（颗）星．于是，最小基数犛（犔）划分问题和最小

基数犛∑（犔）划分问题可以用下面的定义分别给出．

定义１ 最小基数犛（犔）划分问题：给定一个边赋权图犌＝（犞，犈；狑）以及正整数犔，求图犌的一个

满足对于任意犛犻（犻＝１，２，…，犽），任意边犲∈犈（犛犻），都有狑（犲）≤犔的星划分犛１，犛２，…，犛犽，目标函数

为使得星的个（颗）数犽达到最小．

定义２ 最小基数犛∑（犔）划分问题：给定一个边赋权图犌＝（犞，犈；狑）以及正整数犔，求图犌的一

个满足对于任意犛犻（犻＝１，２，…，犽），都有狑（犈（犛犻））＝ ∑
犲∈犈（犛犻

）
狑（犲）≤犔成立，并且犞（犛犻）∩犞（犛犼）≠

 的充要条件为犻＝犼的星划分犛１，犛２，…，犛犽，目标函数为使得星的个（颗）数犽达到最小．

如果星划分｛犛犻｝
犽
犻＝１
使其在满足相应条件下的目标函数值达到最小，则称该划分为图犌上相应的最小

基数划分问题的一个最优划分．

蔡延光等研究了边赋权图犌上最小基数ω－路划分问题，即把图犌＝（犞，犈；狑）划分成满足对于任

意犻＝１，２，…，犽，都有顶点集合犞（犘犻）犞，边集合犈（犘犻）犈，并且∪
犽

犻＝１
犞（犘犻）＝犞，对于任意的１≤

犻，犼≤犽，犞（犘犻）∩犞（犘犼）≠的充分必要条件为犻＝犼的路集合｛犘１，犘２，…，犘犽｝，使得对于任意犻＝１，

２，…，犽，都有狑（犘犻）＝ ∑
犲∈犈（犘犻

）
≤ω，而路的条数犽达到最小．他们给出了该问题在一般图上的犖犘－完全

性的证明，并设计出了边赋权路、树、森林上该问题的线性时间算法［１］．对于一般图上最小基数犛∑（犔）划

分问题的犖犘－完全性可以由最小基数ω－路划分问题的犖犘－完全性证明，在这里只要适当修改要构造
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的实例的边的权重即可．

本文考虑了边赋权图上最小基数犛（犔）划分问题和最小基数犛∑（犔）划分问题，容易发现这２类问题

都比文献［２］中所研究的犓１，犿 划分问题所受到的束缚更少，这里的结果告诉我们，束缚减少了，而难度没

有降低：利用控制集问题的犖犘－完全性证明了一般图上最小基数犛（犔）划分问题的犖犘－完全性．还分

别利用３－划分问题和２－划分问题的犖犘－完全性证明了一般图上最小基数犛∑（犔）划分问题的犖犘－

完全性和（３／２－ε）不可近似性．

本文所用到的其他记号和定义都可在文献［３～７］中找到．

１ 最小基数犛（犔）划分问题

首先利用控制集问题的犖犘－完全性来证明一般图上的最小基数犛（犔）划分问题的犖犘－完全性．

定理１ 一般图上的最小基数犛（犔）划分问题是犖犘－完全的．

我们把一般图上的控制集问题的任何一个实例多项式地归结到一般图上的最小基数犛（犔）划分问

题．考虑控制集问题的一个实例犐：给定了图犌＝（犞，犈），正整数犓≤狘犞狘．是否存在一个点集合犞′

犞，满足狘犞′狘≤犓，使得对于所有的点狌∈犞－犞′都存在一个点狏∈犞′，使得｛狌，狏｝∈犈．

构造最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′如下：

构造图犌′＝（犞′，犈′；狑），其中犞′＝犞，犈′＝犈，对于任意犲∈犈′都有狑（犲）＝１，令犔＝１．

下面我们将证明论断：控制集问题的实例犐有解的充分必要条件是最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′

有目标函数值为犓′且犓′≤犓的最优解．

（１）假设控制集问题有解为：犞″，则狘犞″狘≤犓．

下面构造最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′的可行解．

取犞″中的所有点为星的中心点，由控制集的定义可知道对于所有的点狌∈犞－犞″都存在一个点

狏∈犞″，使得｛狌，狏｝∈犈．对于每一个狌∈犞－犞″，我们只选取一条这样的｛狌，狏｝，则得到狘犞″狘个星，

并且每条选取边的权重都为１．

由于犔＝１，所以对于任意的边犲∈犛犻，犻＝１，２，…，狘犞″狘，都有狑（犲）≤犔成立．又由于狘犞″狘≤

犓．于是，得到了最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′的一个目标函数值为犓″且犓″≤犓的可行解，设最小

基数犛（犔）划分问题的实例犐′的最优解的目标函数值为犓′，则必有犓′≤犓″≤犓．因此，若控制集问题的

实例犐有解，则最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′有目标函数值为犓′且犓′≤犓的最优解．

（２）假设最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′有目标函数值为犓′且犓′≤犓的最优解为｛犛犻｝，并且星

犛犻的中心为狏（犻），由于∪
犓′

犻＝１
犛犻＝犞，并且犔＝１，对于所有的点狌∈犞－｛狏（犻）狘犻＝１，２，…，犓′｝都存在

一个点狏∈｛狏（犻）狘犻＝１，２，…，犓′｝，使得｛狌，狏｝∈犈，犻＝１，２，…，犓′．于是，得到了图犌的一个控制集

犞′＝｛狏（犻）狘犻＝１，２，…，犓′｝．由于犓′≤犓，且犞′＝犓′，则犞′≤犓．因此，若最小基数犛（犔）划分问

题的实例犐′有目标函数值为犓′且犓′≤犓的最优解，则控制集（判定性）问题有解．

由于控制集问题是犖犘－完全的
［８］，说明最小基数犛（犔）划分问题的实例犐′是犖犘－完全的．因此，一

般图上的最小基数犛（犔）划分问题是犖犘－完全的．证毕．

定理１告诉我们了一个事实：我们不可能在多项式时间内解决一般图上的最小基数犛（犔）划分问题．

２ 最小基数犛∑（犔）划分问题

下面我们用３－划分问题来研究一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题的犖犘－完全性．

定理２ 一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题是犖犘－完全的．

证明 我们把３－划分问题的任何一个实例多项式归结到边赋权图上最小基数犛∑（犔）划分问题的

一个实例．

考虑３－划分问题的一个实例犐：给定了一个由３犖个正整数组成的集合犃＝｛犪１，犪２，…，犪３犖｝，正整
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数犅，并且
犅
４
＜犪犻＜

犅
２
（１≤犻≤３犖），∑

３犖

犻＝１
＝犖犅．是否存在犃的一个划分犃１，犃２，…，犃犖，使得对于任意

的犻＝１，２，…，犖都有∑
犪∈犃犻

犪＝犅？

构造最小基数犛∑（犔）划分问题的实例犐′如下：

构造图犌＝（犞，犈；狑），其中犞＝｛狊１，狊２，…，狊犖；狏１，狏２，…，狏３犖｝，犈＝｛狊犻狏犼狘犻＝１，２，…，犖；犼＝１，

２，…，３犖｝，狑（狊犻狏犼）＝犪犼，犔＝犅．记犞１＝｛狊１，狊２，…，狊犖｝；犞２＝｛狏１，狏２，…，狏３犖｝．

下面我们将证明论断：３－划分问题的实例犐有解当且仅当最小基数犛∑（犔）划分问题的实例犐′有目

标函数值为犖的最优解．

（１）设３－划分问题的实例犐有解为

犃１＝｛犪１
１
，犪１

２
，犪１

３
｝，犃２＝｛犪２

１
，犪２

２
，犪２

３
｝，…，犃犖 ＝｛犪犖

１
，犪犖

２
，犪犖

３
｝．

下面构造犐′的可行解犛１，犛２，…，犛犖．

取犞（犛犻）＝｛狊犻，狏犻
１
，狏犻

２
，狏犻

３
｝狘犻＝１，２，…，犖｝．

易知，诱导子图犌［犛犻］的边集合为犈犻＝｛狊犻狏犻
犼
狘犻＝１，２，…，犖；犼＝１，２，３｝，则犌［犛犻］是一颗星，并

且对于犻＝１，２，…，犖，有

狑（犈［犛犻］）＝狑（狊犻狏犻
１
）＋狑（狊犻狏犻

２
）＋狑（狊犻狏犻

３
）＝犪犻

１
＋犪犻

２
＋犪犻

３
＝犅≤犔＝犅．

于是犛１，犛２，…，犛犖是最小基数犛∑（犔）划分问题的实例犐′的目标函数值为犖的一个可行解．假设最

小基数犛∑（犔）划分问题的实例犐′的最优解的目标函数值为犖′，则必有犖′≤犖．

又由于每一个狏犼（犼＝１，２，…，３犖）都要被最优划分所覆盖，并且最优划分的每一个连通分支犛犻′（犻＝

１，２，…，犖′）都满足狑（犈（犛′犻））≤犅，则有∑
３犖

犼＝１

犪犼＝犖犅＝∑
犖′

犻＝１

狑（犈（犛犻′））≤犖′犅成立，于是可得犖 ≤

犖′，再由上面的不等式得犖＝犖′．

以上说明犛１，犛２，…，犛犖 是犐′的目标函数值为犖的一个最优解．

（２）设犐′有目标函数值为犖的最优解犛１，犛２，…，犛犖，使得

狑（犈［犛犻］）≤犅＝犔，犻＝１，２，…，犖．

则每个分支必恰好为由３个犞２中的点和１个犞１中的点所组成的连通星图．因此不妨设

犞（犛１）＝｛狊π（１），狏１
１
，狏１

２
，狏１

３
｝，

犞（犛２）＝｛狊π（２），狏２
１
，狏２

２
，狏２

３
｝，

…

犞（犛犖）＝｛狊π（犖），狏犖
１
，狏犖

２
，狏犖

３
｝，

其中π（１），π（２），…，π（犖）是１，２，…，犖的一个排列．

由于最小基数为犖，则犖犅＝∑
犖

犻＝１

狑（犈［犛犻］）≤犖犔＝犖犅．因此，对于任意犻＝１，２，…，犖，都有

狑（犈［犛犻］）＝狑（狊π（犻）狏犻
１
）＋狑（狊π（犻）狏犻

２
）＋狑（狊π（犻）狏犻

３
）＝犪犻

１
＋犪犻

２
＋犪犻

３
｝＝犅．

取犃犻＝｛犪犻
１
，犪犻

２
，犪犻

３
｝，则∑

犪∈犃犻

犪＝犅．说明３－划分问题有解．

由于３－划分问题是犖犘－完全的
［８］，说明最小基数犛∑（犔）划分问题的实例犐′也是犖犘－完全的．

因此，一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题是犖犘－完全的．

证毕．

一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题不仅是犖犘－完全的，还是（３／２－ε）不可近似的，即对于任意

小的正数ε，不存在任何多项式算法，使得算法的输出解与最优解的比率狉满足狉≤（３／２－ε），除非犘＝

犖犘．下面以定理的形式给出这一性质．

定理３ 对于任意小的正数ε，一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题不存在近似值为（３／２－ε）的多
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项式时间算法，除非犘＝犖犘．

证明 反证，假设存在这样的算法犃，我们将要证明这样的一个算法犃可以在多项式时间内解决２－

划分问题．

把２－划分问题的任何一个实例多项式归结到最小基数犛∑（犔）划分问题的一个实例．考虑２－划分

问题的一个实例犐：给定了狀个数的集合犃＝｛犪１，犪２，…，犪狀｝．是否存在犃的一个划分犃１，犃２使得

∑
犪∈犃１

犪＝∑
犫∈犃２

犫？

构造最小基数犛∑（犔）划分问题的实例犐′如下：

构造图犌＝（犞，犈；犮），其中犞＝｛狊１，狊２，狊３；狏１，狏２，…，狏狀｝，犈＝｛狊犻狏犼狘犻＝１，２，３；犼＝１，２，…，狀｝，

狑（狊犻狏犼）＝犪犼，犔＝
１
２∑

狀

犼＝１

犪犼．其中：犛＝｛狊１，狊２，狊３｝．

显然，犛∑（犔）划分问题的实例犐′有解．这一多项式归结满足以下条件：

（１）如果２－划分问题有解，则犛∑（犔）划分问题的实例犐′有目标函数值为２的最优解，由于算法犃

是一个（３／２－ε）近似算法，所以其输出解犗犝犜应满足犗犝犜＜３．

（２）如果２－划分问题无解，则犛∑（犔）划分问题的实例犐′有目标函数值大于２的最优解，由于算法

犃是一个近似值为（３／２－ε）近似算法，所以其输出解犗犝犜应满足犗犝犜≥３．

在情形（１），当在实例犐′上运行时，（３／２－ε）近似算法犃一定给出了一个最优解２，这是由于基数的整

数性．因此，利用算法犃可以区分出２－划分问题的２种可能，因此解决了２－划分问题．

而２－划分问题是犖犘－完全的
［８］，因此，一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题不存在近似值为

（３／２－ε）的多项式时间算法，除非犘＝犖犘．

证毕．

这２个定理将启发研究者去努力寻求一般图上的最小基数犛∑（犔）划分问题的犽－近似算法，其中

犽≥
３
２
．

３ 结 论

本文主要研究了边赋权图上２类具有权重限制犔的最小基数星划分问题－最小基数犛（犔）划分问题

和最小基数犛∑（犔）划分问题的困难性，即分析了这２类问题的可计算性与计算复杂性，为以后的相关研

究工作提供了启示，同时也为下一步的研究工作提出了问题，就是寻求这２类问题在特殊情形下的最优算

法或者相应的近似算法．
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