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一个－３齐次核的犎犻犾犫犲狉狋型积分不等式

杨必成
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摘要：通过估算权函数，建立一个核含参数且－３齐次的犎犻犾犫犲狉狋型积分不等式及其等价式，并用复分析方

法算出其最佳常数因子，还考虑了逆向的情形及一些特殊结果．
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设犳（狋），犵（狋）为非负可测函数，使得０＜∫
∞

０
犳２（狋）犱狋＜∞，０＜∫

∞

０
犵２（狋）犱狋＜∞，则有如下具有最佳

常数因子π的犎犻犾犫犲狉狋积分不等式
［１］

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）

狓＋狔
犱狓犱狔＜π∫

∞

０
犳２（狋）犱狋∫

∞

０
犵２（狋）犱（ ）狋

１
２

． （１）

１９２５年，犎犪狉犱狔－犚犲犻狊狕引入一对共轭指数（狆，狇）狆＞１，
１
狆
＋
１
狇
＝（ ）１ ，推广式（１）如下［２］

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）

狓＋狔
犱狓犱狔＜

π
狊犻狀（π／狆）∫

∞

０
犳狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０
犵狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

， （２）

这里，常数因子 π
狊犻狀（π／狆）

为最佳值．称式（２）为犎犪狉犱狔－犎犻犾犫犲狉狋积分不等式．式（１），（２）在分析学有重要的

应用［３］．１９９８年，文献［４，５］由估算权函数入手，给式（１）以如下推广

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）
（狓＋狔）λ

犱狓犱狔＜犅
λ
２
λ（ ）２∫

∞

０
狋１－λ犳２（狋）犱狋∫

∞

０
狋１－λ犵２（狋）犱（ ）狋

１
２

， （３）

这里犅
λ
２
，λ（ ）２ （λ＞０）为最佳值．２００５年，文献［６］（式（２１），当狀＝２）引入参数λ＞０及一对共轭指数

（狉，狊）狉＞１，
１
狉＋

１
狊 ＝（ ）１ 推广式（２），（３）为

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）
（狓＋狔）λ

犱狓犱狔＜犅
λ
狉
，λ（ ）狊 ∫

∞

０
狋
狆 １－

λ（ ）狉 －１

犳狆（狋）犱（ ）狋
１
狆

∫
∞

０
狋
狇 １－

λ（ ）狊 －１

犵狇（狋）犱（ ）狋
１
狇

， （４）

这里，犅
λ
狉
，λ（ ）狊 为最佳值（犅（狌，狏）为β函数）．２００６年，文献［７］考虑了一个混合核的－λ齐次犎犻犾犫犲狉狋型

积分不等式；文献［８］建立了一个－２齐次核的犎犻犾犫犲狉狋型不等式；２００７年，文献［９］考虑了式（４）的逆向及

等价形式．当λ＝３，狉＝狊＝２时，式（４）变为

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）
（狓＋狔）３

犱狓犱狔＜
π
８∫

∞

０

１

狋
１＋狆／２犳

狆（狋）犱（ ）狋
１
狆

∫
∞

０

１

狋
１＋狇／２犵

狇（狋）犱（ ）狋
１
狇

． （５）
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本文 引 入 多 参 数，由 估 算 权 函 数 入 手，推 广 式 （５）这 一 特 殊 结 果．考 虑 一 个 核 为

１
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

（犪，犫，犮＞０）的－３齐次的犎犻犾犫犲狉狋型积分不等式及其等价式，并用复分析方

法算出其最佳常数因子，还考虑了逆向及其等价形式．

１ 引 理

引理１ 设犪，犫，犮＞０，定义权函数ω（狓，犪，犫，犮），珔ω（狔，犪，犫，犮）为：

ω（狓，犪，犫，犮）∶＝∫
∞

０

狔１
／２狓３

／２

（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）
犱狔， （７）

珔ω（狔，犪，犫，犮）∶＝∫
∞

０

狓１
／２狔３

／２

（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）
犱狓， 狓，狔∈（０，∞）． （８）

则有如下等式

ω（狓，犪，犫，犮）＝珔ω（狔，犪，犫，犮）＝犽∶＝
π

（槡犪＋槡犫）（槡犫＋槡犮）（槡犪＋槡犮）
． （９）

证明 在式（７），（８）中，作变换狌２＝狓／狔，可算得

ω（狓，犪，犫，犮）＝珔ω（狔，犪，犫，犮）＝∫
∞

－∞

狌２

（狌２＋犪）（狌２＋犫）（狌２＋犮）
犱狌． （１０）

不妨设犪≥犫≥犮．设ε＞０，珓犮＝犮１
／２，珘犫＝犫１

／２＋ε，珘犪＝犪１
／２＋２ε，则有珘犪＞珘犫＞珓犮＞０．设复有理

分式函数犳ε（狕）＝
狕２

（狕２＋珘犪２）（狕２＋珘犫２）（狕２＋珓犮２）
．因为狕＝珘犪犻，珘犫犻，珓犮犻都为犳ε（狕）的一阶极点，易得

犚犲狊
狕＝珘犪犻
犳ε（狕）＝

狕２

（狕＋珘犪犻）（狕２＋珘犫２）（狕２＋珓犮２）狕＝珘犪犻
＝

－珘犪
２犻（－珘犪２＋珘犫２）（－珘犪２＋珓犮２）

，

犚犲狊
狕＝珘犫犻
犳ε（狕）＝

－珘犫
２犻（－珘犫２＋珘犪２）（－珘犫２＋珓犮２）

，犚犲狊
狕＝珓犮犻
犳ε（狕）＝

－珓犮
２犻（－珓犮２＋珘犪２）（－珓犮２＋珘犫２）

．

由应用残数计算实积分的理论（见文献［１０］，定理６．７），有

∫
∞

－∞
犳ε（狓）犱狓＝２π犻犚犲狊

狕＝珘犪犻
犳ε（狕）＋犚犲狊

狕＝珘犫犻
犳ε（狕）＋犚犲狊

狕＝珓犮犻
犳ε（狕（ ））＝

π
－珘犪

（珘犪２－珘犫２）（珘犪２－珓犮２）
＋

珘犫

（珘犪２－珘犫２）（珘犫２－珓犮２）
＋

－珓犮

（珘犪２－珓犮２）（珘犫２－珓犮２
［ ］

）
＝

π

（珘犪＋珘犫）（珘犫＋珓犮）（珘犪＋珓犮）
． （１１）

由于犳ε（狓）当ε→０
＋时是递增的，由犔犲狏犻定理

［１１］及式（１１），有

∫
∞

－∞

狌２

（狌２＋犪）（狌２＋犫）（狌２＋犮）
犱狌＝∫

∞

－∞
犾犻犿
ε→０

＋
犳ε（狓）犱狓＝犾犻犿

ε→０
＋∫
∞

－∞
犳ε（狓）犱狓＝犽．

再由式（１０），可得式（９）．证毕．

引理２ 设狆 ＞０（狆 ≠１），
１
狆
＋
１
狇
＝１，犪，犫，犮＞０，０＜ε＜狆，犽 由式（９）所定义，珓犐∶＝

∫
∞

１∫
∞

１

狓
１
２－
ε
狆
狔
１
２－
ε
狇

（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）
犱狓犱狔．则有

犽＋珓狅（１）＜ε珓犐＜犽＋狅（１）（ε→０＋）． （１２）

证明 在式（７）中作变换狌＝
狓
狔
，由式（９），有犽＝∫

∞

０

狌１
／２

（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）
犱狌．易证

∫
∞

０

狌
１
２－
ε
狆

（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）
犱狌＝犽＋狅（１）（ε→０＋）． （１３）

事实上，我们有
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∫
∞

０

狌
１
２－
ε
狆

（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）
犱狌－犽 ＝∫

∞

０

狌
１
２
狌
－
ε
狆－（ ）
１

（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）
犱狌 ＝

∫
１

０

狌
１
２
狌
－
ε
狆
－（ ）１

（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）
犱狌＋∫

∞

１

狌
１
２
１－狌

－
ε

（ ）狆

（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）
犱狌≤

１
犪犫犮∫

１

０
狌
－
ε
狆
－（ ）１犱狌＋∫

∞

１

狌
１
２ １－狌

－
ε

（ ）狆

狌３
犱狌＝

１
犪犫犮

狆
狆－ε

－（ ）１＋ ２
３
－

２狆
３狆＋２（ ）ε →０（ε→０＋）．

作变换狌＝
狓
狔
，因狆＞０（狆≠１），

１
狆
＋
１
狇
＝１，联系式（１３），有

ε珓犐＝ε∫
∞

１
狔－１－ε∫

∞

１
狔

１
（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）

狌
１
２－
ε
狆犱狌犱狔＝

ε∫
∞

１
狔－１－ε∫

∞

０

１
（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）

狌
１
２－
ε
狆犱狌－ε∫

１
狔

０

１
（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）

狌
１
２－
ε
狆犱［ ］狌犱狔＞

∫
∞

０

１
（狌＋犪）（狌＋犫）（狌＋犮）

狌
１
２－
ε
狆犱狌－

ε
犪犫犮∫

∞

１
狔－１∫

１
狔

０
狌
１
２－
ε
狆犱狌犱狔≥

（犽＋狅（１））－
ε

犪犫犮
３
２
－
ε（ ）狆

２＝犽＋珓狅（１）（ε→０
＋）；

ε珓犐＜ε∫
∞

１∫
∞

０

狓
１
２－
ε
狆
狔
１
２－
ε
狇

（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）
犱狓犱狔＝

∫
∞

０

狌
１
２－
ε
狆犱狌

（狌＋犃）（狌＋犫）（狌＋犮）
＝犽＋狅（１）（ε→０＋）．

故式（１２）成立．证毕．

２ 定 理

定理１ 设狆＞１，
１
狆
＋
１
狇
＝１，犪，犫，犮＞０，犳（狋），犵（狋）为非负可测函数，使得０＜∫

∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋＜

∞，０＜∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（犳）犱狋＜∞，则有如下等价不等式：

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱狓犱狔＜犽∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

， （１４）

∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱狔＜犽狆∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋， （１５）

这里，常数因子犽＝
π

（槡犪＋槡犫）（槡犫＋槡犮）（槡犪＋槡犮）
与犽狆为最佳值．特别地，当犮＝犫时，有

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）２

犱狓犱狔＜
π

２槡犫（槡犪＋槡犫）２∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

，

（１６）

∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）２

犱［ ］狓
狆

犱狔＜
π

２槡犫（槡犪＋槡犫）
［ ］２

狆

∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋． （１７）

证明 由带权的犎狅
．．
犾犱犲狉不等式

［１２］与式（７），（８），有

犐∶＝∫
∞

０∫
∞

０

１
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

狔１
／（２狆）

狓１
／（２狇）犳（狓（ ）） 狓１

／（２狇）

狓１
／（２狆）犵（狔（ ））犱狓犱狔≤
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∫
∞

０∫
∞

０

１
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

狔１
／２

狓
（狆－１）／２犳

狆（狓）犱狔犱｛ ｝狓
１
狆

×

∫
∞

０∫
∞

０

１
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

狓１
／２

狔
（狇－１）／２犵

狇（狔）犱狓犱｛ ｝狔
１
狇

＝

∫
∞

０
ω（狓，犪，犫，犮）

１
狓１＋狆

／２犳
狆（狓）犱｛ ｝狓

１
狆

∫
∞

０
珔ω（狔，犪，犫，犮）

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔）犱｛ ｝狔

１
狇

． （１８）

若式（１８）中间取等号，则有不全为零的常数犃，犅，使犃 狔１
／２

狓
（狆－１）／２犳

狆（狓）＝犅
狓１

／２

狔
（狇－１）／２犵

狇（狔）几乎处处于（０，

∞）×（０，∞）
［１０］．即有常数犆，使犃

１
狓－１＋狆

／２犳
狆（狓）＝犅

１

狔－１＋狇
／２犵
狇（狔）＝犆几乎处处于（０，∞）×（０，∞）．

不妨设犃≠０，则有
１

狓１＋狆
／２犳
狆（狓）＝

犆
犃狓２

几乎处处于（０，∞）．这矛盾于０＜∫
∞

０

１
狓１＋狆

／２犳
狆（狓）犱狓＜∞．再由

式（１０），有式（１４）．

任取０＜ε＜狆，设珘犳（狓）＝珘犵（狓）＝０，狓∈（０，１）；珘犳（狓）＝狓
１
２－
ε
狆，珘犵（狓）＝狓

１
２－
ε
狇，狓∈［１，∞）．若

珘犽≤犽是式（１４）的最佳值，则由式（１２）有

犽＋珓狅（１）＜ε珓犐＝ε∫
∞

０∫
∞

０

珘犳（狓）珘犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）

犱狓犱狔＜ε珘犽∫
∞

０

１
狋
珘犳狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０

１
狋
珘犵狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

＝珘犽，

及由极限保号性，有犽≤珘犽（ε→０＋）．故珘犽＝犽为式（１４）的最佳值．

设犜足够大，使犵（狔，犜）＝ 狔
１＋狇２

∫
犜

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆－１

＞０（狔∈（０，∞）．则由式

（１４）有

０＜∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，犜）犱狔＝∫

犜

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
犜

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱狔＝

∫
犜

０∫
犜

０

犳（狓）犵（狔，犜）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱狓犱狔＜犽∫
犜

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，犜）犱（ ）狔

１
狇

， （１９）

∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，犜）犱狔＝∫

犜

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
犜

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱狔＜

犽狆∫
犜

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋． （２０）

令犜→∞，有０＜∫
犜

０

１

狔１＋狆
／２犵
狇（狔，∞）犱狔＜∞，再由式（１４），知式（１９），（２０）取严格不等号，故有式（１５）．

反之，设式（１５）成立．由犎狅
．．

犾犱犲狉不等式
［１１］，有

犐＝∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ １

狇

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
１

狔
１＋狇（ ）２ ／狇

犵（狔
熿

燀

燄

燅

）
犱狔≤

∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱｛ ｝狔
１
狆

∫
∞

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔）犱｛ ｝狔

１
狇

． （２１）

再由式（１５），有式（１４）．故式（１４）与式（１５）等价．若式（１５）的常数因子不是最佳值，则由式（２１），可得出式

（１４）的常数因子也不是最佳值的矛盾．证毕．

定理２ 设０＜狆 ＜１，
１
狆
＋
１
狇
＝１，犪，犫，犮＞０，犳（狋），犵（狋）为非负可测函数，使得０＜

∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋＜∞，０＜∫

∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱狋＜∞，，则有如下等价不等式：
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∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱狓犱狔＞犽∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

， （２２）

∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱狔＞犽狆∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋， （２３）

∫
∞

０
狓

１＋狆（ ）２ （狇－１）

∫
∞

０

犵（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狔
狇

犱狓＜犽狇∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱狋， （２４）

这里，常数因子犽＝
π

（槡犪＋槡犫）（槡犫＋槡犮）（槡犪＋槡犮）
，犽狆与犽狇为最佳值．特别当犮＝犫时，有如下等价式：

∫
∞

０∫
∞

０

犳（狓）犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）

２犱狓犱狔＞
π

２槡犫（槡犪＋槡犫）２∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

，

（２５）

∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）

２犱［ ］狓
狆

犱狔＞
π

２槡犫（槡犪＋槡犫）
［ ］２

狆

∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋， （２６）

∫
∞

０
狓

１＋狆（ ）２ （狇－１）

∫
∞

０

犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）

２犱［ ］狔
狇

犱狓＜
π

２槡犫（槡犪＋槡犫）
［ ］２

狇

∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２犵
狇（狋）犱狋． （２７）

证明 由带权的逆向犎狅
．．

犾犱犲狉不等式
［１２］与式（７），（８），类似于建立式（１８）的配方法，有

犐≥∫
∞

０
ω（狓，犪，犫，犮）犳狆（狓）犱｛ ｝狓

１
狆

∫
∞

０
珔ω（狔，犪，犫，犮）犵狇（狔）犱｛ ｝狔

１
狇

． （２８）

类似于证明式（１８）取严格不等式的方法及式（９），有式（２２）．

任取０＜ε＜狆，设珘犳（狓）＝珘犵（狓）＝０，狓∈（０，１）；珘犳（狓）＝狓
１
２－
ε
狆，珘犵（狓）＝狓

１
２－
ε
狇，狓∈［１，∞）．若有

犓≥犽，使式（２２）成立．则由（１２）有

犽＋狅（１）＞ε珓犐＝ε∫
∞

０∫
∞

０

珘犳（狓）珘犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱狓犱狔＞

ε犓∫
∞

０

１
狋１＋狆

／２
珘犳狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
∞

０

１
狋１＋狇

／２
珘犵狇（狋）犱（ ）狋

１
狇

＝犓，

及由极限保号性，有犽≥犓（ε→０＋）．故犓＝犽为式（２２）的最佳值．

设犜足够大，使犵（狔，犜）＝ 狔
１＋狇２

∫
犜

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆－１

＞０（狔∈（０，∞））．则由式

（２２），有

∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，犜）犱狔＝∫

犜

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
犜

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱狔＝

∫
犜

０∫
犜

０

犳（狓）犵（狔，犜）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱狓犱狔＞犽∫
犜

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱（ ）狋

１
狆

∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，犜）犱（ ）狔

１
狇

， （２９）

∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，犜）犱狔＝∫

犜

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
犜

０

犳（狓）犱狓
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔［ ］）

狆

犱狔＞犽狆∫
犜

０

１
狋１＋狆

／２犳
狆（狋）犱狋．

（３０）

令犜→∞，若∫
犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，∞）犱狔＝∞，则式（３０）自然取严格不等号；若０＜∫

犜

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔，∞）犱狔＜

∞，则在应用式（２２）时，式（２９），（３０）仍取严格不等号．故式（２３）成立．

反之，设式（２３）成立．由类似于式（１８）的配方法及反向不等式，有

犐≥∫
∞

０
狔
１＋狇（ ）２ （狆－１）

∫
∞

０

犳（狓）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）（狓＋犮狔）

犱［ ］狓
狆

犱｛ ｝狔
１
狆

∫
∞

０

１

狔１＋狇
／２犵
狇（狔）犱｛ ｝狔

１
狇

． （３１）
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再由式（２３），有式（２２）．故式（２２）与式（２３）等价．若式（２３）的常数因子不是最佳值，则由式（３１），可得出式

（２２）的常数因子也不是最佳值的矛盾．

若设犳（狓，犜）＝ 狓
１＋狆２

∫
犜

０

犵（狔）
（狓＋犪狔）（狓＋犫狔）

犱［ ］狔
狇－１

＞０（狓∈（０，∞）），类似上面的方法及狇＜０可

得式（２４），及证得式（２４）与式（２２）等价，且式（２４）的常数因子亦为最佳值．故式（２２），（２３）与（２４）等价．

证毕．

评注 当犪＝犫＝犮＝１时，式（１４）变为式（５）．故式（１４）（及式（１６））是式（５）的最佳推广．
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（犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，犌狌犪狀犵犱狅狀犵犈犱狌犮犪狋犻狅狀犐狀狊狋犻狋狌狋犲，犌狌犪狀犵犱狅狀犵５１０３０３，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋：犅狔狅犫狋犪犻狀犻狀犵狋犺犲狑犲犻犵犺狋犳狌狀犮狋犻狅狀，犪犎犻犾犫犲狉狋狋狔狆犲犻狀犲狇狌犪犾犻狋狔狑犻狋犺狋犺犲犽犲狉狀犲犾狅犳狅狉犱犲狉犺狅犿狅犵犲

狀犲狅狌狊犪狀犱狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犪狀犱狋犺犲犲狇狌犻狏犪犾犲狀狋犳狅狉犿犪狉犲犵犻狏犲狀．犜犺犲犫犲狊狋犮狅狀狊狋犪狀狋犳犪犮狋狅狉犪狉犲犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犫狔狋犺犲狑犪狔狅犳

犆狅犿狆犾犲狓犃狀犪犾狔狊犻狊．犜犺犲犮犪狊犲狊狅犳狉犲狏犲狉狊犲犻狀犲狇狌犪犾犻狋犻犲狊犪狀犱狆犪狉狋犻犮狌犾犪狉狉犲狊狌犾狋狊犪狉犲犮狅狀狊犻犱犲狉犲犱．

犓犲狔狑狅狉犱狊：犎犻犾犫犲狉狋狋狔狆犲犻狀狋犲犵狉犪犾犻狀犲狇狌犪犾犻狋狔；狑犲犻犵犺狋犳狌狀犮狋犻狅狀；犽犲狉狀犲犾；犲狇狌犻狏犪犾犲狀狋犳狅狉犿
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