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超导约瑟夫森结直流 一 曲线的数值计算 

贺庆丽，张军琴，林 涛，姚合宝，周引穗，万 云 

(西 北大 学 物理 学 系 ，陕西 西 安 710069) 

摘要 ：基于超导约瑟夫森结的 RCSJ模型的解析式为一非线性的二阶微分方程，对于该微分方程直 

接求解析解比较 困难 ，故采用四阶龙格库塔法进行数值计算求解。经反复调用龙格库塔 函数可得 出 

约瑟夫森结的 一 曲线。并且 ，对这一求解过程及其关键部分进行 了阐述 ，数值计算结果定性地解 

释 了实验结果 。 
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超导约瑟夫森效 应是指两块 弱耦 合 的超导体之 

间存 在着相位相关 的隧道 电流 的物理性质 。自 1962 

年 英 国的约瑟 夫森从 理论 上预 言该 效应 以来 ，超导 

约 瑟夫 森结 已发展 了多种形 式 的弱耦 合结构 (SIS， 

SNS，微桥结 、点接触结 、双 晶结 、台阶结 等)。为 了计 

算 方便 ，常 常忽 略结 电阻 的电压 波动及 桥 区涡流 随 

机 起伏 造成 的热噪声 电流 ，而将各 种约 瑟夫 森结均 

等效 为一超流 源 、交 流 电容 和结 电阻并 联 电路模 型 

(RCSJ模型 )。该模 型的 电路方程 为 

I(t)一 Itsin + V + c a

d

y
f ， 

对这一方程选取 不 同的参数 ，可化简 为不 同形式 。若 

选用 以下参数 

．， 、 ( ) 

从 一T ’ 

r 一  一 √ ， 
厂 一 b

一 2elcCR2。 

电路方程化 简为 

i(r)一 +G警+Sin 。 (1) 
对 于该 微分方 程直 接求解 析解 比较 困难 ，因而 

产生 了机械模 拟法 ̈ 、电路模拟法 引、相平 面法 。 等 

间接解法 。但 是 ，在计 算 机高度 发达 的今 天 ，数 值计 

算方法 以其简便 、快 速、准确 、易行 的优点 ，得到更为 

广泛 的应 用 。该方 法 的进一 步扩 展也 会使 得许 多基 

于约瑟夫森效 应 的高性能 超导 电子器件有 更为可靠 

的理论依据 。 

四阶龙 格库塔法在求解 微分方程 时既可保证一 

定 的计算精 确度 (截 断误差为 O(h ))，又不影响计算 

时 问复杂度 和空 间复杂度 。基 于以上优点 ，我们采用 

四阶龙 格库塔 法求 解这 一方程 ，并借 助阻 尼复摆 振 

动模 型中 的一 些概 念、原 理对计 算结 果进 行 了一些 

机理分析 。 

1 龙格库塔法简介 

对于 7"1阶微 分方 程 的数 值求 解 ，通 常是 将该 7"1 

阶方 程先转换 为 7"1个一 阶微 分方 程 的方 程组 ，再选 

用适 当的解法 进行 求解 。一 阶微分方 程 的数值 解法 

较多 ：欧拉法简单 、快 速 ，但精 确度不高 ；其他一些方 

法 ，如线性 多步法 ，精度 高 ，在 一些 大型计 算 中有其 

独特 的优 点但其编程复 杂、硬件 要求高 。为 了既能保 

证计 算精确 度又 能提高 效率 ，我们选 用 四 阶龙格库 

塔法 。 

龙格库 塔方 法 的基本 思想 是 利用 函数 f(x， ) 

在某些 点处 的值 的线性 组合 ，来构造一类计 算公式 ， 

将 其按泰 勒展 开与初 值 问题 的解 的泰勒展 式 比较 ， 

以确定其 中的参数 。四阶龙格库塔法 的形式 不是惟 
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一 的 ，我们采 用标准 的四阶龙 格库塔法进 行求解 。 

对于如下 的二阶微分方程 ，求解 如下 

{ y(x Y Y 一Y，。。 l 0)一o， ( 0)= 0。 
引入 = 后 ，式 (2)化为一 阶微分 方程组 ，可得 

fY 一 ，y(x0)：Y0' ，、 1 
一 ， ， 。)一 Yl o of(x Y z(x Y 一 ， ， )， 。)一 ⋯  

其 中标准 四阶龙格 库塔迭代公式 为 

f +·一 + ×̂ + (z·+zz+z。)， 

1 ⋯

0

⋯  

㈤  

112一 z + h， +警 ， +≥)， 

z +鲁， + + ， +冬 ， 
l zI—hf( +， + × +̂_ _兰呈， +1．Ohf(x h Y h 13。 l I一 + ， + × + ， + 。 

{ y，'一=Pz,一y(ro)×= Y—oG ’siny，z(r0)一Y，。。c5 l 一lD一 × 一 ， 一 o。 ⋯ 

2 程序 的流程 图 

程序流程 图如图 1所示 。 

在程 序设 计 当中 ，对 于每一 给定 的 (￡)值 调用 

龙格库塔解法 函数 ，求 出每一 (￡)值所对应 的 一 

和 一r函数值，并可从任一点( ，警，r̂)得出下 
一 点 ( +。， ，r̂+。)处 的情况 。程 序 的求 解 过 程 

中初值 的选取决 定计 算结 果 的准确 性 ，计 算 中对 于 

最 初给定 的 (￡)值 ，选取 初值 A 一 一 。一般r Oo 0C 

情况 下 ，约瑟 夫森结 的各参 数为 ：临界电流 约为几 

十 A 到几 mA，电容为皮法量级 ，电阻为几 Q 到几 

十 Q，由此得 出约瑟 夫森 结 的高频 电磁 波 的振荡频 

率 远大于r，所以当r~< lOO ，便可以满足 ， d6 

有足 够多 的振荡 周期 来保证 计算 精确 度 ，而 这样选 

取 r也容易使得龙 格库塔算法 中的步长 h小于 1且 

不 会增 加计算 量 (只有 h小 于 1才能保 持算 法 的收 

敛 性 )。 

输入约 瑟夫 结的各参 数值 ， 

扫描 电流源 的参数值 

l 
For(』 o； 一：件 △D 

{调用龙格库塔解法 

输 出 一r和 p—r) 

I 
For ：，> ；I-△D 

{调用龙格库塔解法 

输 出 一r和 日一r) 

l 
调 用Origin软 件 ，绘 制 

约 瑟 夫 结 的直 淞 ． 曲线 

图 1 程序流程图 

Fig．1 Flow chart of the program 

3 结果分析 

根 据 不同约 瑟夫 森结 的参 数不 同 ，得 出一 系列 

的G值 ，分别进行数值计算后 ，它们对应的直流 — 

曲线 如图 2所示 。 

1．8 

1．4 

1．0 

0．6 

O．2 

一

O．2 

v { 

图 2 不 同 G 值 时 的约 瑟夫 森结 的 直流 f— 曲线 

Fig．2 The direct current curves of Josephson junctions when G varies 

lO 
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当 G 大 于等 于 1时 ，可 由图中看 出 — 曲线没 

有 明显 的回滞 现象 。 

当 G小 于 1时 ，开始 出现一些 明显 的 回滞现象 ， 

并 且随着 G的减小 对应 的回滞 电流变小 ；随着 G趋 

于零 ，回滞 电流 ( 为回滞处对 应 的电流)也趋 于 

零 ，由图中还可 看 出 回滞 时 电压 的水平 跳跃 并非 是 

连续 的 。 

对 于 回滞情 况 ，同一 值 对应两个不 同的 值 ， 

的具 体取值取决 于它 的历史 。 增加 时对应 于结两 

端 电压 为零 (超 流 情况 )，I减小 时对 应 于另 一种 情 

况 ，这样 随着 外界 电流 的变化 ，便 出现 了回滞 的 — 

曲线 。这一 过程 已有详 细描述[3]。 ． 

由于约瑟夫 森结 电路方 程和阻尼复摆 振动方程 

类 似 ，因而 W．C．Stewart等用复摆振 动模 型对 回滞 

现象进行 了定 性分析 引：复摆旋 转时 ，只有 当外力矩 

所 做 的功大于 等于 阻尼 力所 消耗 的能 量 时，才 会使 

复摆不断地旋 转 ，此 时才有旋转 解 ，即 

㈤d ≥厂_IG 。 I (r)d ≥I G d 。 J—I J—I u‘ 
采用一 次近似 ，用无 阻尼无 外 源复摆 振 动模 型来求 

解 (r)一去-fI_ G d 中的 。 
无 阻尼无 外源复 摆振动情形 

+ sin#一 0， 

一 次积 分后为 

丢( )。一c0s 一常数， 
因为 当常数大于 1时才会有旋转解 ，所 以 

( )。一 2(1+ cos~)， 

代入 f(r)的表达式可 得 

i(r)一 1

7r-f一 G J—2(1+—cos~)d~一4_ q。 
即当手 一÷G时，两块弱连接超导体之间的相 

位重新锁定，形成超流。由数值计算得到的回滞处的 

电流 大小 是和这样 的理论计算 完全符合 的。 

实 验 中，对制 作在 以角度 差 为 24。的、YSZ为 衬 

底 的 YBCO 薄膜上 的双 晶结 和制 作 在 YSZ为衬底 

的GBCO膜上 的 2×4微桥阵列分别进行 了直流 — 

曲线 测试 。双 晶结 的 — 曲线 近似 于 G一1所 得 

出的 RSJ模 型 的计 算 结果 ，而在 2×4微 桥阵 列 中 

观测 到了典 型的 回滞效应 。虽然 ，对于在这一 阵列微 

桥结 中出现 回滞 效应 的具体 机理 尚不能 确论 ，但可 

以肯定 的是 ，它的 G 值 一定 由于某 种原 因而偏 小 。 

通过 实验结果 和计算结果 的 比较我们 近似得 出 2× 

4微桥 阵列 G一0．6。 

4 结 论 

虽然超导约瑟夫森结 的应用 已不再是什 么新 奇 

的东西，但这一应用的理论依据却仍不很完善。许多 

基 于约瑟夫森效应 的超导 器件 的制作仅是靠 电路模 

拟 、实验测 量、经验定取来 获得 。文 中采用数值计算 

方 法对最 基本 的约瑟夫 森结 进行 了分析 计算 ，计算 

结果定性地吻合实验结果。通过数值计算，不仅得到 

约瑟夫森 结 的 I-V 曲线 ，还可得 出 一r和d U—r关 

系 ，若 再考 虑外界 电磁波 所 引起 的约 瑟夫森 结两 端 

电压项 的改变 ，我们 还可 得 出约瑟夫 森结 对 电磁 辐 

照的响应特性 。将 数值计 算结果和物理分析 结合起 

来 ，不仅 免去纯数字 的呆板无力 ，还可使 约瑟夫森 结 

的特性更为直观 、形象 。如今 ，超 导数字 电路 、超导计 

算机研 究和应 用 的迅速 崛起 ，使得 约瑟夫 森结 这一 

基础课题 的研 究变 得更 为迫切 ，而 数值计 算 的介 入 

将使通向这一坚垒的坎坷变成坦途。 
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离 子的柱体 ，它的柱体长度 L》 d柱体直径 ，柱体 中 

可 以看 成是 由多个 脉动 球源 按线 性叠 加而 形成 ，脉 

动球源的直径与柱体直径相等；② 当观测点离光击 

穿区的距离 r》 L时 ，理论计 算得 到声 场 的声 压 和 

方向性 与实验基本一致 ，在垂 直于光传播方 向 ，声压 

幅值与r成反比，与光击穿长度L成正比；③ 在垂直 

于光传播方向，声脉冲信号的声压幅值最大，沿光传 

播方向，声脉冲信号的声压幅值最小。 
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The research of directivity of the sound field through 

m echanism of laser·-induced liquid breakdown 

CAO Hui，SHANG Zhi—ytran 

(Applied Acoustic Institute,Shaanxl Normal University，Xi an 710062，China) 

Abstract：The force regularity and directvity of the sound field through mechanism of laser—induced liquid 

breakdown are investigated both theoretically and experimentally according to the mode1．So a conclusion is 

drawn that the force regularity and directivity calculated by theory is in good agreement with experiment 

results． 

Key words：plasma column；radial acoustic field；directivity 
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The numerical calculation of direct current I．．V curve 

of super·-conducting Josephon junctions 

HE Qing—li，ZHANG Jun—qin，LIN Tao， 

YAO He—bao．ZHOU Yin—SUi，W ANG Yun 

(Department of Physics'Northwest University，xi an 710069，China) 

Abstract：Because the RCSJ models of super—conducting Josephson junctions are nonlinear second—order e— 

quations，it was difficult to give them analysis solutions，SO the function is solved by numerical calculation． 

The 一V characteristic of Joseph son junctions was obtained by calling Runge—Kutta function repeatedly． 

Corresponding procedure and crucial part were described in detail．Results of numerical calculation ex— 

plained the result of experimental qualitatively． 

Key words：Josephon junctions；RCSJ model；Runge—kutta function；echo effect 
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