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摘 要 ：讨论 了斜半 群环 R* S为 Artin环 时，环 R与半群 5所应满足 的必要 与充分条件 ，从 而对原有 

一 些结果进行 了推 广 。 
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文献[1]证明了如下结论 ：“对于有单位元的结 

合环和任意群 G，群环 REG]是 Artin环，当且仅当环 

R是 Artin环 、群 G是有 限群 ”。这个结果十分优秀 。文 

献[2]中考虑了半群环的相应问题，证明了：“若半群 

环 R[̂S]是左和右的 Artin环，则环 R是左和右的 

Artin环 ，5是有 限幺半群 ；反之 ，如果 R是 Artin环 ， 

5是有限幺半群，则半群环 R[5]是 Artin环”。 

本文考 虑斜半群环 的上述 问题 。 

设 R是含 有单位元 的结 合环 ，5是一个 幺半 群 ， 

是5到环 R的 自同构群 Aut(R)的一个半群同态。 

依照文献[3]，我们定义环 

R* S一 >：0 R ， 
∈ S 

其 中 加 法 按 分 量 相 加 ，乘 法 为 (r S )·(r S )一 

rlr2 1 s1s2，V sl，s2∈S，V r1，r2∈R在 ：0 R 的自 

然 延拓 。则易验证 ，R* 5在上述运算 下成 为一个结 

合环，称其为半群 5在环 R上关于同态 的斜半群 

环 。类 似地 ，可定义群 G在 环 R上关 于同态 的斜群 

环 。 

显 然 ，斜群环 、斜半 群环是 环与 群 、环与 半群 的 

广义交叉 积 ，当因子组 为平凡 因子组 时的特殊 情况 。 

如果进 一步 让 为 零 同态 ，则 R* 5就 成 为一般 的 

半群环 ，故 而斜半 群 环包 含半 群环 、斜群环 、群环 为 

其特殊情形。从而，本文的结果是文献[1，2]中相应 

结论 的推 广 。 

注 本文 中环均指 有单 位元 的结 合环 ，模均是 

左 幺模 。文 中涉 及半群理 论 的术语 与记号 ，如无特 别 

说明，均与文献[4]相同。 

l 引 理 

定 义 设 5是一个幺半群，5的子集 H 称为 

5的同态核子半群，若存在半群 5到另一半群 5 的 

半群 同态 ：S—一 5 ，使得 H 一 {S E S l s)一 

(1)}。 

由上所 述定义不难 看 出 ，S的子半 群 H 是 同态 

核子半群 ，当且仅 当 H 是关 于 5上 某 同余 关系 
“

～
”

，单位元 1所在 的等价类 。同态核子半群 H 有如 

下性质，V S E S，若 s ∈H 对于某 h E H 成立(或 

s∈ H)，则 必有 S E H 。显然 ，群 的子群亦 有此 性 

质 。 

引理 1 设 是有单位元 的环 ，R是 的子环 

且 与 有 相 同 的 单 位 元 。若 作 为 左 (右 )R一 

模 ， R(R )是 A( )的直和项，则对 R的任一右 

(左 )理想 ，有 

n R — I，(AI n R — )。 

证 明略 。 

引理 2 设 R是有单位元 的环 ，5是一 幺半 群 ， 

是 5到 Aut(R)的半群同态 。若 斜半群环 R* 5是 

左 (右 )Artin环 ，则对 5的任意 同态核子半 群 H ，斜 

半 群环 尺* H 也是左 (右 )Artin环 ，此处 一 fⅣ。 

特别地 ，环 R 自身是左 (右)Artin环 。 

证 明 显 然 R* H 是 R* 5 的子环 ，且 与 

R* 5有相 同的单位元 。 
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由同态核子半群的性质，可验证∑ ④R。作成 列 

左(右)(R* H)一模，于是，有模的直和分解式 

(月 ． H )(R * )一 

(R* H)‘ H’0 ． H)(∑ 0 R )， 
g∈S＼H 

((尺 * )(月 H)= (R * H )(月 H) 

0 
g 

。 

由 引理 1，映射 f： l— I(R*一 ) ( l一  

(尺* ) )是环 R* H 的右 (左 )理想格到环 R-R- 

的右(左)理想格的一个严保序单一映射，故本引理结 

论成立。 口 

引理 3 设 R是有单位元的环，0是幺半群 到 

Aut(尺)的一个半群同态。 是 尺的子环且与尺有相 

同的单位元，V ∈ ( ) Aut(R)， B)一B(记为 

B 一 )，如果作为右(左) 一模，B ( )是R ( 尺) 

的直和项，则对 B* 的任意左(右)理想 ，有 

(尺* )，n (B* S)一 I， 

( (R*口S)n B* S： )， 

其中 是0所诱导出的由 到Aut(B)上的半群同态： 

a(s)一 (s)lB。 

证 明 只证右模情形。左模情形类似可证。 

设 RB—BB0CB，由于 ( ) Aut(尺)中元皆是 

环同构，故 R髻 一B髻 0 C ’一R，但 B舡 一B，从 

而 ，C ‘ 一 C。 

此时∑0C 作成(B* )一模。于是有模的直和 
s6S 

分解式 

(R"16 )(B． )一 (B"16 )(B )0· 

(∑ 0e)c 。 ，。 

又，B"16 作为R"16 的子环，与R"16 有相同的 

单位元，故由引理 1得本引理结论成立。 口 

引理 4 环 R，B如 引理 3所设。如果斜半群 环 

R"16 是右 (左)Artin环 ，则斜半群环 B* 亦然 。 

2 主要结果 

定理 1 设 R是一本原环 ， 是一 幺半群 ， 是 

到 Aut(R)的半群同态。若斜半群环 R* 是左、右 

Artin环，则 是有限幺半群 。 

证 明 由引理 2知 ，R本身是左 、右 Artin环 ， 

于是，尺是单 Artin环。现以F记R的中心，F必是域。 

显然F 一F又作为尺的子环，F与R有相同的 

单位元 。下证，F是，尺 的直和项。 

由于域作为自身上的模自然是内射模，则短正合 

O F壬 FR_一+FR 壬 —— O 

分 裂，从 而，F是，R 的直和项 。同理 ，F，是 R，的直和 

项 。由引理 4，则斜半群环 F-16 是左和右的 Artin环 ， 

其中仃是 0所诱导出的 到Aut(F)的半群同态。 

再 以F 记F在 ( )_Aut(F)下的不动子域， 

亦即 

F ‘ 一 {f∈ F lf “ 一 f，V s∈ S)。 

据引理 4，F 印* S是左、右 Artin环 ， 为 所 

诱导出的 到 Aut( ’)的半群同态。 

但 F -16 S正是通常的半群环 

F ‘ -16 S F ‘ Is3。 

由引理 2， 是有限半群。 口 

若局限于斜群环情形，R"16 的单侧Artin性便足 

以保证群 的有限性 。 

推论 1 设 尺是本原环，G是任意群，0是 G到 

Aut(R)的群同态。若斜群环 R-16 是 Artin环，则 G 

是有限群。 

证 明 由于群 G的子群 H 具有同态核子半群 

的性质 ：V s∈G，sh∈H 或 ŝ∈h对某 h∈日 s∈ 

日。故引理 2～ 4中，以子群“代”同态核子半群，结论 

仍成立。则仿定理 1之推理，应用定理 1，即可得本推 

论。 口 

设 是任意半群， 的子集 称为 的左(右)理 

想，若对任意z∈S，r∈，，总有zr∈I(rx∈ )。如果 

自身是 的惟一左(右)理想，则称 是左单(右单) 

半群 。 

群作为半群当然是左单和右单半群。另一方面，左 

可消的左单半群叫作左群。左群必是一个群与一个左 

零乘半群的直积 ‘。。因之，左(右)单半群是比群广泛得 

多的一个半群类。 

定理 2 设 尺是半本原环， 是一个左单或右单 

的幺半群，0是 到 Aut(R)的半群同态。如果 R-16 

是左和右的 Artin环，则 是有限半群。 

证 明 由引理 2，环 R本身是左和右的 Artin 

环，从而 R是半单 Artin环，不妨设 

R—R。0 R 0 ⋯ 0 R ， 

R 是单 Artin环(1≤ i≤ )。 

令 H。一 {h∈S l (̂)一 0(1)一 1 )，则 H。是 

的一个同态核子半群。由引理 2，R* Ho C一,O R[Ho] 

是左和右的 Artin环，其中 ：0l ，由文献[2]中 

Corollary2，Ho是有限半群 。 

在 上定义元素之间的关系“～”如下 

V a，b∈ S，a～ bC=~O(a)一 (6)， 
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则 ～ 是 上的同余关系。显然 ／～ S／H。 O(S) 

Aut(R)。又由于 是左或右单的半群，如a～ b，则 

由于aS—S或 Sa—S，存在 z∈S，使 

aI— b或 ．3ya—b。 

于是， (口)一 (6)一 O(a) (z)或 O(a)一 (6)一 

O(x)O(a)，但每一 ( )中元是环同构，消去 (口)得： 

(z)= 1 ，从而z∈H。，于是[口]～ 口H。或[口]～ 

H oa。 

显然，口H。 [口]～，H。a [口]～。因而[口]～一 

口H。或[口]～一日。a。 

从而，为证 有限，只需证 O(S)一 S／H。有限即 

可 。 

V S∈S， ( )是环的自同构，而每一R 皆为单环， 

则 ( )作用于R— R 0 ⋯ 0 R 上，相当于实现集 

合 ，{Rl，R ，⋯R }上的一个置换 。在 ( ) Aut(R) 

上定义元素间的关系 ID如下 

V O(a)， (6)∈ O(S)，O(a)pO(b)甘  

Ro
,
铀 一 R

．
o (1≤ i≤ ，z)。 

易知 ID是 ( )上的一个同余关系 ，令 

1一 { ( )I ( )∈ ( )，R 一 R ， 

i一 1，2，⋯ ，，z}， 

则 ( )／p一6-．,O ( )／H。，并且 f ( )／Ⅳ。f≤ ，z! 

以 记 ( )到 O(S)／H。的典范同态 ，则 

O(a)pO(b)仁 ( (口))一 v( (6))。 

V (6)∈ [ (口)] ，存在 (z)∈ ( )，使得 

O(a) (z)一 (6)或 (z)O(a)一 (6)， 

贝Ⅱ u(O(a) ( (．z))一 ( (6)或 ( (．z)) ( (口))一 

( (6))，又每一 ( ( ))，S∈S都是 ，z阶置换群 中 

一 元 ，可消去 v(O(a))得 ( (z))一 1，亦 即 (z)∈ 

H1，故 

E0(a)] 一 O(a)H。，或EO(a)] 一日。O(a)。 

于是 ，欲证 O(S)一 S／H。有限，只需证 H。有限即可。 

由 于 ( )，把 0 自然 地 延 拓 成 环 R* 到 

R* ( )中 的 一 个 环 满 同态 ，其 中 是 ( )到 

Aut(尺)的 同构嵌入。作 为环 R* 的 同态象，环 

R* ( )亦 为 左 和 右 的 Artin环。由 引 理 2，环 

尺* H 是左、右 Artin环 ，其 中 一 JⅣ．。又由引理 

4，R。* H。仍是左和右的 Artin环 ， ”是 所诱导出 

的由H。到Aut(R。)的半群同态。但R。是单Artin环， 

则是本原环。由定理 1，H。是有限半群。 口 

定理 3 设 R是有单位元的环， 是左或右的幺 

半 群 ， 是 到 Aut(R)的半 群 同态 。若 斜 半 群 环 

R* 是左和右的 Artin环 ，则环 R是左和右的 Artin 

环， 是有限的。 

证 明 以 (R)记环 R的Jacobson根基 。由于 

J(R)在 自同构下保持 不变，故 可诱导 出 到 

Aut(R／J(R))的一 个半 群 同态 ：V S∈ S， ( )一 

( )∈Aut(R／J(R))，其中 ( )是使得图1交换的惟 
一

环同构。图中， 是 R到R／J(R)的典范同态。 

O(S) 

R／ (R) 

( ) 

R 

一 R／J(R) 

图 1 交换 图 

Fig．1 Commutative diagram 

再 把 延 拓 成 斜 半 群 环 同 态 ：R* 一  

(R／J(R))* ，则环 (R／J(R))* 亦是 左 和右 的 

Artin环。此处 R／J(R)是半本原环 。由定理 3， 是有 

限半群 。 

再由引理 2可得环 R的左和右 Artin性。 口 

半群 的有限性对使斜半群环R* 是Artin环 

也是充分条件。 

定理 4 设R是有单位元的环， 是有限幺半群， 

是 到 Aut(尺)的半群 同态。若环 尺是左 Artin的， 

则斜半群环R* 亦是左 Artin环。 

证 明 由于R* 一 ：0 R，作为左R一模 
s

。 。’

E——S 

是有限生成的，则模 (R* )是 Artin模。 

又由于 是幺半群，R有单位元，则环R* 也有 

单位元，故 R* 的左理想必是模 (R* )的子模， 

从而 R* 是左 Artin环。 口 

特别地 ，局限于斜群环情形，有以下的推论 ： 

推论 2 设 R是有单位元的环，G是任意群， 是 

G到Aut(R)的一群同态，则斜群环 R* 为左 Artin 

环当且仅当环 尺是左 Artin的 ，群 G是有限群。 

证 明 充分性由定理 5可立得 。 

又群 G作为半群是左单的(也是右单的)，故必要 

性 由推论 2、定理 3、定理 4可得 。 口 

于是，当环 R有单位元，半群 是左单或右单的 

时，我们完全刻划 了左 (右)Artin的斜半群环 尺* ， 

这就推广了文献[1，2]中的主要结果。 
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是一致非等度连续的。 

对照混沌动力系统关于初始条件是敏感的定义， 

可得以下定理 。 

定理 4 (X，厂)是一个动力系统 ，则 (X，厂)关于 

初始条件是敏感的充要条件是映射族 {厂， ，⋯， ， 

⋯ }在x 上是一致非等度连续的。 

定理 5 (x，厂)是一个动力系统。若对z∈x，存 

在 。> 0，使得当 d(y，z)< 。时， (厂( )，／’(z))≤ 

d( ，z)，则映射族{厂， ，⋯，广，⋯}在 z处是等度连 

续的。 

参考文献 ： 

证 明 对任意的￡> 0，取 —min{￡， 。}> 0， 

当 d(y，z)< 时，使得对任意的正整数 ， (／ ( )， 

广 (z))≤ ( ( )， -1(z))≤ d(y，z)< ￡，故映 

射族{厂， ，⋯，广，⋯}在z处是等度连续的。 口 

由以上两定理可得如下推论。 

推论 1 (X，厂)是一个混沌动力系统 ，则 厂在 X 

上每一个点处都不是可压缩的。 

推 论 2 (X，厂)是一个混沌动力系统 。则 ／’不是 

一 个压缩映射。 
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Abstract：Some properties on chaotic dynamic system are discussed；the set of the periodic points in the 
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able under its mapping；it is concluded that its mapping can not be compressed mapping· 
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