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摘要 ：用新方 法研 究 了 Banach空 间 中渐近非扩 张映 象不动点 的迭代逼 近 问题 ，所得 结果 改进 和发 

展 了前人 的结果 。 
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1 引论和预备知识 

设 E 是 实 Banach空 间 ，E 是 E 的对 偶 空 间 ，D 

是 E中的非空子集 ，L，：E一 2 是 由下式定 义的正 规 

对偶 映象 ： 

L，( )==={／ ∈ E ，< ，／>一 

II j；·Ij／』I，II／ll— II ， ∈E。 

如果 E是⋯致 凸的 Banach空 间 ，则正规对偶 映 

象 L，：E— E 是单值 的。 

定义 1．1 设 丁：D— D 是一 映象 。 

1)T称 为渐 近非 扩 张 的 ，如果 存在 数列 {走 } 

(==[1，一 )，走 一 1(”一 一 )，使得 

ll T 一7、 1j≤ k — Ij， 

V ， ∈ D ， ≥ 1。 

2)T称 为一致 L—Eipschitz，其中 L> 0是一 常 

数 ，如果 

』l 7 — T I；≤ L If — lj． 

V ，Y∈ D，}l≥ l。 

注 1．1 如果 7 ：D— D是 一非扩 张映象 ，则 7’ 

是具 常数列 {走 一 1 的渐近非 扩 张映象 ；如果 7’：D 

— D 是具 数列 {志 }(==E1，cx3)，走 一 1的渐近非扩 张 

映 象 ，则 7’是 一 致 L—Lipschitz映 象 ，其 中 L — 

sup{走 }。 
"≥ 1 

定义 1．2 设 E是实 Banach空 间，D 是 E的闭 

子集 ，映象 丁：D— D 称 为半 紧的 ，如果对 任意 的有 

界 序列 { }(二二D 使得 』』 一 丁 l_一 0(，z一 。。)， 

则存在 子序列 { )(二二{ )，使得 一 ∈ D(n 一 

c。)。 

关 于渐近 非扩 张映象 不动点 的迭 代逼近 问题 ， 

在 Hilbert空 间或 一致 凸 Banach空间 的框架下 已被 

许多人讨论过口 ]。 

本文 的 目的是利用不等式和一种新 的方法证 明 

下面 的定理 1．1和定理 1．2。我们 的结果 改进 和发展 

了文献[1～ 4]中的主要结果。 

定理 1．1 设 E是实 的一致凸 Banach空 间 ，D 

是 E的非空 有界闭凸集 ，丁：D— D 是半 紧的具实数 

序列 {走 }(==[1，o。)，走 一 1(，z一 一 )的渐近非扩张映 

象。设{ }，{ }，{ }，{ }是[O，1]中的 4个数列． 

满 足下 面 的 条 件 ： 

i)口， + 7 ≤ 1，卢 + ≤ 1．V ≥ 0； 

ii)存在正 整数 。， 及 ￡> 0，b∈ (0． )，其 中 

一rain{1，÷}，而L—sup{是 }，使得 
# 1 

f 0<￡≤ ≤1一￡．V，z≥，zo． 1
0≤ ≤ 6，v ≥ ； 

iii)∑7 <。。，∑ <。。， 
一 (j n一 0 

∑( ～1)<。。。 
一 。 

则 由下式 定义 的具误差 的 Ishikawa迭代序列 { } 

f n∈ D； 

i 一1一 (1～ 一 ) + 口 T + ． 

] ≥o； ‘2 
一 (1～ 一 ) + T” + 2 。 
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强 收敛 收 丁 的 某一 不动 点 z E D，其 中{ }，{ } 

是 D 中的两个序列 。 

在 定理 1．1中如果 一 0， =0，V，2≥ 0，由定 

理 1．1直接 可得定理 1．2。 

定 理 1．2 设 E 是 实 的 一 致 凸 Banach空 间 ，D 

是 E的非空有 界闭凸集 ，，，：D— D是 半紧的具序列 

{志 }c E1。C×3)，志 一 1(，2一 C×3)的渐近非扩张 映象 ， 

{ }，{)， }是[O，1]中的两个 数列 ，满 足定理 1．1中 

的条 件(i～ iii)。则 由下式定 义的具误 差的 Mann迭 

代序 列{ }： 

fz0 E D ； 

+1一 (1一 口 一 )， )z + 口 T"y + )，， ， (3) 

l ≥0。 

强 收敛 于丁的某一不动点 ∈D，其 中{ }是 D中 

的序列 。 

2 定理 的证 明 

下面 的引理在证 明本 文的主要结果 时将 起到重 

要 的作用 。 

引理 2．1[ 设 E是实 Banach空间 ，t，：E一 2 

是 正规对偶 映象 ．则对 任意 的 ， E E 及对任 意的 

( + )E J( + )，有 

ll z+ y ll ≤ ll z ll。+ 2< ， (z+ ))。 

引理 2．2_6] 设 户> 1，r> 0是 给定的实数 。则 

Banach空间 E是一致 凸的 ，当且仅 当存 在一连续 的 

严格增的凸函数 g：E0，C×3)一 E0，cx3)，g(o)一 0，使 

得 

ll + (1— 2)y ll ≤ fl z ll P+ 

(1+ )ll 一 ( )g(1l z— j，l1) 

对一切z， E B(o，r)，及对一切 E E0，1]成立。其 

中，B(O，r)是 E中的 以 。为心 ，r为半径 的闭球 ，而 

且 

( )一 (1一 )+ (1一 )P。 (4) 

引理 2．3 设 E是实 Banach空间 ，D是 E的 

非 空 有 界 闭 凸 集 。7 ：D — D 是 具 数 列 {志 }c [1， 

C×3)，志 一 1( 一 C×3)的渐近非扩 张映象 。设 { }是 由 

式 (2)定 义 的具 误 差 的 Ishikawa迭 代 序 列 ，其 中 

{ }，{ }是[o，1]中的数列，满足条件： 

)， 一 0， 一 0(，2一 ∞ )。 (5) 

则由 }l 一T iI一 0(n— oo)可得 ll 一n  ll 

· 0。 

证 明 现把 由式 (2)定 义的序 列{ }改 写 

成 ： 

f 。E ； 

+1一 (1一 ) + 口 T + zz ，，2≥ 0； (6) 

【 一 (1一 ) + T” +u 。 

其中 “ 一 )， ( 一 z )，u 一 (2 一 ， )。V，2≥ 0。因 

D是有 界集 ，而 ， E D，故 {“ }。{ }是 E中的 

有界序列 。再 由式 (5)知 

{“ }一 0， }一 0(，2一 C×3)。 

又因 丁：D— D是具数列 {志 }c E1，C×3)，志 一 1的渐 

近非扩张映象 ，故 由注 1．1知 ，丁是一致 —I ipschitz 

映象 ，其中 L= supk ，令 C 一 1j 一 T” ll，于是 
"≥ 1 

仿照 Huang心]可证 

ll + 一 r，z + ≤ C + (L + 2 + 2)C + 

L(L+ 2)ll“ ；十 ( + 2)fl u lf。 

引 理 2．3的 结 论 得 证 。 

现在给 出定理 1．1的详细证 明 

证 明 由文献[1]知，丁在 D中有不动点， 

故 丁 在 D 中的不动点集 F(7 )≠ j2『。 

现在考 查 由式 (2)所 定义 的序 列 {z }，{ }。其 

中 {“ 一 )， ((-On— )}，{u = (2 一 )}均是 E中 

的有界序 列 ，而且 由定理 1．1的条件 (iii)知 

∑ II<c×。，∑ ll<c×。。 (7) 
”= 0 n： 0 

取 q E F(丁)，因 D 是有 界 集 ，且 ， ，T ， 

T”z 均是 D 中的点 ，故存在 r> 0，使得 

D U { 一 q}U { 一 q}U { 一 q+ “ }U 

{T 一 q+“ }U {T z， 一 q+ u }U {z 一 q+ u } 

B(o ，r)， 

其 中 B(o，r)是 E 中的以 。 为心 ，r为半径的闭球 。 

由引理 2．2(其中 户一 2， === )及 式(6)有 

ll z + 一q fl 一 ll(1一 )(z 一q+ “ )+ 

(T"y 一q+ )Il ≤ 

(1一 )lf 一q+ “ fl + 

ll(T 一 q+ )ll 一 

(口 )g(1l z 一 T l1)， (8) 

因 ( 一 q+ “ )和 (丁” 一 q+ “ )E B(o，r)，由 引 

理 2．1得 

ll z 一q+ “ ff ≤ 

ll 一q ll + 2< 。J(x 一q+ “ ))≤ 

ll 一 q}l。+ 2 ll“ lf·l】 一 q+“ ll≤ 

【l z 一 q ll + 2r ll“ fl。 (9) 

类似可证 

ll T"y 一 q+ “ ll ≤ 

ll T 一 q ll + 2r ll“ ll。 (1O) 
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另 由式 (4)知 

∞2(口 )一 口：(1一 口 )+ 口 (1一 ) 一 口 (1一 )。 

把 上面各式代人式 (8)化简后得 

ll 一 g ll。≤ 

ll 一 g ll。+ {ll T 一 q l J 一 ll 一 

g_l }+ {ll 一 g ll 一 l J 一 q ll。+ 

2r ll“ _l一 口 (1～ 口 )g(11． 一T 
．y l J)， (11) 

首先考察 式 (11)右端第三项 ，由引理 2．2(其 中 P一 

2)有 

ll 一 q ll 一 ll 一 q ll 一 

_l(1一 )( ～ g+u )+ 

(71 一q+ )ll 一 ll 一 g ll。≤ 

(1一 )fl 一 q+ ll + 

ll T 一 q+ _l 一 

∞z( )g(1l 一 T l1)一 ll 一 q ll。≤ 

(1一 )ll 一 q+ _l_2+ 

Il T 一 q+ ll 一 ll 一q ll 。 (12) 

因 一 g+ ∈ B(O，r)，T oT 一 g+ ∈ B(O， 

r)。由引理 2．1有 

_l z 一 g+ ll。≤ 

ll 一q fl + 2(u ， l(x 一q+ )> 

≤ 『i 一q_l。+ 2 l1 ll ； (13) 

同理 可 证 

fl T 一 g+ {l?≤ 

_l T 一 g {。十 2_1 ll r。 (14) 

把式 (13，14)代 入式(12)化简后得 

ll 一 q ll。一 ll 一q_l ≤ 

{_l T 一 q_l 一 _l 一q l】 }+ 2r l1 l】≤ 

(五：一 1)l』 一q ll + 2r_1 ll。 (15) 

把式 (15)代入 式(11)化 简后得 

fl 一 q l ≤ 

ll 一 q』l + 口 (五：一 1){{l 一 q l + 

l_ 一g ll。+ 2r(』J 』J+ 『1 j J)一 

(1一 a．g(1l 一 T” l1)。 

因{ 一 q}，{ 一 q}(二二B(O，r)，故 lf 一q fl≤ r。 

l{ 一q II≤ r，另 由式 (1)，当 ≥ 。时 ，o< ￡≤ ， 

￡≤ 1一 ，故有 

lf 一 一 g Jl。≤ 

II 一q ll。+ 2(五：一 1)r。+ 2r(1l“ l】+ 

l1 {1)一 ￡ g(1】 一 T fl，V ≥ Pt0。(16) 

于 是 有 

￡。g(1l 一 T lI)≤ 

l J 一 q ll 一 ll + 一 q{l +2rz(五：一 1)+ 

2r(1l“ ll+ l1 l1)，V ≥ 。。 

对任意 的正整数 > 。，作 和有 

￡ ∑g(J —T l1)≤ 
一  

ll 一 q l J 一 fl 一 g l』 + 

2r ∑ (五：一1)+2r∑ (1l l J+ l1 l1)≤ 
n  nO 

{l 。一q ll +2r ∑ (五：一1)+ 
0 

2r∑ ( ll+ l1)。 

两端 — C×3，于是由条件 iii及式(7)得知 

￡。∑g( 一T II)≤ 
0 

fl 。一q l』 +2r ∑(五：一1)+ 
= n0 

2r∑( ll+ II)<。。。 (17) 
=  

0 

上式表明 g(1『 一 T _1)一 0(n— C×3)。记 

e 一g(_l 一 T l1)， ≥ 0。 (18) 

故 ll 一T _l—g (P )，因g：E0，C×3)一 E0，C×3) 

是连续的严格增的且g(0)一0，故g-。：Eo，oo)也是 

严格增 的连续 的且 g (0)一 o。于是有 

lim ll 一T _l— limg一 (P )一 0， (19) 

因 为 

l J 一 fl— ll ( 一71 )一 l{≤ 

{ll 一 T _l+ ll T"y 一T !f}+ 

ll lf≤ (1l 一T ll+ 

l『 一 z ll}+ l『 ll。 (20) 

化简后得 

(1一 )ll 一 ll≤ fl 一T lf+ l1 ll。 

由条件 ii，当 ≥ 时 ，1一 ≥ 1一 6> 0，故 由 

式 (19)得知 

lim ll 一 ll一 0。 (21) 

由式 (19，21)有 

』l T 一 ll≤ 

．  {l T 一 T ll+ f『T” 一 ll≤ 

· fl 一 _l+ 

fl T 一 lf一 0(n— c×3)。 (22) 

由引理 2．3得 II Tx 一 ll一 0(n— co)。于是 由T 

的半紧性 ，存 在子序列 { 
．

}(=={ }使 得 

．
一  ∈ D (n 一 oo)。 (23) 

由 T 的连续性 即得 lim _l 
．

一  

．

_l一 _l 一 
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Tx II一 0。即 37 是 71在 D 中的不动点 ，于是 由式 

(6，22)得 知 

y～ =  
，

一  ( 一 71 37。)十 Un 一  (” 一 ∞ )。 

又 因 II T ～3 一 37 If≤ L·II Y 一 37 II，故 知T Y 

37’(n + ∞ )。 

现在式(16)中取 q— ，于是有 

II 37 + 一 II ≤ 

Ii 37 一 37 lI。+ 2( 一 1)，-。+ 

2r(I} II+ If I})一 

￡ q(Ii 37 一 T r I1)，V It ≥ n。。 

于是 由式 (19，23)及 g的连续性 ，知 

37 一1 37 (” + 。。)， (24) 

从而有 

il 71 ， 一 一 d7 lI≤ 

· II + 一 II— O(n 一 * )。 (25) 

于是 由式(6，24，25)知 

一
1： 一 +】 rni 1 一 

．

+ 1) t 

+ 1 ( ∞ )， 

从而得 知 

II T + 一 II≤ 

L·}I Y 一 II一 0( 一 oo)。 

继 续这一方法 ，由归纳法可证 ：对任意 的非 负整数 ，” 

37 ， ·3 ( oo)· (26) 

，Pt H工H z 。 lY一  n| ∞ ) 

注 2．1 定理 1．1，1．2改进和发展了文献[1～ 

4]中的主要结果 。 
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On the convergence of iterative sequence for 

asymptotical l y nonexpansive mappings 

TIAN You—xian ．ZHANG Shi—sheng 

(1·College of Computer Science，Chongqing University of Posts and Telecommunications，Chongqing 400065
，China：2．Depart— 

ment of Math Sichuan University，Chengdu 610064，China) 

Abstract：It is proved by using new methods，some iterative approximation theorems of fixed point for asvmptot— 

ically nonexpansive mappings was studied in Banach spaces
． The results presented，which has improved and ex— 

tended the corresponding results of Kirk—Gaehel，Rhoades，Huang，Schu and Xu
． 

Key words：Asymptotically nonexpansive mappings；fixed point；Ishikawa (M ann)iteration process with err0rs 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

