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摘要：基于路增益概念，证明了无回路加权事件 图住置不变量的存在性．并给出了其位置不变量集 

合的表达形式和最小住置不变量的计算方法。讨论了两个Petri网基于位置并的位置不变量．通过 

把无回路 Petr[网分解成一些加权事件 图基 于住置的并．给 出了无回路 Petri网位置不变量的存在 

性 判 别噩确 定 的几何 方法 
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Petri网是 可应用到很多系统和领域的图形和 

数学模型工具，是信息处理系统描述和模型的有力 

工具之一。不变量是 Petri网系统最基本的分析方 

法之一。从 5不变量 (位置不变量 )出发 ，可以进行 

位置有界性系统活性等性质的分析，在系统性能评 

价方面也有应用，如标记时间周期的确定等 5一不变 

量在综合离散事件系统的控制器时也起着重要作 

用 。本文证明了无回路加权事件图位置不变量的 

存在，给出的无回路加权事件图所有最小支持 5不 

变量 以及独立最小 5一不变量的计算方法 ，是直观简 

单且易于计算的。通过把无回路 Petri网分解成一 

些加权事件图基 于位置的并，给出了无回路 Petri 

网位置不变量的存在性判别及确定的一种几何方 

法。这不仅对 Petri网理论本身有重要意义而且为 

基于 Petri网的控制器研究与综合提供了基础。 

1 Petri网概念及约定 

本文涉及到的Petri网基本概念术语及符号参 

见文献[2]。 

设 s是一条路，s上所有输人弧的权 函数之积 

和所 有 输 出弧 的权 函数 之 积 分 别 记 为 r(S)和 

Y(s)，简称为s的输入积和输出积。把s的输出积和 

输人积之 比 Y(s)／r(s)称为路 的增益，记作 

G(S)。由定义知 r(s)，Y(s)和G(S)都非负。 

定义 1 位置不变量 X一 ( ， ”， )，Y一 

( ， ，⋯，Y )称为是相容的，如果对所有同时非 

零的z和Y．都有z ／Y．一C(C为常数) 两个相容位 

置不变量x和y的直和为与x和 y同维数的向量z 

一 ( ．， ，⋯． )，记作Z—X0 Y．其中如果 ．≠0 

且 Y ≠ 0，则 zI一 Ⅱz．=by．；如果 ．一0或Y 一 0． 

则 一Ⅱ蕾+by ．a，b为正整数且6 一c(常数)。 

定义 2 设 Petr[网 PⅣ】一 (P ，T ．，．．O．)和 

PⅣ 一 (P⋯T ， ，O )在相同弧上具有相同的权函 

数值 ，它们 的并是一个 Petri网 P 一 (P U P!，T 

U r ， U 2，0 U0 )，记作PⅣ．0，JⅣ ．在尸Ⅳ 

0PⅣ。中，如果PⅣ 和，Ⅳ 的公共变迁的输入和输 

出位置都是公共位置，称 PⅣ．0 PN 是 PⅣ 和 

尸Ⅳ 基 于位置的并 

定义3 Petri网P 一 (P，T，I，0)有 个位置 。 

PⅣ 一 (P．，7’ ， ，O )是 P 的一个子网．有 个 

位置。PⅣ．的位置不变量分量为 ．．i— l，2，⋯ ． 

称 维列向量 y是 PⅣ 关于 PⅣ 的广义位置不变 

量，其中Y的分量 一{ P ／ P0 E P／P ，i—l，2，⋯- 量，其中的分量 一{ 。‘ 。 ，一 ， ’⋯。 
。由定义知，当 PⅣ 有位置不变量时，也有关于PⅣ 

的广义位置不变量，而且两者一一对应 。 

定义 4 给定一个 Petri网PⅣ 一 (P．T，I，o)， 

如果 PⅣ有位置不变量．则位置 ∈P在Petri网 

PⅣ下的权值是P对应于PⅣ的位置不变量分量；如 
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果 尸Ⅳ 无位置不变量 ．则位置 ∈P在 Petri网PⅣ 

下的权值是零 

定义 5 Petri网PⅣ 是Petri网PⅣ1和 PⅣ 基 

于位置的并 ，尸Ⅳ。和 PⅣ 关于 PⅣ的广义位置不变 

量集分别为x和y。如果存在广义位置不变量 ．7-∈ 

x和Y∈Y有z和Y是相容的，则称x和y是相容 

的．并记 x和 y的直和x0 Y— f ④Yl ∈X．y 

∈ Y} 

2 无回路加权事件图的 一不变量 

每一个位置只有一个输入变迁和输出变迁．弧 

权值都为 l的 PetrJ网称为事件图，也称标识图。而 

仅当弧权值不一定为 1时，这种 Petri网称为加权事 

件图 

定理 1 设 Petri网PⅣ一 (P，T，1，0)．对于任 

意变迁 f∈T都有f的所有输入弧权函数与相应的 

输入位置权值乘积的代数和等于t的所有输出弧权 

函数与相应的输出位置权值乘积的代数和。 

证 明 当Petri网PN无位置不变量时，PⅣ 

的所有位置的权值均为零．故结论成立。当尸Ⅳ具有 

位置不变量时，PⅣ 有位置不变量必要和充分条件 

是x D一0成立，其中x为非负整数非零列向量．D 

为 PⅣ 的关联 矩 阵。x D = 0等价 于 x D 一 

x D ．其 中D 一 (0(f ，A))的( ．，)元素是 0(f．， 

户，)，D ( ， )一 ( (户，．f ))的( ，J)元素是 』(户．． 

ti)。把等式x D 一X D 展开并由权值定义，即知 

结论成立 。故定理成立 。 

定义在无 回路 的Petr[网 PⅣ 中．无标记流人的 

位置称为 尸Ⅳ 的起始位置，无标记流出的位置称为 

PⅣ 的终止位置。s 不变量 z的支持 I z 是位置 

的集合，这些位置在 ．z-中相对应的元素为非零正整 

数。一个 s一不变量的支持 l。l是最小的．如果除 

了它本身和空集 以外 ，l l不再包含另一个不变 

量的支持。 

定理2 如果 Petri网PN是一个无 回路的加权 

事件图．则PN一定具有位置不变量 设 PⅣ的起始 

位置到终止位置所有的路共有 n条，记为 S、．S ．⋯． 

S 。路 ．关于尸Ⅳ的一个广义位置不变量基为x 。那 

么 ： 

1)> X 是尸Ⅳ的位置不变量。其中te．是使 
i一 1 

．̂x 的分量为整数的不全为零的非负整数。 

2)X．， — 1．2．⋯ ．n是 Petri网PⅣ 的所有最小 

支持 S 不变量 

3)PⅣ的位置不变量集是 >：kX 。 
- i 

证 明 1) ： ．X 是非零整数向量．对于PN 
-—— i 

上任意一个变迁 ．> X 的分量作为PⅣ中相应 
一一 i 

位置的权值，保证了f的所有输入弧权函数与相应 

的输入位置权值乘积的代数和等于f的所有输出弧 

权函数与相应的输出位置权值乘积的代数和。故 

．̂X 是PⅣ 的位置不变量。 
I— i 

2)反证法 ．由定理 1．可以验证X ，i一 1．2．⋯． 

是 Petri网 PⅣ 的 S 不变量 。假设 x．不是 PⅣ 的 

最小支持 S 不变量。则一定存在一个 S 不变量 

X／．1 x l[ 1x．1。x．是路 ．关于 尸Ⅳ 的广义 

位置不变量，故 lx 一 是路 s 上的位置 ． 

1 x l中的所有位置都在路 ．上且至少存在一个 

位置 ∈ l x，I． 每 l x 1． 对应于x 的分 

量为零，即路S．上的位置 在PⅣ下的权值为零．根 

据定理 1， X／l中所有位置在 PN下的权值均为 

零 ，这与X． 是 S一不变量相矛盾 ，故X．．i一 1，2．⋯ ． 

都是 Petri网尸Ⅳ 的最小支持S 不变量。设 x是 

PⅣ 的一个最小支持 S 不变量，任取一个位置 ∈ 

lx l，故 在 尸Ⅳ下的权值为正整数 由尸 的图 

结构和定理 1．至少有一条从 PⅣ的某一起始位置经 

过位置 到某一终止位置的路 S．有{ l 是路S上 

的位置) l x l。路S关于PⅣ的广义位置不变量 

是一个S一不变量，而 是最小支持S 不变量．故 

X X，因而 X．．z—l，2．⋯，n是 Petri网 PⅣ 的所 

有最小支持 S 不变量。 

3)Petri网的每一个 一不变量都可以由最小支 

持 一不变量的不全为零的非负整系数的线性组合 

来表达 ，再 由 2)的结论知 ，3)结论成立 。 

3 基于位置并的 Petri网的 一不变量 

Petri网PⅣ是 Petr[网PⅣ1和PⅣ 基于位置的 

并。PⅣ 和 PⅣ。的任意一个公共位置 户在 Petri网 

尸Ⅳ ，PⅣ 和PⅣ下的权值分别记为 ． ：和 其 

相互之间关系如表 1。 

定理 3 Petri网 PⅣ _-(P．T．I．O)是 Petri 

网 尸Ⅳ 一 (尸1． 1，I ．O1)和 PⅣ 一 (P ．T ，』 O ) 

基于位置的并，PⅣ，和P V 都有位置不变量并且关 
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于 PJv的广义位置不变量集分别为x 和 y。如果 

PⅣ 和 Ⅳ 的公共位置集中每一个位置分别在 

PN 和PⅣ 下的权值可同时为正数或可同时为零， 

并且 x和y是相容的，则 Petri网 PⅣ 有位置不变 

量．其位置不变量集为x④ y。 

表 1 权值 v ，p；和 的相互关系 

Tah．1 The relation among weighted value v1．v 

and p， 

证 明 设 PN．和 PⅣ 的位置集分别为 P 

一 {P．．⋯ P P ．．．⋯．P̂一 }和 P 一 {P⋯ ．⋯ ． 

P ⋯ P +⋯ ，⋯P )．X和y相容，故存在 EX和 

EY， 和 相容 设 一 ，⋯ ， ， ⋯ ，⋯ ⋯．Tk ． 

0，⋯ ，O) ， 一 (0．-“，0，j 一 ．⋯ ，j0⋯  + ，⋯ ． 

蚪  ) ，故 ④ 'y一 (az】，⋯，d ，d +，⋯，d 十 ． 

6 + ，⋯，by蚪 ) 其中a2c 一6 ，i一 + 1．⋯， 

+ m．a，b为正整数。PⅣ是 PⅣ 和 PⅣ。基于位置 

的并，因此对任意变迁fET UT。．当tET．时．t的 

输入和输出位置P E P ．t的输入和输出弧都在』 

和0 中。 ，ax都是 PN 的位置不变量．故a 使得 

变迁 f的输入弧的权函数加权和等于其输出弧的权 

函数加权和。同理，当t E T。时， 使得变迁f的输 

入弧的权函数加权和等于其输出弧的权函数加权 

和。故对任意变迁f E T U 7 ，， ④ 使得变迁f的 

输入弧的权函数加权和等于其输出弧的权函数加权 

和，因此 PⅣ存在位置不变量． ④ 是 PⅣ 的一个 

位置不变量。由定义 6， Ⅳ的位置不变量集为x④ 

y 

4 无回路 Petri网s一不变量的判定和 

求解方法 

定义6 设 Petri网PⅣ一 ( ，T．』，0)，如果对 

位置P∈P有 lPl≥2或 lPl≥2则称位置 为PⅣ 

的一个枢纽位置 。 

定 义 7 Petri网 PNi一 (P ， ，』，，o)． — l， 

2是 Petri网 PⅣ 一 ( ．7、，』，0)的两个子网，并且 

PN—PⅣ ④ Ⅳ ．如果 了1 nT 一 ，』 n』 一 

，0 n0 一 ，P nP ≠ ，且至少有一个枢纽 

位置 P∈ 。n P ，那么称 Petri网PN是基于枢纽 

位 置 P的分 解。由定义 知 

PⅣ 基于位置的并 。 

定理 4 无 回路 Petri 

加权事件图基于位置的并 。 

Petri两 PN 是 PN、和 

网一定 可以分解 为一些 

证 明 设无回路 Petri网 PN 一 (P，T’，』． 

0)，对 PⅣ 基于枢纽位置 的分解 ，所得两个 Petri子 

网PⅣ．．i一 1．2．再对 Ⅳ，．i— l，2基于其上的枢纽 

位置的分解，⋯，一直这样分解下去．直到所得 的 

Petri子网中无枢纽位置为止。由定义 8和加权事件 

图的定义 ，最终分解得到的 Petri子 网是加权事件 

图．PⅣ 是这些加权事件图基于位置的并 。 

定理 5 Petri网PⅣ 一 (P，T，』．0)是 Pecri网 

Ⅳ 一 ( -．了’ ，』 ．0 )和 PIv 一 (P T ，』2，0 )基 

于位置的并。如果 PⅣ 无位置不变量．则对任意位 

置P E P．，P在 Petri网PⅣ下的权值为零。 

证 明 反证法 。假设存在一个位置 P E P ． 

P在 Petri网PⅣ下的权值vp>0。由定义5，Petri网 

PJv具有位置不变量，记为x。P。中的所有位置对应 

于 x 的分量而成的 向量记 为 x ，由假设知 x 非 

零。PⅣ 是 PⅣ 和 PⅣ 基于位置的并 ．因而 x’是 

PⅣ 的位置不变量 ，这与 PN 无位置不变量矛盾。 

故定理成立。 

对于无回路 Petri网PⅣ 的 S 不变量存在性及 

确定 ，给出一种几何方法 ，其步骤如下 ： 

步骤 1 由定理 4，把无 回路 Petri网 Ⅳ 分解 

成一些加权事件 图基于位置 的并。设加权事件图为 

PN ，PⅣ ．⋯。PⅣ ，故PN—PⅣ 0 PⅣ20 ⋯0 

PN 

步骤 2 ：一l，计算 PⅣ 和 ～⋯ 关于PⅣ的 

广义位置不变量集 ．分别记为 x．和 x-+-。 

步骤3 判别 ：当 — l< 时 ，转步骤4。当 + 

l—n时，转步骤 7。 

步骤4 利用本文第 3节有关结论，判断 PN 

0 PⅣ 位置不变量存在性，当P 0 PⅣH 位置 

不变量存在时，记其关于 Ⅳ 的广义位置不变量集 

为x 。令PNl十]：=PⅣ ④ +；计算P +2关 

于 PⅣ 的广义位置不变量集．记为x 。转步骤 5 

当PⅣ 0 Ⅳ 无位置不变量，由定理5有，P ④ 

PⅣHt上所有位置在Petri网PⅣ下的权值均为零 

故 Petri网PⅣ ( +2≤i≤ )与PⅣ．④ Ⅳ 一1的 

公共位置在 PN 下的权值也为零 ，由定理 l确定出 

PⅣ．(J 4-2≤i≤ )上其他权值为零的位置。转步骤 

6。 

步骤 s PN 一 PN “．PN ̈  一 PN 2． 
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X．：一 x⋯ ， ：一 x
． 2。转步骤 3。 

步骤6 判别：当PN,O+2≤i≤ 上所有 5 结束语 

位置权值均为零 时．Pet ri网 Ⅳ 无位置不变量 否 

则 ．删除 ，JⅣ，(，+ 2≤ i≤ )上被确定权值为零的 本文从几何的角度 出发讨论 了无回路 Petri网 

所有位置 及其输人输出弧和孤立的变迁，得到 位置不变量，给出了其位置不变量的存在性判别及 

m( ≤ n J一 1 J个 Petri子网 ，记为 PN ． — 1． 确定 的几何方法 。在基于 s一不变量设计离散事件系 

2．⋯ (尸Ⅳ 可能是不连通的Petri网) 令，：一i： 统的Pet ri网控制器时．使得构造 5 不变量变得简 

：一 ；PⅣ．：一 ，JⅣ 转步骤 2。 单 ，易于得到且具有直观的几何意义一为基 于 Petri 

步骤7 当PN一 0 ，JⅣ 有位置不变量时．记 网离散事件系统控制器的研究和综合提供了基础 

PN一 ④ 尸Ⅳ 位置不变量集为x ．PⅣ有位置不变 进一步地工作是研究一般的Pet ri网位置不变量的 

量 ，其位置不变量集为x 当，JⅣ ，① 尸Ⅳ 无位置 存在性和确定方法c 

不变量时．PⅣ 无位置不变量 
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A geometrical approach to compute loop—free 

petri net place invariant 

ZHANG Dong—hong ，CAI Chong—chun ，XING Ke yi 

(1．Departmere 。f Appl[cation mathematics：Ankang Teacher‘s Co rtege，Ankang 725000一China{2．College of science·Xid Lan 

University—Xi‘art 710071一China) 

Abstract：Based on the concept Of path gain the existance of loop free weighted event graph place invariant 

is Droved and thc form 。f its place invariam and the minimum place invariant are embodied．The place in— 

va ant。f Petri net which is merged by tWO Petri nets on places is discussed．A geometrical approach to 

compute place invariant and judge its existence is presented via decomposing loop free Petri net into some 

weighed event graphs merged on places． 

Key words：path gain；loop free weighted event graph；place invariant；loop free Petri nel 
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