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求解非线性方程组的信赖域方法 

薛西峰 ，邢志栋 ，孟红云 

(西北大学 数学系，陕西 西安 710069) 

摘要：用信赖城方法求解非线性方程姐问题，计算中仅使用目标函数厦其一阶导数信．岛，通过 

BFGS枝正方法构造 Hessian阵的近似 ，最后给出了相应的数值结果。 
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考虑非线性方程组 

F( )一 0， ∈ D 三R“。 (1) 

其 中：F( )= l F ( )，F2(z)．⋯ ，F ( )) ，F．：尺 

一 R( 一 1．2．⋯，n)是连续可徽的实值函数。 

求解式(1)的方法有多种“]．熟知以Newton法 

为代表的迭代法及其变形。求解式(1)时，一般都是 

采 用线性搜索技术，寻找搜索方向d．和步长因子 

， 使得 目标函数值在每一步都有所下降．即满足 

11 F( )+ d 11< I1 F( )11。这种搜索技术，在 

实际计算时对初始点 ,32。要求比较严格．且每次都要 

计算 F ( )．当导数值出现奇异状况或非常小时．使 

计算无法进行．且收敛性不能保证。因而使方法受到 

一 定的限制 因此，在具有线性搜索的Newtort方法 

中．修改Hessian阵，以保证搜索方向的下降性，寻 

求在解的附近使算法具有整体收敛性，是很有意义 

的工作。信赖域方法既具有 Newton法的· 速收敛 

性又有理想的总体收敛性，而且可以解决 Hessian 

阵不正定和 z 为鞍点等困难口]。有鉴于此．我们对 

应用信赖域方法求解非线性方程组进行了深入的讨 

论．并得出了一定 的结论。 

1 信赖域方法的算法模型 

用无约束优化方法求解式(1)时，通常将其转 

化为求极小问题 

minf( )一 F(z) ’F(z)。 (2) 

信赖域方法的基本思想是：设 是当前迭代 

点，在以 为 中心 ，乱为半径的闭球 (或取某框形区 

域)邻域内求解一子问题，要求试探步 在信赖域 

内．即在每次迭代时有一正数 以，且要求试探步满足 

d 0< ，用一评价函数决定该 d 是否被接受， 

若被接受．则令 一 +d ；否则令 ⋯ 一 。如 

果试探成功，信赖域的半径保持不变或扩大，否则， 

缩小半径。信赖域方法的模型问题是 

minq“ ( )一 f(x̂)十 g如 + 1／2s ， (3) 

． ． 1f ≤ 

而式(3)可以通过求解 

(G。+ hi)s一 一 g (4) 

来表征，其中：二次模型 q ( )是在 处对目标函 

数，( )的一个合适模拟 ⋯g G 是目标函数f(x)在 

处的梯度和Hessian阵 是一非负数 令 

R (z)：： 

OF1 

拓 1 

● 

： 

OF  

本文将上述信赖域方法用于求解非线性方程组 

问题，在保持信赖域方法总体收敛的前提下和在具 

体求解过程中．用目标函数／及其一阶导数g的信 

息，构造 Hessian阵 的近似序列 ，通过BFGS校 

正公式产生目标函数的曲率近似，不仅保持了矩阵 

序列的正定性，克服了数值上的奇异性，而且方法具 

有下降性及收敛速度快等优点，其中，g和，的定义 
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见式(5 J．式(2)．所用 的 BFGS校正方法如下 

B + 。 (6) 

其中 = +l— z · = ĝ+】一 ， 

m — g( ) m +l= 口(z +1)。 (7) 

对于搜索步长因子 的确定，为克服在接近极小点 

时有可能出现迂 回现象及步长因子较小的情形，应 

用 交 替 方 向 法，记 = (一 g ，“)／( 一 

目 ll 3- l【)．若 < √2／2时，搜索方向取原拟牛 

顿方向 否则，搜索方向取最速下降方向 一g 。同 

时．为了提高算法的效率，还可在每一迭代步中使用 

Samaskii技巧 。 

2 收敛性分析 

信赖域方法的一个突出优点是具有总体收敛 

性．下面给出方法的总体收敛性定理及其在较强条 

件下的二阶收敛结果 。以下两个定理的证 明可参照 

文献[2]中定理3．6．3和定理5．1．3。 

定理 1 (BFGS公式的正定性)当且仅当 

> 0时．BFGS校正公式(6)保持正定性。 

定理 2 (信赖域方法的总体收敛性定理) 

假定，( )是二阶强 凸可徽函数，即存在 ≥ m 

≥ 0．使 对 任 意 ， ∈ R ，有 ll 。≤ 

／ vLr． I≤ M lI lI 。则有： 

1)该算法产生一个满足一阶和二阶必要条件 

的聚点 r ： 

2)著 f(x)的Hessian阵G 正定，则对主序列 

一1． 一 ∞， 的最小下界大于零，约束 lI< 

h 。此外，该算法有二阶收敛速度。 

3 具体算法及实现步骤 

3 1 算法一 

step0 给出初始点 1∈R ．其中￡≥ 0，h = 

， 。=1∈R⋯ ．其中 g定义如前，置 ：一 

u【以下用B．近似目标函数中的 )： 

step1 分别按式(5，6)计算 g ⋯B 若 Il g 

< ￡．贝U停止 ； 

step2 分解 + I．若不正定，令 =4 ， 

重复判断直到 B + I正定； 

step3 求 解 式 (4)，得 S ，并 计 算 = 

寿 亍 ，同时用改进的黄金分割法啪 

计算步长因子 ， 

著T > 0+计算 = (g ，sD／( g l；S ) 

如果 < 厂 ／2，令 d = 否则，令 

d = d-(一 g )；工 + 一 十 d ， 

否则．z 一】一 ， 

step4 若 ≥ 0．25， ^一 4 ，h 一 ．转 

step5；h-一 0，5hj．转 step6； 

step5 若 ≤0，75，且 ll h ll— ll ． 一 

，转 step6； = 2h ； 

step6 h 一h ，由式(6)计算B ̂ 一 k+1，转 

step2。 

算法的改进： 

我们发现若在 step3中，使用 Samaski[加速技 

巧 可以提高算法～的效率 ，即在从 到4+ 的迭代 

过程中进行 次简化迭代。其具体算法如下： 

3．2 算法二 

step0 绐 出初 始 点 ∈ R ．E≤ 0，h 一 

g }1 ，B 一I∈R⋯ +其中g定义如前面所述， 

置 ：一 0(以下用 近似 目标 函数中的 G )： 

step1 分别按式(5．6)．计算 g ，B ．若 lI m 

< E，则停止； 

step2 分解 日 + ，，著不正定 ，令 一 4p ． 

重复判断直到 B + J正定； 

step3 求解式(4)，得 ，并计算， ．同时用改进 

的黄金分割法计算步长因子 ， 

若 > 0，计算 一 (一 g + )，／( 一 

g Il lI l】)， 

if < √__『2，令 d = ． 

else 令 d̂ 一 (一 g÷)， 

+1— + d ， 

Z  
．0 ’ 

4 = 1+EF ( )] F( ̈ _1)． 

i= l，⋯ ，rtl， 一 0．1，⋯ 

- 
+ 1 — 27l,

． t一 ； 

step4 若 r ≥ 0．25、 = 4 ，h 一 h ，转 

step5，h÷一 0．5h ，转 step6； 

step$ 若 ^≤ 0．75且 ll hjll= ll ll， = 

，转 step6； 一 2h ； 

step6 h =h ，由式(2．j)计算 Bj， =^+1． 

转 step2。 

否则， +1一 』 
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4 数值分析及数值实验结果 

为了验证本文提出方法的可行性，对文献[1，3] 

给出的算例进行试算．在计算中采用Visual C++ 

6．0编写程序 ，结果如下： 

倒 l一 

『／】(r r 2)： 】 一 2+1= 0， 

／!( 】， )； I— COS(O．5×8．141 592 6× 2)一 0。 

精确解为 = {一 1／ ，1．5)和 = (0．1) 

倒 2c 

f I，z2)一 I× 一 2— 1=0， 

【 ( 1，工2)一( I一2)。+( 2—0．5) 一1—0。 

精确解为 ‘= (1．546 342，1．391 174) 和 ，‘= 

t1．067 412，O．139 46) 

表 l 对例 1，例 2求解的数值结果 

Tab．1 Solving numerical result for example 1 and 2 
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Trust region method for sloving nonlinear equations 

XUE Xi—feng，XING Zhi—dong，MENG Hong—yun 

(Department of Mathematics，Northwest University，Xi an 710069，China) 

Abstract：Trust region method was used to solve nonlinear equation problems。at the same time．objective 

{unction and its once derivation·were used in the computation only through BFGS ustification matrix was 

costructed．Finally sonYe numerical results were given． 

Key words：trust region method；samaskii techniqe；BFGS justificafion；alternative direction method 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

