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一 种分形插值函数的若干性质 
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摘要；由定义在Sierpinsk[垫片上的一种质量分布导出一个分彤插值函数，称之为质量分布分彤插 

值函数，给出了这类分彤插值函数的Holder连续性等若干性质，这些性质反映了S[erpinski垫片 

的分彤结构．可用来对 Sierpinski垫片的 Hausdorff测度进行估计。 
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分形集的分形维数的估计和计算是分形理论中 

的一个基本问题，而分形集 的 Hausdorff维数及 在 

一 定维数下的Hausdorff铡度的估计在理论上具有 

更重要的意义。三角Sierpinski垫片就是经典分形 

集之一，它具有严格的自相似性，是一个结构十分良 

好的分形集，它的Hausdorff维数 s=log 。．但是它 

的 维的Hausdorff测度的准确值．甚至上、下界的 

估计都是一个十分困难的问题，目前尚未得到解决。 

为估计其 Hausdorff测度的精确值．可在其上定义 
一 个质量分布，由此导出了相应质量分布的分形插 

值函数。三角Sierpinski垫片的HausdoH{测度也是 

一 种质量分布．故它也导出一个类似的函数．于是可 

以将 Hausdorff测度的估计问题转化为求这类分形 

插值函数的极值问题 。]。对这类函数性质的研究，将 

有益于对其 Hausdorff测度的精确值进行估计。 

1 Sierpinski垫片上质量分布与分形 

的插值函数 

三角S~erpinski垫片生成如下：在平面Rz上，设 

o是边长为 1的等边三角形，连接 。三边的中点， 

将 。分为 4个边长为 t／2的小三角形，去掉中间小 

三角形的内部．剩下的记为 。对 中每个小三角 

形重复上述操作，得到 。一般地．对 ≥0)的3“ 

个边长为 1／2 的小三角形(记为 T )进行上述操作 

得到 。这样，便得到一个递减的集合序列{ )． 

集合S=nS 就是三角 Sierpinski垫片。在 。上定 

义分布函数 ，使满足： 

f ( 。)一 1． 

1 
tt(T )一去，( 一1．2，⋯) (1) 

( 一 S)一 0， 

那么， 是 上的一个测度， 限制在 上为 上的 
一 个质量分布。现以 o的相邻两边为轴，如图1建立 

仿射坐标系。在 R上定义函数如下； 

， )= ( n B )，一 oo< z< 。。。 (2) 

其中 一 f( ，f)：一oo< ≤ z}为此仿射坐标系 

中的集合。显然，，( )单调连续且满足 
y 

图 1 仿射坐标系 

Fig，1 Affine coordinate system 

1)当 ≤O时．厂(O)一0；当 ≥1时，f(1)=1。 

2)一般地 
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，( )：了1，‘ k)+--~f(k丁+1)， 
： 0．1．2，⋯ ，k ： 1．2，⋯ ，2 一 1。 

在x一[0．13×[0，13上建立一个迭代函数系 

统{x； ．i一 1，2}，其中 

[ 

o 

0 

0 

o { [ ㈤ 
那么，由迭代函数系统理论知其必存在吸引子口]，且 

为某个连续函数的图像，记为G。由，(z)的性质不 

难得到：G一{(z，f(x))：0≤ ≤1)，即，b)在[0． 

1]上就是由迭代函数系统{X；q，i一1，2)所决定的 

分 形插值 函数 (见 图 2)。这 样 ，就不难 得 到它 的 

Hausdorff维数为 1。存在 一个与 ，( )相似的 函数 

g(x)．定义如下 ： 

g( )= (S n B )，一 。。< < 。。， 

图2 分形插值函数，(z) 

Fig．2 Fractal interpolation function，(z) 

其中B 一{( ，幻：一。。<S+t≤ }。在[0，1]上， 

g( )是由下面定义在x=[0．13×[0．13上的迭代 

函数系统 {X； ，i： 1，2)所决定的。 

[ o 
o { 

0 

o 号 田+ 
，( )与 g )都是具有 自相似性的分形 函 

数 ．它可以通过 自身的伸缩、平移的叠加而得到。 

下面．主要给出，(z)的性质，而g( )的性质则可类 

似地得到。 

2 质量分布分形插值函数的性质 

性质1，( )：-~f(2x)+~f(2x一1)。 

性质 2 lf(z )一 f(x )l≤ ，(1 一 z1)。 

性质 1与性质 2是显然 的。图 3是 由二元函数 

，(x L,x2)= ．0< ≤ 

所定义的平面分形灰度图，由此可以看出它具有自 

相似性 它的 自相似性是由Sierpinski垫片本身的 自 

相似性所产生的。 

图 3 分形灰度图 

Fig 3 Fractal gray image 

性质3，(专 )一号，( )，g(吉 )一{g( )， 
0≤ ≤ 1。 

证 明 由性质l得，，(÷z)： ， )+ 

f(x一1)．由于 一 1< 0．因此f(x一1)一0。同理． 

可证另一等式。 

性质4 (Holder连续性)对 V 2- ．z：∈[0，1]， 

有 l 一 ：l ≤ l，( )一 ，(一， )j≤ M l 一 

一

。其中M ： 孚≤1．M2： 筝 ≥ 
1。其中 口为 Sierpinski垫片的 Hausdorff维数。 

证 明 1)对任意的37，， 。．若 ： ，则结论 

成立。否则，设 — 一 ：>0，由性质2与性质3可 

得 If(x )一f(x。)l≤ ，(1 一 一， 1)： 百3 百x)
。那 

么 ， 

≤挲 ： 。 
因此 ，对任意的正整数 ，有 

望 

≤ 
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上式对 求上极限即得 If( )一 ，(’r )I≤ ，('r )
=  

一 ．r 。由，(古)=(古】 对任意的整数 土， 
”成立可得 ≥ 1。 3 

F )一 字如图4，可以证明它也是一个分 
形插值函数。 

l 12 

11 

l 08 

荽1 06 
1 04 

1 02 

l 

． 

0 0125 025 

圈 4 分形插值函散 F )的图像 

Fig．4 The graph of fractal interpolation function F(z) 

2)对任意的0≤ 】，'r2≤ 1，记f=1一 j'r1一 

j，则由， )的定义 有 

If(x )一f(x。)l≥ 

，(1)一，(1一 l'r 一_r 1)= 1一，0)。 

再利用g(x)与， )的对称性，得f(1)一，(1一f) 

g(1一f)，从而，由g )的性质，对任意的正整数 

．有 

fl— t1 

≥ = 。 

I丁 J 

由g(古)=(寺) ，对上式两边求下极限可得结 
论 。 

性质5，(号．r +吉．r )≤{，(．r )+ 
寺，('r )．0≤ ≤'r。≤1。当'r =百1时，等号成立 

证 明 当'r。，'r2为二等分点，即 ．'r2=0． 

寺，1时，不难验证结论成立。设当．r ， 为2 ≥1) 

等分点时结论正确 当．r ，．r 为 2 等分点，即 

=  =  
， 

0≤ ≤ 2 ，0≤ 口≤ 2 。 

那么，存在满足下面条件的n ，a。；6】，b 

0≤d1一口2≤ 2 ；口】≤ d2≤ 口1+ 1la1+d2一声， 

0≤ bl，62≤ 2 ；61≤ b2≤ b1+ 1；61+b2一 q， 

使．r 篁 1 al 1一百1 a,
， 。一百1 b,+音参。于是，有 

呈
3-
rf

'

生
2"
)
- ．，('r )= 

(参)，从而由假设可得 

÷， )+号， )=号({，(参)+ 

号，(争))+号(上3~rf-生2" -+了2儿 b2，J≥ 

号，c +号， 。 
下设 ≠ 0，q≠ 0若否结论成立 

1)若户与q一奇一偶，则有d。+b2=d +b + 

1。由， )的性质立即得到下面的等式 

{，( )+号，( )= 

，( )+( )_，(等+ 
于是结论成立。 

2)若户与g均为奇数，则a =号( 一1)，a。一 

专( +1) =号(口一1) =÷(9+1)。若号( 

+g)为奇数，则由假设立即可得结论。下设吉( + 
口)为偶数。为方便，记 = 一 ， 

皆 =̂ =̂ 测有 

吉，(! )+号，(! )=号，( + 

詈，( 一告，(f )+号，( )+詈，( 一 

号(号，( +号，( j+詈，( +吾，( ≥ 

吉，( +号，( +吾，(f )≥，( ， 

而，( 一，(音 ，+号．r )，从而结论成立 
由， )的定义可得 ：对任意的 O≤ ．r≤ 1

·有 

号，(．r)=，(吉+ )一，(号)。因此，得{， )+ 

了2儿 1)一 2 l 1， )+，(丢)j一号，({+．r) 
再由性质 3得 

{， )+i2八 1) 了2儿i1+．r)一 

，‘寺‘百1+寺．r)。 证毕 
性质 6 ， )≥ ，当 0≤ ．r≤ 1 其 中。为 

Sierpinski垫片的 HausdorfI维教 

+ 

r  ) 
一3 一‘N 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 3期 李红达等 ：一种分形插值函数的若干性质 2l1 

证 明 记 ( )一l厂( )一32 在X一[0，1] 

×R上定义一个迭代函数系统{X； ， }： 

[ 

。[ 

其中码一{，， 一号 一{ +1) +了2，则不 
难得到： (z)就是该迭代函数系统在[o，1]上定义 

的分形插值函数 。由于 竹( )≥ 0及 ( )≥ O，从而 

必有 ( )≥ 0。 证毕。 

性质 7 l厂( )一 l厂( )≤ 2(1
一  )。， 

o≤ ≤ 。 

，O≤ <÷，是一 

个分形插值函数，它的结构如图 5，利用G(x)的自 

相似性可以完成性质 7的证明。 

证 明 1)首先证明当0≤ ≤寺时结论成 
立。由性质 6，有厂(z)≥z ，因此，有 

l厂(吉)一l厂( )≤l厂({)一z。一号一 

由函数 })一号一z 一2({一z) 在[o，{]上的 
单调性立即可知结论成立。 

W 
O O 25 0 375 0 4375 0 5 

竹 形 临 但 幽 瓤 b J盯 臣I保  

Fig．5 The graph of{ractal interpolation{unction G (x) 

。)若z∈[吉一古．告一 ]( ≥ )时成 

立。令j，一号．r+{， 

则 ∈[吉一 ，{一 ]，而有性质s，得 

l厂( )一号l厂 )+i2八 1)。于是，便有 
⋯

I 1)
一 ，( )r I，(告)一，( )I 

I{一 I号一 。 

因此，当 ∈[{一 ，{一 ]时结论也成 
立 ．从 而由(1)的结论出发可推得结论 。 
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Some properties of a fractal interpolation function 

LI Hong—da，YE Zheng—lin，PENG Grio—hua 

(Department of Mathematics and Information Science—Northwestern Po[ytechnical University，Xi an 710072
． China) 

Abstract：A fractal interpolation function is obtained from a certain of mass distribution defined on Sierpin 

ski gasket，it shows fractal structure of Sierpinski gasket
． Its properties，such as Holder continuity，are 

discussed ．The results are useful to estimating Hausdorff measure of Sierplnski gasket
． 

Key word：fractal；Sierpinski gasket；Hausdorff measure；intel-polation runetion 
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