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摘要：在前人的研究基础上，证明了如果X是 Hausdorff空间，y在X 中仿紧，那么y在 X中正则； 

并讨论 了正则、正规 、紧、仿 紧、序 列式空间的子空间的相 对拓扑性质 的遗传性质 ，从 而推 广 了一些 

已知 结 果 。 ’ 
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关于相对拓 扑性质的基本事实和系统 阐述由文 

献[1]首先提出，文献[2]对相对拓扑性质和相对拓 

扑空间作 了进一步的研究 ，得到 了一系列较好 的结 

果 。 

1 基本定义 

设 y是拓扑空间 X 的子空 间。 

定义 1E。] 称 y在 X 中正则是指如果对每一 Y 

∈ y和任意 X 中不含有 Y的闭子集 P，都存 在 X 中 

不相交的开集 和 ，使得 ：Y∈ X且 P n y c 。 

定义 2E。] 称 y在 X 中正规是指如果对 X中每 

一 对不相交闭集 和 B，都存在 X 中不相交的开集 

和 ，使得 ： n y c 且 B n y c 。 

定义 3E。] 称 y在 X 中紧(Lindelof)是指如果 

对 X 的任意开覆盖 ，都存在有 限的(可数 的)子族 y， 

使得 y c y。 

定义 4E。] 称 y在 X 中仿紧是指 如果对 X 的任 

意开覆盖 y，都存在 由 X 的开集构成的集族 ，满足 

加细 y， 在 y中每一点局部有 限且 y c 。 

定 义 5【3] 称 y在 X 中序列式是指如果对在 X 

中不闭的 y的每一子集 ，存在 中一序列收敛于 

X 中的点 。 

2 一些 问题 

在文献[2]中，有如下结论： 

1)如果 y在 X 中正则 ，则 y是正则空间。 

2)如果 X是 Hausdorff空间 ，y在 X 中紧 ，则 y 

是正则空 间。 

3)如果 X 是 Urysohn空间，y在 X 中紧 ，则 y 

是 Tychonoff空间。 

问题 1 如果X是正则的 。空间 ，y在X 中紧， 

那么 y是否是正规空间? 

在文献[4]中有 ：仿紧空间是正规的，那么： 

问题 2 如果 X是 Hausdorff空间 ，y在 中仿 

紧 ，那么 y是否在 X 中正规? 

在文献[5]中，有如下结论 ：设，：X— y是完备 

映射 ，如果 X。在 X 中是 Lindelof的，则 f(X。)在 y 

中是 Lindelof的 ；如果 y。在 y中是 Lindelof的，则 

， (y1)在 X 中是 Lindelof的。 

问题 3 对于相对 紧性 ，相对仿紧性 ，相对正则 

性 以及相对序列式是否有类似的结论? 

本 文着重就这几个 问题进行 了讨论 ，并将文献 

[4]中的部分性质推广到相应的相对拓扑领域。 
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3 主要结论 

定理 l 如果 X是正则 的空间，y在 X中紧， 

则 y是正规空 间。 

证 明 由于X是正则的丁 空间，在文献[2] 

中有 ：y在 X 中紧当且仅当 y紧。而正则的紧空间是 

正规空间L4]。故 y是正规空间 。 

定理 2 如果 X是 Hausdorff空间，y在 X中仿 

紧，则 y在 X 中正则 。 

证 明 任给 Y E Y和 X 的闭子集 尸满足 Y 

苦P。对每一 z E P，由于 X是 Hausdorff空间，故存 

在 的开子集 【， 和 ，使得 

E U ，Y E V ，且 n V 一 。 

所 以 ／1= {U }yEY U {X＼尸}是 X 的开覆盖。 

因为 y在 X 中仿紧，故存在 由X 的开集构成 的 

集族 一 { }sES，使得 加细 tl， 在 y中每一点局 

部有限且 y c U 。 

令 S。一 {S E S：W n P≠ }，则对每一S E S。， 

Y ，P二=)U 。所 以 P n y c U { ： n y 
∈ 0 

≠ ，s∈S。}。令 V—U {W ：W fl Y≠ ，S E S。}， 

U — X、 。 

由于 在 y中每一点局部有 限，所 以 

V—U {W ： n y≠ ，S E S。}。 

故 【，和 是 X 中不相交 的开集且 

∈ ，P n y c 。 

即y在 X 中正则 。 

推论 l 如果是 Hausdorff空间，y在X 中紧， 

则 y是正则空间。 

证 明 由定理 2知y在 X 中正则 。再 由相对 

正则 的定义知 y是正则空间。 

这是文献[2]中推论 4O。 

推论 2 如果X是Hausdorff空间，y在X中仿 

紧且是 X的闭子空间 ，则 y在 X 中正规且 y是正规 

空间。 

证 明 设 和 B是 X 中任意不相交的两个 

闭集 ，则 ： n y，B n y亦是 X 中互不相交 的闭集。 

对任意 口E Y fl A，由定理 2得：存在 X 的不交开子 

集 和 。，使得 ：口E U ，B n Y c V。。 

故 ／1： {U。}。∈rn U {X＼(y N A)}是 X的开覆 

盖。 

由于 y在 X 中仿 紧，故存在由 X 的开集构成 的 

集族 一 { }sES，使得 加细 tl， 在 y中每一点局 

部有限且 y c U 。令 S。一 {s∈S： n (A n 

y)≠ }， 

则对 每一 s∈ S。，(B N y)n ，一 ，A n Y 

c U 。令 
j∈SO 

U — U W ， V = X＼ ， 
j∈SO 

则 ：【，， 是 中开集且满足 

n y c ，B n y c ， n V 一 。 

所以 y在 X 中正规 。又 由于 y在 X 中闭 ，所 以 y是 

正 规 空 间 。 

定理 3 1)设 厂：X— y是完备 映射 ，如果 在 

X 中紧 ，则 厂(X )在 y 中紧；如果 y。在 y中紧 ，则 

f (y )在 X 中亦 紧。 

2)设 ，：X — y是完备映射 ，如果 y1在 y中仿 

紧 ，则 ’_ (y )在 X 中仿紧 。 

3)设 厂：X — y 是 满 的完 备 映 射 ， ，y均 为 

Hausdorff空间，如果 y 在y中正则，则 ，_1(y )在 

X 中正则 ；如果 X 在 X 中正则 ，则 ／ ( )在 y中正 

则。 

4)设 ，： — y是满 的商映射 ， 在 中序列 

式且 厂(X )一 X ，则 ：厂(X )在 y中序列式 。 

证 明 1)首先假设 X 在 X 中紧。设 是 y 

的开覆盖，则 f ( )是X 的开覆盖。由于 在 中 

紧 ，故存 在有限集 ／1 c ／1，使得 c U f ( )。 

所以 ，(X )c U ／1 。即 厂(X )在 y 中紧。 

其次 ，假设 y 在 y中紧。 

设 ／1= {U } ∈ 是 X 的任意开覆盖 。由于 ，： 

一．y是完备映射 ，故对每一 ∈y，f_1( )被 中有 

限个 所覆盖 ，记这有限个 的并 为 ，则 

f ( )c V 。 

又因为，是连续闭映射，据文献[43定理1中4． 

13．知存在 y的邻域 o ，使得 

f一 (j，)c f一 (o )C 。 

令 ：W 一 f (o )，则 ： 在 中开且 

f ( )c c ， 一 f叫厂( )， 

且 f(w )是 y中开集。 

所 以，{f(w )} ∈ 覆盖 y。 

由于 y 在 y 中紧 ，故存 在有限个 { ( )，⋯， 

f(w ))，使得 y U
．

f(w )。 

从而 广  ( )c UW 。而对每一 V ( 一 1， 
f= 1 ‘ ‘ ‘ 

2，⋯ ， )， 是有限个 U。的并 。 

所 以 f ( )被有 限 。覆盖 。即 f ( )在 

中紧。 
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2)设 一 {U } ∈s是 X 的开覆盖 。对每一 y∈ 

y，因为f-1( )是紧集 ，所以存在有限集 ( )c S， 

使得 

f-1( )c U U 。 

由于 厂是完备 映射 ，故存在 y 的开邻域 ，使得 

f一 ( )c f一 ( )c U U 。 
j∈ ( 】 

则{ ) ∈y覆盖 y。 

由于 y 在 y中仿紧 ，故存在 y中开集构成 的集 

族 cc．一 { ) er，使得 cc．加细 {V )，er，cc．在 y 中每一 

点局部有限且 

yl c U(c．。 

则 {f-1( )) ∈ 在 X 中开且在 厂 (y )中每一点局 

部有限。 

对任意 t∈ T，存在 ∈ y，使得 

f叫( ) f ( ) U U 。 
j∈ S(yt) 

令 一 {f-1( )n U ：t∈T，s∈S( ))，则 加 

细 ， 在 ／’- (y )中每一点局部有限且 

厂-1(y1)c U 。 

即厂 (1， )在 中仿紧。 

3)首先假设 y 在 y中正则 。任给 z∈ 广 (y ) 

和 X 中不含 z的闭子集 P，则 P n f一‘ 厂(z)是 紧的 

且 不含 z。又因为 y是 Hausdorff空 间，所 以存在 X 

中的不交开集 U ， ，使得 

z∈ Ul，P n f-1厂(z)c Vl。 

故 厂(P＼ )在y中闭且不含 厂(z)。而厂(z)∈Y ，所 

以存在 y 中不交开集 U ， ，使得 

厂(z)∈U ，Y n 厂(P ) V 。 

故 厂-1(y n厂(P ))c fI1( )。 

即 z∈f-1(U2)， 

广 (y ) n f-1厂(P n V )c f一 ( )，而 

厂-1(y )n (P ，)c f-1(y )n f-1厂(P n V )。 

所 以 

P n 厂-1(y )c V U f-1( )。 

令 u— U n f (U )，v— V U f ( )，则 

z∈ U，P n 广 (y )c V。 

即 厂-1(y )在 X 中正则。 

其次假设 X 在X 中正则 ，任 给Y∈厂(X )，F是 

y 中的闭集 且 Y F，则 f-1( )n f-1(F)一 ， 

广  ( )紧，f-1(F)闭且 f (F)c X 一 广  ( )。 

所 以存在 X 中的开集 U 和 ，使得 

广 ( )c U，广  (F)n X c ，且 

U n V 一 。 

由于 厂是连续闭映射，由文献E4]知存在 X 中的开 

集 U ， ，使得 ：f-1( )c U c U，f-1(F)n X c 

c 且 ( )和 f( )是 y 中的开集。 

又因为 

f(f (F)n X )一 F n ／’(X )， 

所 以 

Y∈ 厂(U )，F n 厂(X )c f(v )。 

即 厂(X )在 y中正则 。 

4)任给Ac 厂(X )满足 A在 y中不 闭。要证明 

在 A 中存在序列收敛于 y＼A中的点 。由于 厂是商映 

射 ，故 f-1(A)在 X中不闭 。由于 厂-1厂(X )一X ，故 

f一 (A)c Xl。 

而 X 在 X 中序 列 式 ，故 存 在 f-1(A)中 的 点 列 

{z } 收敛于点 

z∈X＼厂 (A)。 

由于 连续 ，所 以{ ( )) 一 (z)。而 

f(x )∈ A，Y一 厂(z)∈ Y＼A， 

所 以 ／’(X )在 y 中序列式。 

定理 4 设 A是一指标集 ，{X ) ∈ 是一组不相 

交 的拓扑空间，对每一 口∈ A，Y c X 。 

1)如果 A是有 限集 ，对每一 口∈A，Y 在 X 中 

紧，则 ①y 在 0X 中紧。 
∈ ^ ∈ ^ 

2)如果 A是可数集 ，对每一 口∈A，Y 在 X 中 

是 Lindelof的，则 0y 在 0X 中是 Lindelof的。 
口∈ ^ 口∈ ^ 

3)如果对每一口∈A，Y 在X 中仿紧，则 0y 
口∈ ^ 

在 0X 中仿紧。 
口∈^ 

证 明 只需证明 3)，1)和 2)证明方法类似。 

设 一 {U ) 是 0X 的任意开覆盖，则对每 
∈ ^ 

一 口∈ A，{X n U ) ∈口是 X 的开覆盖 。 

由于对每一 口∈A，Y 在 X 中仿紧，故存在由 

X 的 开 集 构 成 的集 族 ，使 得 。加 细 {X n 

U ) 口， 在 y 中每一点局部有限且 y c U 。 

令 一U 。则 在 0y 中每一点局部有限， 加 

细 且 0y c U 。即 0y 在 0X。中仿紧。 
口∈ ^ ∈ ^ 口t ^ 

理定 5 设 y是可数紧空间 ，yc ，则下列命 

题等价 ： 

1)y在 X 中紧 ； 

2)y在 X 中是 Lindelof的； 

3)y在 X 中仿紧。 

证 明 1)甘2)，1)D 3)显然。 

3) 1)：假设 y在 中仿紧 ，但 y在 X 中非 紧， 

则存在 X 的开覆盖 没有有限子族 使得 

y c U 。 

一f 
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由于 y在 中仿紧，存在 由 中开集构成的集 

族 ，使得 秒加细 ， 在 y 中每一点局部有限且 

y c U口。 

显然 也没有有限子族 ，使得 

y c U 。 

由此，可以在 口中取 ， ，⋯ 使得 
^一 1 

y n y≠ 且 ～U ≠ 。 
f一 1 

对每一 ，取 
^一 1 

∈ ( 一 U V )n Y， 
i— I 

则 {Y )：：；-在空间y中无聚点 (假设 Y是其聚点 ，则 Y 

∈y。点Y的任何邻域应包含无限多个{Y ：n∈N) 

中的点，从而与无限多个 相交 ，这与 在y中每一 

点局部有限矛盾)。 

故 y不是可数紧空间，矛盾 。因此 ，y在 X 中紧 。 
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