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正定二次规划的一个 区域分解算法 
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摘要 ：给 出了一 个求解正定二 次规 划的 区域分 解方法。首先证 明 了任何一个正 定二 次规 划 问题与一 

个有界 区域 上的正 定二 次规 划 问题是等 价的 。然后，依据一 定的准则将 有界 区域分 解成一 系列的单 

纯形 ，通过求 解每 个单纯形上 正定二次 函数 的最优解 ．迭代到 原 问题的最优 解。该方法有很 明显的 

优点 求解单 纯形上 目标函数 的最优 解是 一个无 约束正定二 次规 划 问题 ；② 构造单 纯形是通过 

求解线性规划问题得到。算例表明，本算法是有效的。 
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20世 纪 40年 代以前 ．寻求 函数 极值 的方法 主 

要是采用古典 的微分法 与变分法 。在第 二次世界大 

战 之 后 ，由于 军 事 上 的 需 要 逐 渐 形 成 了运 筹 学 ，出现 

了许 多用古典 数学 方法 不能 替代 的最 优化 方法 ，如 

线 性规划 、非线性 规 划 、动态 规划 、几 何规 划 和最 大 

值 原理等 。这些 方法到 ：0世纪 60年代 开始在各 个 

领域得到应用和发展。文献[1]介绍丁线性与非线性 

规划 的原理 与传统 的求解方 法 。l961年 Dantzig和 

wolfe 。给 出 _r一种 求解 大 规模 线性 规划 问题 的分 

解 方法 ，开 辟 了用 分解 算法 求解 大规 模 问题 的研 究 

分 支。 本 文 考 虑 求 解 正 定 二 次 规 划 

f 1 1 

min ( )一 d 』’+ 一 。 日 ：A。’≤ b， ≥ 0 l其 
l A j 

中 ， r为 ，2维 列 向 鞋 ，b为 ，”维 列 向 量 ．A为 x，2实 

矩阵， 为，z×，z jE定对称阵。应用文献[3]的思想 ． 

给 出 J 正定 二次规划的 一个 区域分解算法 。 

l 等价问题 

引理 l 设 -r ∈ ：Ax≤ ， ≥ 0}， f(x ) 

≠ 0，则 f(x)在 r：Ax≤ b， ≥ 0}上 的最 优 解 』、 

满 足 

， ≤ _v／(e H c)(d H d+ 2f( ”)) 

e H d “ (i--- l，2，⋯ ，，2)。 

因此 ，任何 正定二次规划 

min{_厂( )一 +专 日 ：A r≤6， ≥。} 
问题有 等价问题 

min{／(。，)一 + 1 T日 ：一∈ }。 
其 中 

— ：A』、≤ b，0≤ ≤ }． 

e 一 (1，l，⋯ ．1)。 

2 正定二次 函数在仿射流形上 的最优 

解 

定 义 l 设 B 一 { ，⋯ ．If }，Aff — ： == 
 々

∑ ，，．∑ ，=：：l：称为由B生成的，方射流形。 
f 1 

定 义 2 设 B一 』L『 ．⋯ ． 若 r 。 ．⋯ ． 

线性无关 ．则 B一 { ． !．⋯ ． }称 为仿射基 。 

引理 2 设 B --- ，⋯ ， ：为仿射基 ．则 AffB 

上的任何 一∑ (∑ 一1)的表示是惟一的． 
， 1 i 1 

并 且 有 一 ，) ，十 ．其 中 D 一 ( 一 ，⋯ ，』。一 一 

)，tt∈ R 。 

定理 3 设 B== ，⋯ ． 为仿射基 ，D _-( 

一 ’  ， ⋯ ， 一  )。．~lJmin f_厂( )： ∈ AffB： 有 最 
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优 解 一 Dv + 其 中 一一 (D HD)_1((， D 

+ ( ) HD )。 

因 B为仿射 基 ，对 任何 ∈ AffB，有 r===Dv+ 

一 ，D 一 ( 一 ，⋯ ， -。一 )，z，∈ R ，所 以 

min{_厂( )： ∈ AffB}与 rain{fcDv+ )： ∈ 

R 。)等 价 。定 理 3表 明 ，若 B 为 仿 射 基 ，则求 解 

rain{厂( )： ∈ AffB}等价 于求解一个无 约束正定 

二 次规划 问题 rain{f(Dv+ )： ∈ R }，且有 公 

式 解 。 

3 正 定 二次 函数在 单纯 形上 的最优 

解 

定义 3 设 B==={ ，⋯ ， }为仿射 基 ，SimB一 
女  ̂

{ ： =∑ 。。，∑ ，一1， ≥0，J一1．⋯，屉}称 
J— l J： 1 

为 由 B生成 的单纯形 ． ，z ，⋯ ， 称为 SimB 的极 

点 。 

定义 4 设 B— ‘，⋯ ， 为仿射基 ，RiSimB 

-_ { ∈SimB ：V d∈R ．j￡> 0，当 + sd∈AffB 

时 ．有 + sd∈ SimB}称 为 SimB相对于 Af 的内 

点集 。 

定 义 5 设 B 一 { ，⋯ ， }为 仿 射 基 ， ∈ 
 ̂ 女 

SimB，即 =∑ ，，∑ 一1， ，≥0，J一1，2， 
=1 J= 1 

⋯

，屉，若 > 0，则称 为 的有效极点 。 

引理 4 设 B -_ { ，⋯ ， }为仿射基 ，若 ∈ 

RiSimB。则 ， 。，⋯ ， 都是 的有效极点 。 

定 理 5 设 B 为 仿 射 基 ， ∈ R SimB 为 

rain{f(z)： ∈Sim百}最 优解 的充分 必要条件是对 

任 何 ∈ AffB，均有 厂(j) ( — j)一 0。 

证 明 

必 要 性 

1)若存在 。∈ AffB，使 厂(j) ( 。一j)< 0， 

因为 j∈ RiSim ，则对 于充分小 的 > 0，有 j： 

+ 2(x。一 ) ∈ SimB， 使 f(x) 一 厂( ) + 
】2 

f(2-) ( 。一 j)+ ( 。一 j) H( o— j)< 

f(y)，与题设 矛盾 。 

2)若存在 r∈ AffB，使 f(2r) ( — )> 0， 

取 。一 2 + (一 1)( + (三一 ))∈ AffB对于充 

分 小 的 > 0成 立 ，但 f(2)T( 。⋯ 2r} 

f(2-} ( — j)< 0，转 化为情况 1。 

充 分 性 

因为对任何 ∈AffB， ≠ ， ( )一 _厂(j)+ 

／’( )一r( — )十 1( 
—  ) H( 一 2r}> f(2-}， 

所 以，j是 rain{厂( )： ∈ SimB}的最优解 。 

4 由正定二次 函数在流形上的最优解 

求单纯形上的最优解 

定理 6 设 一 { ，⋯ ， }和 B一 { ．⋯ ， 
～

， }均 为仿 射 基 ，D 一 ( ，⋯ ． 。。． )，j ∈ 

RiSim 为 rain{ ( )： ∈ SirnB}的 最 优 解 ， 

f(2) ( 一 j)< 0， ∈ AffB为 rain{厂( )： 

∈ AffB}上 的最 优解 ， ’ 一 Dw ．叫 一 ( ，wj， 

⋯

， ) ，∑ t一1．则 

】)叫i 二> 0。 

2)若 ZUj ≥ 0，J===1．⋯ ．屉一 1，则 也 是 

rain{f(x)： ∈ SimB}上 的最 优解。 

3)若有 < 0(j一 1，2，⋯ ，屉一 1)，则有 oF∈ 

{ ： ===；Or÷ (1⋯ )r ，0< < 1}， ===D,u，／1 

一 (五 ，五 ．⋯．五) ，∑五f一1，五 ≥0(i=1．2，⋯， 
= ： 1 

屉)，使得存在 ／1 ===0(户∈ {1，⋯ ，屉一 1})。 

证 明 

1)因为 f(x)≥ f(2-)+ f(2-} ( — j)对所 

有 ∈ AffB 成 立 ，所 以 f(x )≥ 厂(j)+ 

f(2) ( 一 )。又 Sim豆 (二=AffB，则 厂( )< 

厂(j)，所 以 厂( ) ( 一 j)< 0，由于 一 Dw 
 ̂  ̂

一 ∑Wi*X ，∑训 一1，因而就有 厂(j) (∑ 
f— I i： 1 j一 1 

训■r 一j)一 训 厂(j) ( 一 j)< 0，所 以 叫 > 

0。 

2)因为 SimB (二=Af馏 ，所 以结论 很 明显 。 

3)因为 — D,u， —Dw， 一̂ 0，训 > 0，( 一 

1，⋯ ，屉一 1)， 一 Dw ，训 > 0，训 < 0，所 以 一 

训 4- (1 — 2)w ，0 < < 1， 取 = 

m aX < 

+ (1— 2)x ． 

，则 一 

定理 7 设 f(x )< f(x)，则 当 ∈ { ： — 

+ (1— 2)x ，0< < 1}，就有 f(x )< _厂( )< 

~厂(j)。 

由定理 6和定理 7，若 ∈ { ： 一 ,T2+ (1— 

2)x ，0< < 1}，则 厂( )< f(2)，令 j的有效极点 

基为 B，则 ∈ RiSimB，而 j∈ RiSim ，则 厂( )在 

SimB上的最小值小 于 Sim百上 的最小值 。 
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5 正定二次 函数在 可行域上 的最优解 

定 理 8 设 雷 为 仿 射 基 ， E RiSimB 为 

min{厂( )： E SimB} 的 最 优 解 ， 为 

rain{ 厂( ) ： E X} 的 最 优 解 ， 则 为 

min{厂( )： E X}最 优 解 的 充 分 必 要 条 件 是 

厂( ) ( 一 )一 0。 

证 明 

必 要 性 

因 为 为 min{ f(Tc) ： E X)的最优解 ， 

∈ ，所 以 厂( ) ( 一 )≤ 0。若 厂( ) ( 一 

)< 0，令 一 一 5，有 厂( + ss)～ 厂( )=== 

sVf(x) 5+ 5 H5< 0对充 分小 的正数 ￡成立 ，与 

厂( )是 厂( )在 上 的 最 优 解 矛 盾 ， 所 以 

厂( ) ( 一 )一 0。 

充分性 

由 日 正 定 ，有 厂( )≥ 厂(j)+ 厂( ) ( — 

)，又 为 min{ 厂( ) ： E X}的有 限最优解 ， 

所 以 厂( ) 32 ≤ 厂( ) 32对所 有 32 E X成 立 ．因 

而有 厂( )≥ f(Yc)+ 厂( ) ( — )≥ 厂( )+ 

厂( ) ( ～ )一 f(Tr)，所 以 为 厂( )在 上的 

最优解 。 

6 算法描述 

stepO 设 B 为 仿 射 基 ，z E RiSimB 为 

min{厂( )： E SimB)的最优解 。 

stepl 求解 min{ f(x )Tx： E X)，得 X的 
一 个 极 点 32。若 f(x ) ( — )一 0，则 为 

厂( )在 上的最 优解 ；否则转 step2。 

step2 若 厂( )< f(x )，令 一 ，B 一 

{ }，SimB = { }，转 stepl；否则转 step3。 

step3 令B—B U { }垒 { ， ，⋯ ， }，D一 

( ， 。，⋯ ， )。 

step4 求解 rain{／’( )： E AffB}，得最优解 

， — D ，e 一 l， 一 ( ，⋯ ，w )̂ ，w > 0， 

1)若 W > 0( — l，2，⋯ ，志一 1)，则 为 _厂( ) 

在 SimB上 的最 优解 ，令 一 转 step1。 

2)若 ≥ 0，但存在 ，===0．令 — j，转 step5。 

3)若 有 ，< 0，计 算 — 。 + (1一 九) ． 

f W， 1 
一max<一 _ ：W， < 0 ，转 step5。 

l Wi— Wt? j 

step5 去掉 的非有效 极点 ，得到一个新 的仿 

射基 ，记作 B，且 z E RiSimB， 

1)若 SimB为零维 的， 为 厂( )在 SimB上 的最 

优解 ，令 一 ，B — B，转 stepl。 

2)若 SimB 的维数 大于零 ，则 令 一 ，B — 

B，转 step4。 

7 算法的有限终止性 

定理 9 以上描述 的算法 是有 限步终止 的。 

证 明 

上 面所述算 法 ，每 次总 能求 得 目标 函数 在某 个 

单 纯形上的最优解 ，且每 次求得 的最优解 严格递减 ， 

由引理 1，不论 可行域 是否有 界 ，问题总等 价于 一个 

有界可 行域上 的优 化 问题 ，因而 分解 的单纯 形 个数 

只有有限个 ，所 以该算法 是有限步终止 的 。 

8 算例与结论 

本算法使用线性 规划和无约束 正定二次规划 迭 

代 来求解一 般正 定二 次规 划 问题 ，尤其 当原 问题 约 

束 为块对 角状或 阶梯 状等 结构 时 ，其等 价 的有界 域 

问题 并不 改变原 问题 约束 的结 构 ，所 以可采用 分解 

算法求解 线性规划 ，因而适合 处理大型 问题 。算例 表 

明算法 是有效的 。 

参考文献 ： 

1 BAZARRA M  S，SHETTY C M ． Nonlinear Program— 

ming：Theory and Algorithm[M]．New York：John Wi— 

ley＆_Sons，1 979． 

L23 DANTZ1G G B，W OI FE P．The decomposition algo— 

rithm for linear programs[J]．Econometrica，1 961，29： 

767—778． 

-

32 VON HOHENBAI KEN B．A finite algorithm tO maxi— 

mize certain pseudoconcave functioris on polytopes[J]． 

Math Programming，1975，(9)：189—206． 

(编 辑 亢小 玉) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


628 西北 大 学学 报 (自然科学 版) 第 33卷 

A region decomposition method 

to sol ve positive definite quadratic programming 

LIU Xiao—dong ．LIU Zhe ，ZHANG I ei 

(]．Department of Applied Mathematics，．Northwestern Polyteehnical Unix ersity，Xi an 71 0072，China；2．Department of Corn 

puter Science，Northwest U niversity，Xi an 710069，China) 

Abstract：A region decomposition method to solve a positive definite quadratic programming is presented．It 

proved that any positive definite quadratic programming is equivalent IO a positive definite quadratic program— 

ruing in a boundary region．In the algorithm ．the feasible region is decomposed into a series of simplice and iter— 

ating the optimal solutions in the simplice to the optimal solution of the original problem．There are some advan— 

tages：① To find the minimum of a positive definite quadratic function in a simplex is equix alent to a non—con— 

strained problem． eta,J．The simplex is constructed by solving a linear problem．Numerical simulation shows that 

the method is feasible and can be used to solve the large—scale problems． 

Key words：positive definite quadratic programming；sin-plex；affine manifold；optimal solution 
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