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犖犃样本密度函数估计一致渐近正态性的收敛速度
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摘要：在平稳ＮＡ样本下，讨论了未知密度函数估计的一致渐近正态性．在适当的条件下给出了

该密度函数估计一致渐近正态性的收敛速度．这个速度几乎达到狀－１
／６．
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１　引言

设｛犡狀；狀≥１｝是实值平稳随机变量序列，具有未知概率密度函数犳，考虑密度核估计

犳狀（狓）＝
１

狀犺狀∑
狀

犻＝１

犓（
狓－犡犻
犺狀

）， （１．１）

其中犓（·）是一已知的密度函数，窗宽参数犺狀 满足犺狀→０（狀→＋∞）．

ＪｏａｇＤｅｖ和Ｐｒｏｓｃｈａｎ
［１］给出正负相协（ＰＡ，ＮＡ）变量的定义，并指出在实际中常见的

ＮＡ变量有：服从置换分布的样本，对有限总体不放回抽样的样本，独立随机样本的次序统

计量，服从具有负相关系数的多元正态分布的样本等．Ｒｏｕｓｓａｓ
［２］对正负相协变量的研究做

了一个比较全面的论述，指出了相协变量在可靠性理论、概率过程、随机过程、多元统计、空

间统计等领域中有广泛的应用，而且在大气、地质、海洋生物、经济等领域也有着十分重要的

应用。近几年来国内外的学者对相协样本有关渐近正态性进行了一定的研究，如：Ｒｏｕｓ

ｓａｓ
［３］研究了ＮＡ样本下随机场的分布函数的光滑估计的渐近正态性；ＣａｉＺＷ 和Ｒｏｕｓ

ｓａｓ
［４］研究了相协样本下的分布函数的光滑估计的ＢｅｒｒｙＥｓｓｅｎ界；Ｒｏｕｓｓａｓ

［５］得到了 ＮＡ

样本下的密度函数核估计的渐近正态性。但到目前为止，尚未见到有关ＮＡ样本密度函数

估计一致渐近正态性的收敛速度的研究．从而本文着手对ＮＡ样本密度函数核估计的一致

渐近正态性的收敛速度问题进行了研究，得到较满意的收敛速度。

定义１．１　称实值随机变量犡１，犡２，…，犡狀（狀≥２）是ＮＡ的，如果对于｛１，２，…，狀｝的任

何两个不相交的非空子集犃１ 与犃２，都有：Ｃｏｖ（犳１（犡犻，犻∈犃１），犳２（犡犼，犼∈犃２））≤０．其中犳１

与犳２ 是任何两个使得协方差存在且对每个变元均非降（或对每个变元均非升）的函数。称
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随机变量序列｛犡犼，犼∈犖｝是ＮＡ序列，若对于每个狀（狀≥１），变量犡１，犡２，…，犡狀 都是 ＮＡ

的。

２　假设条件、记号和主要结果

首先我们给出一些假设条件．

条件（Ａ１）

（ｉ）设犡１，犡２，…，是平稳随机变量序列，具有未知概率密度函数犳（狓）；

（ｉｉ）设犡１，犡２，…，是ＮＡ序列；

（ｉｉｉ）设犡１，犡２，…，具有有限二阶矩，即犈犡犻
２
＜＋∞且狌（１）＜＋∞，其中狌（狀）＝∶∑

＋∞

犼＝狀

狘Ｃｏｖ（犡１，犡犼＋１）狘；

（ｉｖ）设随机变量犡１，犡犼＋１的联合密度函数为犳１，犼，对任意的狌，狏，∈犚 和犼≥１，有

狘犳１，犼（狌，狏）－犳（狌）犳（狏）狘≤犮．

　　条件（Ａ２）　设犓（·）是已知的密度核函数满足

（ｉ）犓（狌）≤犆，狌∈犚；ｌｉｍ
｜狌｜→＋∞

（｜狌｜犓（狌））＝０；

（ｉｉ）犓（狌）是绝对连续的函数，ｓｕｐ
狌∈犚
｜犓′（狌）｜≤犅．

条件（Ａ３）　设０＜狆＝狆狀＜狀，０＜狇＝狇狀＜狀是均趋向＋∞（狀→∞）正整数列．记犽＝

［狀／（狆＋狇）］，０≤犽＝犽狀
狀→＋∞

→ ＋∞，其中［狓］为狓的整数部分．则犽（狆＋狇）≤狀，犽（狆＋狇）／狀

狀→＋∞
→ １．并且狆狀，狇狀，犽狀 还满足下列条件

（ｉ）狆狀犽狀／狀
狀→＋∞

→ １，狆狀犺狀
狀→＋∞

→ ０，狌（狇狀）／犺
３
狀→０；

（ｉｉ）Ψ１狀＝∶狇狆
－１＋狇

２
狆
－１犺狀→０，Ψ２狀＝∶

狆
狀
→０，Ψ３狀＝∶狀狆

ε犺狀
（θ－１）／（θ＋１） １

狀犺（ ）狀
３θ－１
２（θ＋１）

→０，

其中θ＞１，ε为任意小的正数．

其次给出一些记号

犓狀犼（狓）＝犓（
狓－犡犼
犺狀

），　σ狀
２
＝Ｖａｒ［犳狀（狓）］，　犣狀犼 ＝

１

狀犺σ狀
（犓狀犼－犈犓狀犼）． （２．１）

犳狀（狓）＝
１

狀犺∑
狀

犼＝１

犓狀犼（狓），　犛狀 ＝
犳狀（狓）－犈犳狀（狓）

σ狀
＝
∑
狀

犼＝１

（犓狀犼－犈犓狀犼）

狀犺σ狀
＝∑

狀

犼＝１

犣狀犼．

（２．２）

利用大（狆）、小（狇）块分割原理，犛狀可分解为

犛狀 ＝犛狀′＋犛狀″＋犛狀， （２．３）

其中

犛狀′＝∑
犽

犿＝１

狔狀犿，　犛狀″＝∑
犽

犿＝１

狔′狀犿，　犛狀＝狔′狀犽＋１，

狔狀犿 ＝ ∑

犽犿＋狆－１

犼＝犽犿

犣狀犼，　狔狀犿′＝ ∑

犾犿＋狇－１

犼＝犾犿

犣狀犼，　狔′狀犽＋１ ＝ ∑
狀

犼＝犽（狆＋狇）＋１

犣狀犼，
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犽犿 ＝ （犿－１）（狆＋狇）＋１，犾犿 ＝ （犿－１）（狆＋狇）＋狆＋１，　犿＝１，…，犽． （２．４）

　　最后给出本文的主要结果。

令犉狀（狌）＝犘（犛狀＜狌），Φ（狌）是标准正态分布犖（０，１）分布函数，则有

定理２．１　若条件（Ａ１）－（Ａ３）满足．如果狌（狀）≤犆狀
－θ（θ＞１），则

ｓｕｐ
狌
狘犉狀（狌）－Φ（狌）狘≤犆 Ψ

１／３
１狀 ＋Ψ

１／３
２狀 ＋Ψ３狀＋

狌（狇）

犺３（ ）狀

１／

｛ ｝
３

．

　　注２．１　在定理２．１中，为达到该收敛速度，条件狌（狀）≤犆狀
－θ（θ＞１）是必要的．设

珘狌（狀）＝∶∑
＋∞

犼＝狀

狘Ｃｏｖ（犡１，犡犼＋１）狘
１／３，

易得狌（狀）≤犆珘狌（狀）．当珘狌（狀）＝犗（狀
－α）（α＞０），珘狌（狀）＝犗（狀

－α）（α＞１），珘狌（狀）＝犗（ｅ
－β狀）（β＞

０），分别得到文献Ｃａｉ和Ｒｏｕｓｓａｓ
［４］中的推论２．３，推论２．４和推论２．５．

推论２．１　若条件（Ａ１）和 （Ａ２）成立，狌（狀）≤犆狀
－θ（θ＞１），犺狀＝犆狀

－τ（０＜τ≤１）．当θ，

τ满足ｍａｘ｛
１

２
＋
３τ
２θ
，３τ－１
２
＋
６

θ＋１
，１＋θ＋３τ
２θ＋１

｝＜τ，ρ满足 ｍａｘ｛
１

２
＋
３τ
２θ
，３τ－１
２

＋
６

θ＋１
，

１＋θ＋３τ
２θ＋１

｝＜ρ＜τ，则

ｓｕｐ
狌
狘犉狀（狌）－Φ（狌）狘＝犗（狀

－（１－ρ）／３）．

　　注２．２　在推论２．１中，取θ＝３６，ρ＝
２

３
，τ＝

２

３
＋，而０＜＜

１

９×３７
．容易验证

ｍａｘ｛
１

２
＋
３τ
２θ
，３τ－１
２
＋
６

θ＋１
，１＋θ＋３τ
２θ＋１

｝＜ρ＜τ．从而

ｓｕｐ
狌
狘犉狀（狌）－Φ（狌）狘＝犗（狀

－１／９）．

　　注２．３　在推论２．１中，如果θ充分大，τ≤
２

３
，只要τ，ρ满足

１

２
＜ρ＜τ≤

２

３
．则当ρ≈

１

２
有

ｓｕｐ
狌
狘犉狀（狌）－Φ（狌）狘≈犗（狀

－１／６）．

　　注２．４　文中得到的ＮＡ下的收敛速度狀
－１／６，比独立同分布下的收敛速度狀－１

／２慢，这

主要是ＮＡ样本的协方差较难处理造成的．

３　主要引理

下面给出在证明过程中要用到的一些引理和结果，它们分别为

引理３．１　设｛犡犼：１≤犼≤狀｝是ＮＡ随机变量列，犕 和犑是｛１，２，…，狀｝的两个互不相交

的子集，犵：犚＃犕
→犚和犺：犚＃犑

→犚是具有有界偏导的函数．则

狘Ｃｏｖ（犵（犡犻：犻∈犕），犺（犡犼：犼∈犑））狘≤∑
犻∈犕
∑
犻∈犑

‖
犳
狋犻
‖∞‖

犵
狋犼
‖∞狘Ｃｏｖ（犡犻，犡犼）狘．

　　引理３．２　设２＜狆＜狉＜＋∞，犳是绝对连续的函数，满足ｓｕｐ
狓∈犚
｜犳′（狓）｜≤犅．｛犡狀，狀≥

１｝是ＮＡ随机变量列，有犈犳（狓狀）＝０和‖犳（犡狀）‖狉∶＝（犈犳｜狓狀｜
狉）１／狉＜＋∞．令

狌（狀）＝ｓｕｐ
犻≥１ ∑犼：狘犼－犻狘≥狀

狘Ｃｏｖ（犡犼，犡犻）狘＜＋∞，　狀≥０．

５４６Ｎｏ．５　　　　李永明等：ＮＡ样本密度函数估计一致渐近正态性的收敛速度



若狌（狀）≤犆狀
－θ，其中犆＞０和θ＞０．则对任意的ε＞０，存在犓＝犓（ε，狉，狆，θ）＜＋∞，有

犈狘∑
狀

犻＝１

犳（犡犻）狘狆 ≤犓｛狀
１＋εｍａｘ

犻≤狀
犈狘犳（犡犻）狘狆＋（狀ｍａｘ

犻≤狀∑
狀

犼＝１

狘Ｃｏｖ（犳（犡犻），犳（犡犼））狘
狆／２）

＋狀
１＋εｍａｘ

犻≤狀
‖犳（犡犻）‖

狉（狆－２）／（狉－２）
狉 （犅２犆）

（狉－狆）／（狉－２）｝．

这里θ≥（狉－１）（狆－２）／（狉－狆）．

引理３．３　设条件（Ａ１）－（Ａ３）成立，则有

狀犺狀σ狀
２
→犳（狓）∫犚

犓２（狌）ｄ狌＝∶σ
２，　

１

犺狀
Ｖａｒ犓（

狓－犡犼
犺狀（ ））→σ２．

　　注３．１　由引理３．３得狀犺狀σ狀
２
≤犆．

下面的引理是［７］的Ｅｓｓｅｅｎ定理．

引理３．４　令犉（狌）和犌（狌）是分布函数，犳（狋）和犳
～
（狋）特征函数分别为犉（狌）和犌（狌）．当

犫＞１／２和任意的犜＞０有

ｓｕｐ
狌
狘犉（狌）－犌（狌）狘≤犫∫

犜

－犜
狘
犳（狋）－犳

～
（狋）

狋
狘ｄ狋＋犫犜ｓｕｐ

狌∫狘狔狘≤犮（犫）／犜狘犌（狌＋狔）－犌（狌）狘，
其中犮（犫）是仅仅与犫有关的正常数．

４　辅助结果

引理４．１　设条件（Ａ１）－（Ａ３）成立，则

犈（犛狀″）
２
≤犆Ψ１狀，　犈（犛狀）

２
≤犆Ψ２狀． （４．１）

　　 证　根据上面的记号得

犈（犛″狀）
２
≤∑

犽

犿＝１
∑

犾犿＋狇－１

犼＝犾犿

Ｖａｒ（犣狀犼）＋２∑
犽

犿＝１
∑

犾犿≤犻＜犼≤犾犿＋狇－１

狘Ｃｏｖ（犣狀犻，犣狀犼）狘

＋２ ∑
１≤犿１＜犿２≤犽

狘Ｃｏｖ（狔′狀犿
１
，狔′狀犿

２
）狘＝∶犑１＋犑２＋犑３．

首先由引理３．３得

Ｖａｒ（犣狀犼）≤
１

（狀犺狀σ狀）
２Ｖａｒ（犓（

狓－犡犼
犺狀

））≤
犆

（狀σ狀）
２犺狀
≤犆狀

－１，

因此

犑１ ≤犆
犽狇
狀
≤犆狇狆

－１．

再由条件Ａ１（ｉｖ）得

狘Ｃｏｖ（犓狀犻，犓狀犼）狘＝犺
２
狀狘∫犚

２
犓（狌）犓（狏）［犳１，犼（狓－犺狀狌），狓－犺狀（狏）

－犳（狓－犺狀狌）犳（狓－犺狀狏）］ｄ狌ｄ狏狘≤犆犺
２
狀．

根据３．１，条件Ａ２（ｉｉ）及平稳性得

犑２≤
２

（狀犺狀σ狀）
２∑

犽

犿＝１
∑

犾犿≤犻＜犼≤犾犿＋狇－１

狘Ｃｏｖ（犓狀犻，犓狀犼）狘
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≤
２

（狀犺狀σ狀）
２∑

犽

犿＝１
∑

１≤犻＜犼≤狇

狘Ｃｏｖ（犓狀犻，犓狀犼）狘≤犆
狇
２犽犺狀
狀

≤犆狇
２
狆
－１犺狀．

最后利用Ｒｏｕｓｓａｓ
［５］中引理３．２的证明方法知

狘Ｃｏｖ（狔′狀１，狔′狀，犾＋１）狘≤
狇犅

２

狀２犺４狀σ
２
狀
∑

犾（狆＋狇）＋（狇－１）

狉＝犾（狆＋狇）－（狇－１）

狘Ｃｏｖ（犡犻，犡狉＋１）狘，

因此

∑
１≤犻＜犼≤犽

狘Ｃｏｖ（狔′狀犻，狔′狀，犾＋１）狘＝∑
犽－１

犾＝１

（犽－犾）狘Ｃｏｖ（狔′狀１，狔′狀，犾＋１）狘≤犽∑
犽－１

犾＝１

狘Ｃｏｖ（狔′狀１，狔′狀，犾＋１）狘

≤
狇犅

２

狀２犺４狀σ
２
狀
∑
犽－１

犾＝１
∑

犾（狆＋狇）＋（狇－１）

狉＝犾（狆＋狇）－（狇－１）

狘Ｃｏｖ（犡犻，犡狉＋１）狘≤犆
狇狆

－１

犺３狀
狌（狆）．

由Ψ１狀→０及狇≤狆．根据狌（狇）／犺
３
狀→０得狌（狆）／犺

３
狀→０．从而

犈（犛狀″）
２
≤犆｛狇狆

－１
＋狇

２
狆
－１犺狀＋

狇狆
－１

犺３狀
狌（狆）｝≤犆｛狇狆

－１
＋狇

２
狆
－１犺狀｝＝犆Ψ１狀． （４．２）

再由平稳性得

犈（犛狀）
２
≤
狀－犽（狆＋狇）
（狀犺狀σ狀）

２ Ｖａｒ（犓狀１）＋
２

（狀犺狀σ狀）
２ ∑
１≤犻＜犼≤狆

狘Ｃｏｖ（犓狀犻，犓狀犼）狘

≤犆｛
狆
狀
＋
狆
２犺狀
狀
｝≤犆

狆
狀
＝∶犆Ψ２狀． （４．３）

从而引理得证． 

引理４．２　令狊狀
２
∑

犽

犿＝１

Ｖａｒ（狔狀犿），若条件 （Ａ１），（Ａ２）和（Ａ３）成立，则

狘狊狀
２
－１狘≤犆 Ψ１狀

１／２
＋Ψ２狀

１／２
＋
１

犺３狀
狌（狇｛ ｝）．

　　证　令π狀 ＝ ∑
１≤犻＜犼≤犽

Ｃｏｖ（狔狀犻，狔狀犼）．易得

狊狀
２
＝犈（犛狀′）

２
－２π狀，　犈（犛狀）

２
＝１． （４．４）

　　首先，由于

犈（犛狀′）
２
＝犈［犛狀－（犛狀″＋犛狀）］

２
＝１＋犈（犛狀″＋犛狀）

２
－２犈［犛狀（犛狀″＋犛狀）］． （４．５）

而由引理４．１得

犈（犛狀″＋犛狀）
２
≤２［犈（犛狀″）

２
＋犈（犛狀）

２］≤犆（Ψ１狀＋Ψ２狀）， （４．６）

犈［犛狀（犛狀″＋犛狀）］≤犈
１／２（犛２狀）犈

１／２（犛狀″＋犛狀）
２
≤犆（Ψ

１／２
１狀 ＋Ψ

１／２
２狀 ）． （４．７）

从而由（４．５）－（４．７）式及条件（Ａ３）得

狘犈（犛狀′）
２
－１狘≤犆（Ψ

１／２
１狀 ＋Ψ

１／２
２狀 ）． （４．８）

　　其次，类似于Ｒｏｕｓｓａｓ
［５］中的引理３．３的计算得

狘π狀狘≤犅
２ 犽狆
狀２犺４狀σ

２∑
＋∞

狉＝狇

狘Ｃｏｖ（犡１，犡狉＋１）狘≤犆
１

犺３狀
狌（狇）． （４．９）

　　最后，联合（４．４），（４．８）和（４．９）式证得所要的结果． 

假设｛η狀犿，犿＝１，…，犽｝是独立随机变量且与狔狀犿同分布的犿＝１，…，犽．记犕狀＝∑
犽

犿＝１
η狀犿，

犅狀 ＝∑
犽

犿＝１

Ｖａｒ（η狀犿）．犎狀（狌），犌狀（狌）和珟犌狀（狌）分别是犛狀′，犕狀／ 犅槡 狀和犕狀 的分布函数．显然
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犅狀 ＝狊
２
狀，　珟犌狀（狌）＝犌狀（狌／狊狀）． （４．１０）

　　引理４．３　在定理２．１的条件下有

ｓｕｐ
狌
狘犌狀（狌）－Φ（狌）狘≤犆Ψ３狀． （４．１１）

　　证　由条件（Ａ２）（ｉ）和引理３．３知，对任意的狉＞２有犈｜犓狀１｜
狉
≤犆犺狀．由引理３．２，对任

意的ε＞０，存在犆１＝犆１（ε，狉，δ，θ）＜＋∞，使得

∑
犽

犿＝１

犈狘η狀犿狘
２＋δ
＝∑

犽

犿＝１

犈狘狔狀犿狘
２＋δ
＝∑

犽

犿＝１

狘犈狘∑

犽犿＋狆－１

犻＝犽犿

狘犣狀犻狘
２＋δ

≤犆１∑
犽

犿＝１

｛狆
１＋ε犈狘犣狀１狘

２＋δ
＋（狆 ｍａｘ

犽犿≤犻≤犽犿＋狆－１
∑

犽犿＋狆－１

犼＝犽犿

狘Ｃｏｖ（犣狀犻，犣狀犼）狘）
（２＋δ）／２

＋狆
１＋ε
‖犣狀１‖

（狉δ）／（狉－２）
狉 （犅２犆）

（狉－（２＋δ））／（狉－２）｝

≤犆×犽狆
１＋ε犺狀

１

狀犺（ ）狀
１＋δ／２

＋
狆
２犺狀（ ）狀

１＋δ／２

＋狆
１＋ε 犺狀
（狀犺狀）

狉／（ ）２
δ／（狉－２

｛ ｝
）

，

这里θ≥δ（狉－１）／（狉－（２＋δ））．取δ＝１，θ＝（狉－１）／（狉－３），得狉＝
３θ－１

θ－１
．从而有

∑
犽

犿＝１

犈狘η狀犿狘
３
≤犆犽 狆

１＋ε犺狀
１

狀犺（ ）狀
３／２

＋
狆
２犺狀

２

狀犺（ ）狀

３／２

＋狆
１＋ε犺

（θ－１）／（θ＋１）
狀

１

狀犺（ ）狀
３θ－１
２（θ＋１

｛ ｝
）

≤犆狀狆
ε犺

（θ－１）／（θ＋１）
狀

１

狀犺（ ）狀
３θ－１
２（θ＋１）

＝犆Ψ３狀，

由 ３θ－１
２（θ＋１）

＜３／２，
θ－１

θ＋１
＜１和狆犺狀→０得知，引理４．２意味着犅狀＝狊狀→１，因此

１

犅３槡 狀
∑
犽

犿＝１

犈狘η狀犿狘
３
≤犆Ψ３狀．

再由ＢｅｒｒｙＥｓｓｅｅｎ定理，引理得证． 

引理４．４　在定理２．１的条件下有

ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－珟犌狀（狌）狘≤犆｛Ψ３狀＋

狌
１
３（狇）

犺狀
｝． （４．１２）

　　证　记ψ（狋）和φ（狋）分别是犛狀′和犎狀 的特征函数．显然

ψ（狋）＝犈（ｅｘｐ｛犻狋犎狀｝）＝∏
犽

犿＝１

犈ｅｘｐ｛犻狋η狀犿｝＝∏
犽

犿＝１

犈ｅｘｐ｛犻狋狔狀犿｝．

采用Ｒｏｕｓｓａｓ
［５］中（４．５）式的证明方法得

狘ψ（狋）－φ（狋）狘≤８犅
２ 狋２

狀２犺狀
４
σ狀
２狆犽 ∑

（犽－１）（狆＋狇）＋狆

犼＝（狆＋狇）＋１

狘Ｃｏｖ（犡１，犡犼）狘

≤犆狋
２狆犽

狀犺３狀
狌（狇）≤犆狋

２狌（狇）

犺３狀
． （４．１３）

　　由引理３．４（令犫＝１），对任意的犜＞０有

ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－珟犌狀（狌）狘≤∫

犜

－犜
狘ψ
（狋）－φ（狋）

狋
狘＋犜ｓｕｐ

狌∫狘狔狘≤犮／犜狘珟犌狀（狌＋狔）－珟犌狀（狌）狘ｄ狔
＝∶犐１狀＋犐２狀． （４．１４）
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由（４．１３）式得

犐１狀 ≤犆
狌（狇）

犺３狀∫
犜

－犜
狘狋狘ｄ狋≤犆

狌（狇）

犺３狀
犜２， （４．１５）

注意到珟犌狀（狌）＝犌狀（狌／狊狀），由引理４．３得

ｓｕｐ
狌
狘珟犌狀（狌＋狔）－珟犌狀（狌）狘

≤ｓｕｐ
狌
狘犌狀（（狌＋狔）／狊狀）－Φ（（狌＋狔）／狊狀）狘

＋狘Φ（（狌＋狔）／狊狀）－Φ（狌／狊狀）狘＋狘犌狀（狌／狊狀）－Φ（狌／狊狀）狘

≤２ｓｕｐ
狌
狘犌狀（狌）－Φ（狌）狘＋狘Φ（（狌＋狔）／狊狀）－Φ（狌／狊狀）狘

≤犆｛Ψ３狀＋狘狔狘／狊狀｝≤犆｛Ψ３狀＋狘狔狘｝．

故

犐２狀 ≤犆犜∫狘狔狘≤犮／犜｛Ψ３狀＋狘狔狘｝ｄ狔≤犆｛Ψ３狀＋１／犜｝． （４．１６）

结合（４．１４）－（４．１６）式，选取犜＝狌－１
／３（狇）犺狀得

ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－珟犌狀（狌）狘≤犆｛狌（狇）犜

２／犺３狀＋Ψ３狀＋１／犜｝≤犆｛Ψ３狀＋
狌
１
３（狇）

犺狀
｝，

引理证毕． 

引理４．５　设｛ξ狀：狀≥１｝和｛η狀：狀≥１｝是两列随机变量，γ狀：狀≥１正常数序列，γ狀→０（狀

→∞）．若

ｓｕｐ
狌
狘犉ξ狀 －Φ（狌）狘≤犆γ狀， （４．１７）

则对任意的ε＞０有

ｓｕｐ
狌
狘犉ξ狀＋η狀（狌）－Φ（狌）狘≤犆｛γ狀＋ε＋犘（狘η狀狘≥ε）｝． （４．１８）

　　证　注意到

｛ξ狀＋η狀 ＜狌｝＝ ｛ξ狀＋η狀 ＜狌，狘η狀狘＜ε｝∪ ｛ξ狀＋η狀 ＜狌，狘η狀狘≥ε｝＝∶犃１ ∪犃２．

由于

犘（犃１）≤犘（ξ狀 ＜狌＋ε，狘η狀狘＜ε）≤犘（ξ狀 ＜狌＋ε）

且

犘（犃１）≥犘（ξ狀 ＜狌－ε，狘η狀狘＜ε）≥犘（ξ狀 ＜狌－ε）－犘（狘η狀狘≥ε）．

因此

犘（ξ狀 ＜狌－ε）－犘（狘η狀狘≥ε）＋犘（犃２）≤犉ξ狀＋η狀（狌）≤犘（ξ狀 ＜狌＋ε）＋犘（犃２）．

从而

狘犉ξ狀＋η狀（狌）－Φ（狌）狘≤狘犉ξ狀（狌＋ε）－Φ（狌）狘＋狘犉ξ狀（狌－ε）－Φ（狌）狘＋犘（狘η狀狘≥ε）

＝∶犑１狀（狌）＋犑２狀（狌）＋犘（狘η狀狘≥ε）犘（狘η狀狘≥ε）． （４．１９）

由（４．１７）式得

ｓｕｐ
狌
犑１狀（狌）≤ｓｕｐ

狌
狘犉ξ狀（狌＋ε）－Φ（狌＋ε）狘＋ｓｕｐ

狌
狘犉ξ狀（狌＋ε）－Φ（狌）狘

≤ｓｕｐ
狌
狘犉ξ狀（狌）－Φ（狌）狘＋ｓｕｐ

狌
狘犉ξ狀（狌＋ε）－Φ（狌）狘

≤犆｛γ狀＋ε｝． （４．２０）

同理可得
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ｓｕｐ
狌
犑２狀（狌）≤犆｛γ狀＋ε｝． （４．２１）

由（４．１９）－（４．２１）式引理得证． 

５　主要结果的证明

定理２．１的证明　由于

　ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－Φ（狌）狘

≤ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－珟犌狀（狌）狘＋ｓｕｐ

狌
狘珟犌狀（狌）－Φ（狌／ 犅槡 狀）狘＋ｓｕｐ

狌
狘Φ（狌／ 犅槡 狀）－Φ（狌）狘

＝∶犑１狀＋犑２狀＋犑３狀． （５．１）

利用引理４．２，引理４．３，引理４．４得

犑１狀 ≤犆｛Ψ３狀＋
狌
１
３（狇）

犺狀
｝， （５．２）

犑２狀 ＝ｓｕｐ
狌
狘犌狀（狌／ 犅槡 狀）－Φ（狌／ 犅槡 狀）狘＝ｓｕｐ

狌
狘犌狀（狌）－Φ（狌）狘≤犆Ψ３狀

和

犑３狀 ≤犆狘狊狀
２
－１狘≤犆（Ψ

１／２
１狀 ＋Ψ

１／２
２狀 ＋

１

犺３狀
狌（狇））． （５．３）

联合（５．１）－（５．３）式和引理４．２得

ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－Φ（狌）狘≤犆｛Ψ３狀＋

狌
１
３（狇）

犺狀
＋Ψ

１／２
１狀 ＋Ψ

１／２
２狀 ＋

１

犺３狀
狌（狇）｝． （５．４）

由引理４．５得

ｓｕｐ
狌
狘犉狀（狌）－Φ（狌）狘

＝ｓｕｐ
狌
狘犉犛狀′＋（犛狀″＋犛狀）（狌）－Φ（狌）狘

≤犆｛ｓｕｐ
狌
狘犎狀（狌）－Φ（狌）狘＋μ＋犘（狘（犛狀″＋犛狀）狘≥μ）｝

≤犆｛Ψ３狀＋
狌
１
３（狇）

犺狀
＋Ψ

１／２
１狀 ＋Ψ

１／２
２狀 ＋

１

犺３狀
狌（狇）＋μ＋犘（狘（犛狀″＋犛狀）狘≥μ）｝． （５．５）

令μ＝ Ψ１狀＋Ψ２（ ）狀
１／３，由马尔可夫不等式和引理４．１得

犘（狘犛狀″＋犛狀狘≥μ）≤犘（狘犛狀″狘≥
１

２μ
）＋犘（狘犛狀狘≥

１

２μ
）≤

犈（犛狀″）
２

（１
２μ
）２
＋
犈（犛狀）

２

（１
２μ
）２

≤犆 Ψ１狀＋Ψ２（ ）狀
１／３
≤犆Ψ

１／３
１狀 ＋Ψ

１／３
２狀 ． （５．６）

把（５．６）式代入（５．５）式得

ｓｕｐ
狌
狘犉狀（狌）－Φ（狌）狘≤犆｛Ψ３狀＋

狌
１
３（狇）

犺狀
＋Ψ

１／２
１狀 ＋Ψ

１／２
２狀 ＋

１

犺３狀
狌（狇）＋Ψ

１／３
１狀 ＋Ψ

１／３
２狀 ｝

≤犆 Ψ
１／３
１狀 ＋Ψ

１／３
２狀 ＋Ψ３狀＋

狌（狇）

犺３（ ）狀

１／

｛ ｝
３

．

从而定理２．１证毕． 

推论２．１的证明　取狆＝［狀ρ］，狇＝［狀
２ρ－１］，则

狆狀犽狀／狀～狀ρ
＋１－ρ－１ ＝１，　狆狀犺狀 ≤犆狀ρ

－τ
→０；
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狌（狇狀）／犺
３
狀 ≤犆狇

－θ狀３τ≤犆狀
－（２ρ－１）θ＋３τ→０；

Ψ
１／３
１狀 ≤犆（狀ρ

－１
＋狀

３ρ－２－τ）１／３；　Ψ
１／３
２狀 ≤犆狀

－（１－ρ）／３；

Ψ３狀 ≤犆狀
１＋ερ－τ（θ－１）／（θ＋１）·狀－

（１－τ）（３θ－１）／２（θ＋１）
＝犆狀

－（１／２－ερ－τ／２－２／（θ＋１））．

　　由
３τ－１
２
＋
６

θ＋１
＜ρ，得知对充分小的ε有（１－ρ）／３＜１／２－ερ－τ／２－２／（θ＋１）．

注意到０＜τ≤１，则τ≤（τ＋１）／２．由ρ＜τ≤（τ＋１）／２，得１－ρ≤２＋τ－３ρ．

又由ρ＞
１＋θ＋３τ
２θ＋１

得，１－ρ＜（２ρ－１）θ－３τ．从而

Ψ
１／３
１狀 ≤犆狀

－（１－ρ）／３，　Ψ３狀 ≤犆狀
－（１－ρ）／３，狌（狇狀）／犺

３
（ ）狀

１／３
≤犆狀

－（１－ρ）／３．

故条件（Ａ３）满足．从而由定理２．１证得推论． 
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