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犙过程的μ不变测度———含吸收态情形


吴群英

（桂林工学院数理系　桂林５４１００４）

摘要：设犙＝｛狇犻犼；犻，犼∈犈｝是可数集犈上的全稳定犙矩阵，其中犈＝犆∪｛０｝，犆为不可约集，｛０｝

为吸收态，犿＝｛犿犼；犼∈犆｝是犙的有限μ不变测度，当犙非保守和保守时，该文分别给出存在犙

过程犘（狋），使犿是犘（狋）的μ不变测度的充分必要条件，并具体构造出犙过程犘（狋）．

关键词：犙过程；μ次不变测度；μ不变测度；吸收态．
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１　引言

设犈是可数集，如实数集犙＝｛狇犻犼；犻，犼∈犈｝满足

０≤狇犻犼 ＜ ∞，　犻≠犼，犻，犼∈犈，

∑
犼≠犻

狇犻犼 ≤－狇犻犻 狇犻＜ ∞，　犻∈犈，

则称犙是全稳定犙矩阵．进一步，如

∑
犼≠犻

狇犻犼 ＝狇犻，　犻∈犈，

则称犙是保守的．

称定义在［０，∞）上的实值函数犘（狋）＝｛狆犻犼（狋）；犻，犼∈犈｝为标准转移函数（或过程），如果

　　　　狆犻犼（狋）≥０，　犻，犼∈犈，狋≥０，

　　　　∑
犼∈犈

狆犻犼（狋）≤１，犻∈犈，狋≥０，

狆犻犼（狊＋狋）＝∑
犽∈犈

狆犻犽（狊）狆犽犼（狋），犻，犼∈犈，狊，狋≥０，

　 　　　ｌｉｍ
狋↓０
狆犻犼（狋）＝δ犻犼，　犻，犼∈犈．

（１．１）

　　犘（狋）称为诚实的，如果对任意犻∈犈，狋≥０，（１．１）式等号成立；如狆
′
犻犼（０）＝狇犻犼，犻，犼∈犈，则

称犘（狋）是犙过程，任给一个全稳定犙矩阵，犙过程一定存在，例如Ｆｅｌｌｅｒ最小犙过程，但不

一定唯一，［１］给出了唯一性准则．对每一个犙过程，向前、向后不等式成立，即

狆′犻犼（狋）≥∑
犽∈犈

狆犻犽（狋）狇犽犼，犻，犼∈犈，狋≥０， （１．２）

狆′犻犼（狋）≥∑
犽∈犈

狇犻犽狆犽犼（狋），犻，犼∈犈，狋≥０， （１．３）
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　　如（１．２）或（１．３）以等号成立，则称犘（狋）是Ｆ型或Ｂ型的．由Ｆｅｌｌｅｒ［２］和Ｒｅｕｔｅｒ［３］知，

如犙是保守的，则任何犙过程都是Ｂ型的．

设犘（狋）是任一给定的犙过程，定义

ψ犻犼（λ）＝∫
∞

０
ｅ－λ狋狆犻犼（狋）ｄ狋，　犻，犼∈犈，λ＞０，

则称Ψ（λ）＝｛ψ犻犼（λ）；犻，犼∈犈，λ＞０｝为犘（狋）的预解式，Ψ（λ）满足

ψ犻犼（λ）≥０，　犻，犼∈犈，λ＞０， （１．４）

∑
犼∈犈

λψ犻犼（λ）≤１，　犻∈犈，λ＞０， （１．５）

ψ犻犼（λ）－ψ犻犼（β）＋（λ－β）∑
犽∈犈
ψ犻犽（λ）ψ犽犼（β）＝０，　犻，犼∈犈，　λ，β＞０， （１．６）

ｌｉｍ
λ→∞
λψ犻犼（λ）＝δ犻犼，　犻，犼∈犈． （１．７）

　　反过来，任一满足（１．４）－（１．７）的Ψ（λ）必为某一标准转移函数的预解式（参见文［３－

５］），这样，预解式和标准转移函数之间是一一对应的．进一步，（１．５）等号成立当且仅当

犘（狋）是诚实的．此时，也称预解式是诚实的．相应于犘（狋）的犙矩阵犙＝｛狇犻犼；犻，犼∈犈｝，有

ｌｉｍ
λ→∞
λ（λΨ（λ）－犐）＝犙 ，

称满足上式的预解式为犙预解式．同样，犙过程和犙预解式之间也是一一对应的．如Ψ（λ）

满足

（λ犐－犙）Ψ（λ）＝犐（或Ψ（λ）（λ犐－犙）＝犐），

则称Ψ（λ）是Ｂ型（或Ｆ型）预解式，Ｂ型（或Ｆ型）预解式与Ｂ型（或Ｆ型）犙过程一一对应．

最小犙预解式Φ（λ）＝｛犻犼（λ）；犻，犼∈犈，λ＞０｝一定是Ｂ型和Ｆ型预解式．

设犙＝｛狇犻犼；犻，犼∈犈｝是可数集犈上的全稳定犙矩阵，犘（狋）＝｛狆犻犼（狋）；犻，犼∈犈，狋≥０｝是

犙过程，Ψ（λ）＝｛ψ犻犼（λ）；犻，犼∈犈，λ＞０｝是对应的犙预解式．如存在μ≥０，正数集犿＝｛犿犻；

犻∈犈｝使

∑
犻∈犈

犿犻狇犻犼 ≤－μ犿犼，　犼∈犈， （１．８）

则称犿是犙 的μ次不变测度，如上式对犼∈犈等号恒成立，则称犿 是犙 的μ不变测度．

如

　∑
犻∈犈

犿犻狆犻犼（狋）≤ｅ
－μ狋犿犼，　犼∈犈等价于∑

犻∈犈

犿犻（λ＋μ）ψ犻犼（λ）≤犿犼，　 犼∈犈． （１．９）

则称犿是犘（狋）（或Ψ（λ））的μ次不变测度，如上式对任何犼∈犈等号恒成立，则称犿是犘（狋）

（或Ψ（λ））的μ不变测度．

设犉（狋）＝｛犳犻犼（狋）；犻，犼∈犈，狋≥０｝及Φ（λ）＝｛犻犼（λ）；犻，犼∈犈，λ＞０｝分别是最小犙过程和

最小犙预解式，有关以上概念，有如下结果（参见文［６－８］）．

命题　设μ≥０，｛犿犻；犻∈犈｝是正数集，则

（１）｛犿犻；犻∈犈｝是犙 的μ次不变测度的充分必要条件是｛犿犻；犻∈犈｝是犉（狋）（等价于

Φ（λ））的μ次不变测度．

（２）｛犿犻；犻∈犈｝是犉（狋）（等价于Φ（λ））的μ不变测度，等价于｛犿犻；犻∈犈｝是犙的μ不变

测度，且方程

∑
犻∈犈

狔犻狇犻犼 ≤－ν狔犼，　０≤狔犼≤犿犼，　犼∈犈， （１．１０）

对ν＜μ只有零解．

如｛犿犻；犻∈犈｝是犙的μ（次）不变测度，但（１．１０）不成立，则｛犿犻；犻∈犈｝不是犉（狋）的μ不
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变测度，此时，人们自然会问是否存在别的犙过程犘（狋），使｛犿犻；犻∈犈｝是犘（狋）的μ不变测

度．当μ＝０，犙保守，且单流出时，文［９］解决了上问题，文［１０］取消了犙单流出的限制，解

决了上问题．

本文讨论犈含吸收态的情形，下恒设犈＝犆∪｛０｝，犆为不可约集，｛０｝为吸收态，即狇０＝

０，且存在犻∈犆，使狇犻０＞０，由于当犼＝０时，（１．８）成为０＜∑
犻∈犈

犿犻狇犻０≤－μ犿０≤０，这是不

可能的，因此，对有吸收态的犙矩阵，对吸收态不能象（１．８）那样定义犙的μ次不变测度，

而只能在犆上定义，为此，引入如下定义

定义　 设犈＝犆∪｛０｝，犆为不可约集，｛０｝为吸收态，如存在μ≥０，正数集犿＝｛犿犻；犻∈

犆｝使∑
犻∈犆

犿犻狇犻犼 ≤－μ犿犼，　犼∈犆，则称犿是犙（在犆上）的μ次不变测度，如上式对犼∈

犆等号恒成立，则称犿是犙（在犆上）的μ不变测度．如

∑
犻∈犆

犿犻狆犻犼（狋）≤ｅ
－μ狋犿犼，　犼∈犆等价于∑

犻∈犆

犿犻（λ＋μ）ψ犻犼（λ）≤犿犼，　犼∈犆，

则称犿是犘（狋）（在犆上）的μ次不变测度，如上式对任何犼∈犆等号恒成立，则称犿是犘（狋）

（或Ψ（λ））（在犆上）的μ不变测度．如∑
犻∈犆

犿犻＜ ∞，则称犿是有限的．

文［１１］获得当犉诚实（因此，犙保守、零流出、犙过程唯一），μ＞０，则犙的有限μ次不

变测度犿是犉 的μ不变测度当且仅当∑
犻∈犆

犿犻狇犻０ ＝μ∑
犻∈犆

犿犻．

对几乎感兴趣的问题，特别是在应用中，我们所知道的不是转移函数犘（狋），而是犙矩

阵，且在许多实际问题中，犙都是非保守的，所以，无论是在理论上还是应用中，取消犙保

守的限制，对一般情况下的犙矩阵，回答上问题都是非常有意义的．本文对一般情况下的

全稳定犙矩阵（含吸收态，犙保守或非保守），μ＞０，犿是犙 的有限μ不变测度，本文分别给

出存在犙过程犘（狋），使犿是犘（狋）的μ不变测度的充分必要条件，并具体构造出犙过程犘

（狋）．

２　定理及其证明

设犈＝犆∪｛０｝，犆为不可约集，｛０｝为吸收态，即狇０＝０，且存在犻∈犆，使狇犻０＞０，我们

有

定理１　设犙全稳定，非保守，μ＞０，犿＝｛犿犻；犻∈犆｝是犙的有限μ不变测度，则存在犙

过程犘（狋），使犿是犘（狋）的μ不变测度的充分必要条件是

∑
犻∈犆

犿犻狇犻０ ≤μ∑
犻∈犆

犿犻． （２．１）

进一步，如犙保守，则可把条件减弱为犿是关于犙 的有限μ次不变测度，有下面定理

定理２　设犙全稳定、保守，μ＞０，犿＝｛犿犻；犻∈犆｝是关于犙的有限μ次不变测度，则

（１）当犙零流出，则存在唯一的犙过程犉（狋），使犿是犉（狋）的μ不变测度的充分必要

条件是（２．１）式以等号成立．

（２）当犙非零流出，则存在犙过程犘（狋），使犿是犘（狋）的μ不变测度的充分必要条件

是（２．１）式成立．

（３）当犙非零流出，则存在诚实犙过程犘（狋），使犿是犘（狋）的μ不变测度的充分必要

条件是（２．１）式成立．
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（４）当犙非零流出，如（２．１）式以不等号成立，则存在无穷多个犙过程犘（狋），使犿是

犘（狋）的μ不变测度．

定理１的证明　充分性，设犉（狋）是最小犙过程，因为犙非保守，所以犉（狋）不诚实，记

Φ（λ）＝｛犻犼（λ），犻，犼∈犈，λ＞０｝为相应的最小犙预解式，记

犣犻（λ）＝１－∑
犼∈犈

λ犻犼（λ），　犻∈犈，

η犼（λ）＝犿犼－∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽犼（λ），　犼∈犆，

η０（λ）＝
犲

λ
－∑

犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽０（λ）

其中 犲∑
犻∈犆

犿犻狇犻０，

作 ψ犻犼（λ）＝犻犼（λ）＋犣犻（λ）
η犼（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
，　犻，犼∈犈． （２．２）

　　因０是吸收态，所以０犼（λ）＝δ０犼／λ，由此得，犣０（λ）＝０，由（１．５）式，有犣犻（λ）≥０，且由

于Φ（λ）不诚实，所以存在犼∈犆，使犣犼（λ）＞０，所以ψ犻犼（λ）有意义，下证Ψ（λ）即为所要求的

犙过程犘（狋）的预解式，为此，只需证明

（１）Ψ（λ）是某标准转移函数的预解式；

（２）Ψ（λ）是犙过程的预解式；

（３）犿是关于Ψ（λ）的μ不变测度．

先证（１），由命题（１）及（１．９）式得，η犼（λ）≥０，犼∈犆，又由Φ（λ）的向前方程，有

∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽λ犽０（λ）＝∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽∑
犼∈犆

犽犼（λ）狇犼０

＝∑
犼∈犆

狇犼０∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽犼（λ）≤∑
犼∈犆

犿犼狇犼０ ＝犲，

由此得 η０（λ）≥０，

所以 ψ犻犼（λ）≥０，　犻，犼∈犈．

又 ∑
犼∈犆

λψ犻犼（λ）＝∑
犼∈犈

λ犻犼（λ）＋犣犻（λ）
λ∑
犼∈犈
η犼（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
， （２．３）

因为∑
犻∈犆

犿犻＜ ∞，且注意到（２．１），即犲≤μ∑
犻∈犆

犿犻，有

λ∑
犼∈犈
η犼（λ）＝λ∑

犼∈犆
η犼（λ）＋λη０（λ）

＝λ∑
犼∈犆

（犿犼－∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽犼（λ））＋犲－λ∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽０（λ）

＝λ∑
犼∈犆

犿犼－∑
犽∈犆

犿犽（λ＋μ）∑
犼∈犆

λ犽犼（λ）＋犲－λ∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽０（λ）

≤ （λ＋μ）∑
犼∈犆

犿犼－∑
犽∈犆

犿犽（λ＋μ）∑
犼∈犈

λ犽犼（λ）

＝ （λ＋μ）∑
犼∈犆

犿犼－∑
犽∈犆

犿犽（λ＋μ）（１－犣犽（λ））

＝ （λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）， （２．４）

结合（２．３）式，得 ∑
犼∈犈

λψ犻犼（λ）≤∑
犼∈犈

λ犻犼（λ）＋犣犻（λ）＝１，
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又由（２．４）式得

λ犣犻（λ）η犼（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
≤

犣犻（λ）λ∑
犼∈犈
η犼（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
≤犣犻（λ）→０，λ→ ∞，

所以 ｌｉｍ
λ→∞
λψ犻犼（λ）＝ｌｉｍ

λ→∞
λ犻犼（λ）＋ｌｉｍ

λ→∞

λ犣犻（λ）η犼（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
＝δ犻犼，　犻，犼∈犈．

　　由Φ（λ）的预解方程得

　（λ－β）∑
犽∈犈

犻犽（λ）犣犽（β）＝ （λ－β）∑
犽∈犈

犻犽（λ）（１－∑
犼∈犈
β犽犼（β））

＝ （λ－β）（∑
犽∈犈

犻犽（λ）－β∑
犼∈犈
∑
犽∈犈

犻犽（λ）犽犼（β））

＝ （λ－β）∑
犽∈犈

犻犽（λ）－β∑
犼∈犈

（犻犼（β）－犻犼（λ））

＝λ∑
犽∈犈

犻犽（λ）－β∑
犼∈犈

犻犼（β）＝犣犻（β）－犣犻（β），　犻∈犈， （２．５）

当犼∈犆，由于０犼（λ）＝０，所以

（λ－β）∑
犽∈犈
η犽（λ）犽犼（β）＝ （λ－β）∑

犽∈犆
η犽（λ）犽犼（β）

＝ （λ－β）∑
犽∈犆

（犿犽－∑
犾∈犆

（λ＋μ）犿犾犾犽（λ））犽犼（β）

＝ （λ－β）∑
犽∈犆

犿犽犽犼（β）－（λ＋μ）∑
犾∈犆

犿犾∑
犽∈犆

（λ－β）犾犽（λ）犽犼（β）

＝ （λ－β）∑
犽∈犆

犿犽犽犼（β）－（λ＋μ）∑
犾∈犆

犿犾（犾犼（β）－犾犼（λ））

＝－（β＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犽犼（β）＋（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犽犼（λ）

＝η犼（β）－η犼（λ），　犼∈犆， （２．６）

当犼＝０时，由００（β）＝１／β得

（λ－β）∑
犽∈犈
η犽（λ）犽０（β）＝ （λ－β）∑

犽∈犆

（犿犽－∑
犾∈犆

（λ＋μ）犿犾犾犽（λ））犽０（β）

＋（λ－β）（
犲

λ
－∑

犾∈犆

（λ＋μ）犿犾犾０（λ））００（β）

＝（λ－β）∑
犽∈犆

犿犽犽０（β）－（λ＋μ）∑
犾∈犆

犿犾∑
犽∈犆

（λ－β）犾犽（λ）犽０（β）

＋（λ－β）
犲

λβ
－（λ－β）∑

犾∈犆

（λ＋μ）犿犾犾０（λ）
１

β

＝（λ－β）∑
犽∈犆

犿犽犽０（β）－（λ＋μ）∑
犾∈犆

犿犾［犾０（β）－犾０（λ）－（λ－β）犾０（λ）
１

β
］

＋（λ－β）
犲

λβ
－
λ－β
β ∑犾∈犆

（λ＋μ）犿犾犾０（λ）

＝－（β＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犽０（β）＋（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犽０（λ）＋犲／β－犲／λ

＝η０（β）－η０（λ），

故（２．６）式对犼∈犈成立．
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由（２．５）及犣０（λ）＝０得

∑
犻∈犆

犿犻犣犻（β）－∑
犻∈犆

犿犻犣犻（λ）＝ （λ－β）∑
犻∈犆

犿犻∑
犽∈犈

犻犽（λ）犣犽（β）

＝ （λ－β）∑
犽∈犆
∑
犻∈犆

犿犻犻犽（λ）犣犽（β）

＝ （λ－β）∑
犽∈犆

犿犽－η犽（λ）

λ＋μ
犣犽（β），

由此得

（λ－β）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（β）－（λ－β）∑
犽∈犆
η犽（λ）犣犽（β）

＝（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（β）－（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ），

记犆－１λ ＝ （λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ），由上式及犣０（λ）＝０得

　（λ－β）∑
犽∈犈
η犽（λ）犣犽（β）＝ （λ－β）∑

犽∈犆
η犽（λ）犣犽（β）

＝－（β＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（β）＋（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）＝犮
－１
λ －犮

－１

β
， （２．７）

由（２．５）－（２．７）式得

（λ－β）∑
犽∈犈
ψ犻犽（λ）ψ犽犼（β）

＝（λ－β）∑
犽∈犈

（犻犽（λ）＋犮λ犣犻（λ）η犽（λ））（犽犼（β）＋犮β犣犽（β）η犼（β））

＝（λ－β）∑
犽∈犈

［犻犽（λ）犽犼（β）＋犮β犻犽（λ）犣犽（β）η犼（β）

＋犮λ犣犻（λ）η犽（λ）犽犼（β）＋犮λ犮β犣犻（λ）η犽（λ）犣犽（β）η犼（β）］

＝犻犼（β）－犻犼（λ）＋犮β（犣犻（β）－犣犻（λ））η犼（β）＋犮λ犣犻（λ）（η犼（β）－η犼（λ））

＋犮λ犮β（犮
－１
λ －犮

－１

β
）犣犻（λ）η犼（β）

＝犻犼（β）－犻犼（λ）＋犮β犣犻（β）η犼（β）－犮λ犣犻（λ）η犼（λ）＝ψ犻犼（β）－ψ犻犼（λ），　犻，犼∈犈．

故ψ犻犼（λ）是某标准转移函数的预解式，即（１）成立．

下证（２），即

ｌｉｍ
λ→∞
λ（λψ犻犼（λ）－δ犻犼）＝狇犻犼，　犻，犼∈犈． （２．８）

　　先证

ｌｉｍ
λ→∞
λη犼（λ）＝０，　犼∈犈， （２．９）

由Φ（λ）是Ｆ型的且狇０＝０，所以有

λ犽犼（λ）＝∑
犾∈犈

犽犾（λ）狇犾犼＋δ犽犼 ＝∑
犾∈犆

犽犾（λ）狇犾犼＋δ犽犼，　犻，犼∈犈，

因此，当犼∈犆时

λη犼（λ）＝λ（犿犼－∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽犼（λ））

＝λ∑
犽∈犆

犿犽（δ犽犼－λ犽犼（λ））－λ∑
犽∈犆

犿犽μ犽犼（λ）

＝－λ∑
犽∈犆

犿犽∑
犾∈犆

犽犾（λ）狇犾犼－μ∑
犽∈犆

犿犽λ犽犼（λ）

＝－λ∑
犽∈犆

犿犽（∑
犾∈犆，犾≠犼

犽犾（λ）狇犾犼＋犽犼（λ）狇犼犼）－μ∑
犽∈犆

犿犽λ犽犼（λ）
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＝－ ∑
犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼∑
犽∈犆

犿犽λ犽犾（λ）＋∑
犽∈犆

犿犽λ犽犼（λ）狇犼－μ∑
犽∈犆

犿犽λ犽犼（λ）， （２．１０）

　　记犱犾（λ）＝犿犾－∑
犽∈犆

λ犿犽犽犾（λ）类似于（２．６）式的证明，可证犱（λ）是行协调族，所以犱犾（λ）

关于λ单调不增，由此得∑
犽∈犆

犿犽λ犽犾（λ）关于λ单调不减，由单调收敛定理得

ｌｉｍ
λ→∞ ∑犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼∑
犽∈犆

犿犽λ犽犾（λ）＝ ∑
犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼ｌｉｍ
λ→∞∑犽∈犆

犿犽λ犽犾（λ）， （２．１１）

又由于∑
犽∈犆

犿犽λ犽犾（λ）≤∑
犽∈犆

犿犽 ＜ ∞，所以由控制收敛定理得

ｌｉｍ
λ→∞∑犽∈犆

犿犽λ犽犾（λ）＝∑
犽∈犆

犿犽ｌｉｍ
λ→∞
λ犽犾（λ）＝∑

犽∈犆

犿犽δ犽犾 ＝犿犾，　犾∈犆， （２．１２）

由（２．１０）－（２．１２）得

ｌｉｍ
λ→∞
λη犼（λ）＝－ ∑

犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼犿犾＋犿犼狇犼－μ犿犼，　犼∈犆， （２．１３）

又由犿是犙 的μ不变测度，即 ∑
犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼犿犾 ＝ （狇犼－μ）犿犼，得

ｌｉｍ
λ→∞
λη犼（λ）＝０，　犼∈犆，

当犼＝０时，由向前方程，对犽∈犆，有λ犽０（λ）＝∑
犾∈犈

犽犾（λ）狇犾０ ＝∑
犾∈犆

犽犾（λ）狇犾０，因此

λη０（λ）＝犲－λ∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽０（λ）

＝犲－∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽∑
犾∈犆

犽犾（λ）狇犾０

＝犲－∑
犾∈犆

狇犾０∑
犽∈犆

犿犽（λ＋μ）犽犾（λ），

由（２．６）式知∑
犽∈犆

（λ＋μ）犿犽犽犾（λ）关于λ单调不减，由单调收敛定理及控制收敛定理得

ｌｉｍ
λ→∞
λη０（λ）＝犲－∑

犾∈犆

狇犾０ｌｉｍ
λ→∞∑犽∈犆

犿犽（λ＋μ）犽犾（λ）

＝犲－∑
犾∈犆

狇犾０∑
犽∈犆

犿犽δ犽犾 ＝犲－∑
犾∈犆

狇犾０犿犾

＝０． （２．１４）

故（２．９）式对犼∈犈 成立．结合犣０（λ）＝０，ｌｉｍ
λ→∞
λ犣犻（λ）＝犱犻，犻≥１及由Ｆａｔｏｕ引理ｌｉｍ

λ→∞

（λ＋

μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）≥∑
犽∈犆

犿犽犱犽 ＞０，得

ｌｉｍ
λ→∞

λ犣犻（λ）λη犼（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
＝０，　犻，犼∈犈． （２．１５）

由Φ（λ）的犙条件及上式得（２．８）式，即（２）成立．

最后证明（３），因为对犼∈犆，有

∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）ψ犻犼（λ）＝∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）（犻犼（λ）＋犮λ犣犻（λ）η犼（λ））

＝∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）犻犼（λ）＋犮λ∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）犣犻（λ）η犼（λ）

＝∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）犻犼（λ）＋η犼（λ）＝犿犼．

故犿是Ψ（λ）的μ不变测度．

必要性　 设存在犙预解式Ψ（λ），使犿是Ψ（λ）的μ不变测度，即

２２ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２４Ａ



∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）ψ犻犼（λ）＝犿犼，　犼∈犆． （２．１６）

则由狇０＝０及向前不等式，有

∑
犼∈犆
ψ犻犼（λ）狇犼０ ＝∑

犼∈犈
ψ犻犼（λ）狇犼０ ≤λψ犻０（λ），　犻∈犆， （２．１７）

又由范条件

λψ犻０（λ）≤１－∑
犼∈犆

λψ犻犼（λ）， （２．１８）

由（２．１６）－（２．１８）得

∑
犼∈犆

犿犼狇犼０＝∑
犼∈犆
∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）ψ犻犼（λ）狇犼０ ＝∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）∑
犼∈犆
ψ犻犼（λ）狇犼０

≤ （λ＋μ）∑
犻∈犆

犿犻λψ犻０（λ）≤ （λ＋μ）∑
犻∈犆

犿犻（１－∑
犼∈犆

λψ犻犼（λ））

＝ （λ＋μ）∑
犻∈犆

犿犻－λ∑
犼∈犆
∑
犻∈犆

犿犻（λ＋μ）ψ犻犼（λ）

＝ （λ＋μ）∑
犻∈犆

犿犻－λ∑
犼∈犆

犿犼 ＝μ∑
犼∈犆

犿犼．

故（２．１）成立．定理１证毕． 

定理２的证明

（１）当犙零流出，由于犙保守，所以犉是唯一的犙过程，且犉诚实，由［１０］即得（１）．

（２）必要性完全类同于定理１的必要性，下证充分性，因犙非零流出，所以犉不诚实，

如（２．２）式构造Ψ（λ），但犲可放宽为

∑
犻∈犆

犿犻狇犻０ ≤犲≤μ∑
犻∈犆

犿犻．

这时只需注意，由于犣０（λ）＝０，犱犻＝０，犻≥１，所以ｌｉｍ
λ→∞
λ犣犻（λ）＝０，犻∈犈，又因犿是犙 的μ次

不变测度，即 ∑
犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼犿犾≤（狇犼－μ）犿犼≤（狇犼＋μ）犿犼，所以－ ∑
犾∈犆，犾≠犼

狇犾犼犿犼＋（狇犼－μ）犿犼≤２（狇犼

＋μ）犿犼＜∞，故结合（２．１３）及（２．１４）得ｌｉｍ
λ→∞
λη犼（λ），犼∈犈存在且有限，再结合（２．４）式得（２．

１５）式成立，其余完全类似于定理１的充分性的证明，即得犿是犙预解式Ψ（λ）的μ不变测

度．

（３）只需注意，在（２）的证明中，取犲＝μ∑
犻∈犆

犿犻，则（２．４）以等号成立，由此得Ψ（λ）是

诚实的，故由（２）即得（３）．

（４）当犙非零流出，如（２．１）式以不等号成立，由（２）的证明过程知，犲有无穷多种取

法，因而η０（λ）有无穷多种取法，因而存在无穷多个犙过程犘（狋），使犿是犘（狋）的μ不变测

度．定理２证毕． 

３　例子

下面给出本文定理的两个例子．

例１　设犆＝｛１，２，３，…｝，犈＝犆∪｛０｝，
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犙＝

０ ０ ０ ０ ０ …

μ１ －（λ１＋μ） λ１ ０ ０ …

０ μ２ －（λ２＋μ＋μ２） λ２ ０ …

０ ０ μ３ －（λ３＋μ＋μ３） λ３ …

烄

烆

烌

烎… … … … … …

其中μ＞０，μ犻＞０，λ犻＞０，犻≥１．记犿１＝１，犿犻
λ１λ２…λ犻－１

μ２μ３…μ犻
，犻＝１，２，３，…，如∑

∞

犻＝１

犿犻＜∞，则犿

是犙的有限μ不变测度，且犿是

Ψ（λ）＝Φ（λ）＋犣（λ） η（λ）

（λ＋μ）∑
犽∈犆

犿犽犣犽（λ）
（３．１）

的μ不变测度的充分必要条件是μ１ ≤μ∑
犻∈犆

犿犻，其中Φ（λ）是犙的最小犙过程，犣（λ），η（λ）

如定理１定义．

证　

记 珚犙＝

－λ１ λ１ ０ ０ ０ …

μ２ －（λ２＋μ２） λ２ ０ ０ …

０ μ３ －（λ３＋μ３） λ３ ０ …

烄

烆

烌

烎… … … … … …

．

容易验证犿是珚犙 的不变测度，即∑
犻∈犆

犿犻珔狇犻犼 ＝０，　犼∈犆，

等价于
－λ１＋μ２犿２＝０

λ犻－１犿犻－１－犿犻（λ犻＋μ犻）＋μ犻＋１犿犻＋１＝０，　犻≥２｛ ，

由犙，珚犙的关系，结合上式，有

∑
犻∈犆

犿犻狇犻犼 ＝∑
犻∈犆

犿犻珔狇犻犼－μ犿犼 ＝－μ犿犼，　犼∈犆．

所以犿是犙 在犆上的μ不变测度，根据定理１及∑
犻∈犆

犿犻狇犻０＝μ１知，犿是Ψ（λ）的μ不变测

度的充分必要条件是

μ１ ≤μ∑
犻∈犆

犿犻，

且当上式成立时，犿是形如（３．１）式定义的Ψ（λ）的μ不变测度． 

例２　设犆＝｛１，２，３，…｝，犈＝犆∪｛０｝，

犙＝

０ ０ ０ ０ ０ …

犪 －（犪＋犫） 犫 ０ ０ …

０ ２犪 －２（犪＋犫） ２犫 ０ …

０ ０ ３犪 －３（犪＋犫） ３犫 …

烄

烆

烌

烎… … … … … …

其中０＜犫＜犪，记μ犪－犫＞０，犿犼＝（犫／犪）
犼－１，犼∈犆，则犿是犙 的有限μ不变测度，且犿是

最小犙过程犉（狋）（犉（狋）是唯一的犙过程）的μ不变测度．

证　因犪＞犫，所以犿有限，下证

∑
犻∈犆

犿犻狇犻犼 ＝－（犪－犫）犿犼，　犼∈犆． （３．２）

　　当犼＝１时，
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∑
犻∈犆

犿犻狇犻１ ＝－（犪＋犫）犿１＋２犪犿２ ＝－（犪＋犫）＋２犫＝－犪＋犫＝－（犪－犫）犿１，

（３．２）式成立；

当犼≥２时，

∑
犻∈犆

犿犻狇犻犼＝ （犼－１）犫（犫／犪）
犼－２－犼（犪＋犫）（犫／犪）犼

－１
＋（犼＋１）犪（犫／犪）犼

＝ （犫／犪）犼－
１（－犪＋犫）＝－（犪－犫）犿犼．

故（３．２）式成立，即犿是犙 的μ不变测度．

由 犚＝∑
∞

狀＝１

１

狀犫
＋

狀犪

狀（狀－１）犫
２＋…＋

狀（狀－１）…２犪
狀－１

狀（狀－１）…１犫（ ）狀 ≥
１

犫∑
∞

狀＝１

１

狀
＝ ∞ ．

得犙零流出，此时，最小犙过程犉（狋）是唯一的犙过程，又

μ∑
犻∈犆

犿犻 ＝ （犪－犫）∑
∞

狀＝１

犫
（ ）犪

犻－１

＝
犪－犫
１－犫／犪

＝犪＝∑
犻∈犆

犿犻狇犻０．

故由定理２（１）得，犿是犉（狋）的μ不变测度． 
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