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犅犪狀犪犮犺空间中渐近非扩张映射逼近序列的强收敛性


胡长松

（湖北师范学院数学系　黄石４３５００２）

摘要：该文研究了序列｛狓狀｝的收敛性．其中

狓０ ∈犆，狓狀＋１ ＝α狀犜
狀狓狀＋（１－α狀）狓，　狀＝０，１，２，…，

这里０≤α狀≤１，犜是Ｂａｎａｃｈ空间中非空闭凸子集犆到自身的渐近非扩张映射．同时证明了：当

狕狀＝（１－
狋狀
犽狀
）狌＋

狋狀
犽狀
犜狀狕狀 且ｌｉｍ

狀→∞

犽狀－１

１－狋狀
＝０，ｌｉｍ

狀→∞
‖狕狀－犜狕狀‖＝０时，犜有不动点当且仅当｛狕狀｝有

界．这时｛狕狀｝强收敛于犜的不动点．
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１　引言

设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犡中的非空闭凸子集犜：犆→犆称为渐近非扩张映射［１］，如果存在

实数列｛犽狀｝，犽狀≥１，ｌｉｍ
狀→∞
犽狀＝１使得

‖犜
狀狓－犜

狀
狔‖ ≤犽狀‖狓－狔‖　狓，狔∈犆，狀＝１，２，…， （１．１）

当犽狀＝１时，犜称为非扩张映射．迭代过程

狓０ ∈犆，狓狀＋１ ＝α狀犜狓狀＋（１－α狀）狓，　狀＝０，１，２，…， （１．２）

这里０≤α狀≤１且α狀→１．关于这一迭代过程，Ｒｅｉｃｈ［２］中提出下列问题

设犡是Ｂａｎａｃｈ空间．是否存在数列｛α狀｝使得对犡 的关于非扩张映射具有不动点性的

弱紧凸子集犆及犆上的任意非扩张映射犜 和狓∈犆，由（１，２）定义的序列｛狓狀｝收敛于犜的

不动点？

Ｒｅｉｃｈ在［２］中证明了，当犡 是一致光滑的Ｂａｎａｃｈ空间，１－α狀＝狀
－α，０＜α＜１时问题

的回答是肯定的．Ｗｉｔｔｍａｎｎ在［３］中也肯定地回答了问题，如果犡是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间且｛α狀｝满

足

０≤α狀 ≤１，ｌｉｍ
狀→∞
α狀 ＝１，∑

∞

狀＝０

（１－α狀）＝ ∞ 且∑
∞

狀＝０

狘α狀＋１－α狀狘＜ ∞，

在［４］中Ｓｈｉｏｊｉ和Ｔａｋａｈａｓｈｉ把 Ｗｉｔｔｍａｎｎ的结果推广到Ｂａｎａｃｈ空间．

本文将把Ｓｈｉｏｊｉ的结果推广到渐近非扩张映射上去．我们将涉及下述迭代过程

狓０ ∈犆，狓狀＋１ ＝α狀犜
狀狓狀＋（１－α狀）狓，　狀＝０，１，２，…， （１．３）
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这里０≤α狀≤１，ｌｉｍ
狀→∞
α狀＝１，犜是从犆到自身的渐近非扩张映射．

２　预备知识

犡 和犡分别表示实的Ｂａｎａｃｈ空间和它的对偶空间．狓 ∈犡
在狓∈犡 的值表示为

〈狓，狓〉．犖 和犖＋分别表示非负整数集与正整数集．｛狓狀｝犡，狓狀→狓表示｛狓狀｝强收敛于

狓．设犆是犡 的非空闭凸子集，犜是从犆到犆 的映射，犉（犜）＝｛狓∈犆：犜狓＝狓｝表示犜的不

动点集．犆的非空有界闭凸子集犈 称为有性质（Ｐ）：如果狓∈犈，就有ω狑（狓）犈，这里ω狑

＝｛狔∈犡：狔＝狑－ｌｉｍ
犼→∞
犜狀犼狓对某正整数子列狀狀↑∞｝称为犜在狓的弱极限集．

犑表示从犡 到２犡


的对偶映射，即

犑狓＝ ｛狔∈犡
：〈狓，狔〉＝ ‖狓‖

２
＝ ‖狔‖

２｝，狓∈犡．

设犛（犡）＝｛狓∈犡：‖狓‖＝１｝．犡的范数称为一致Ｇ珘ａｔｅａｕｘ可微如果对狔∈犛（犡），极限

ｌｉｍ
狋→０

‖狓＋狋狔‖－‖狓‖
狋

（２．１）

关于狓∈犛（犡）一致存在．犡 称为一致光滑的，如果对狓，狔∈犛（犡）极限 （２．１）一致存在．我

们知道当犡的范数一致Ｇ珘ａｔｅａｕｘ可微时，对偶映射犑是单值的且在犡 的有界子集上范

弱一致连续．

设μ是Ｂａｎａｃｈ极限，（犪０，犪１，犪２，…）∈犾
∞．用μ狀（犪狀）表示μ（犪０，犪１，犪２，…）．为了证明我

们的结果需要下述命题．

命题１
［５］
　设犪是一个实数，（犪０，犪１，犪２，…）∈犾

∞使得对所有Ｂａｎａｃｈ极限μ有μ狀（犪狀）≤

犪和ｌｉｍ
狀→∞

（犪狀＋１－犪狀）≤０．则ｌｉｍ
狀→∞
犪狀≤犪．

命题２
［６］
　设Ｂａｎａｃｈ空间犡 具有一致Ｇ珘ａｔｅａｕｘ可微范数，犆是犡 的非空闭凸子集，

｛狓狀｝是犡的有界序列，μ是Ｂａｎａｃｈ极限，狕∈犆．则μ狀‖狓狀－狕‖
２＝ｍｉｎ

狔∈犆
μ狀‖狓狀－狔‖

２ 当且

仅当μ狀〈狔－狕，犑（狓狀－狕）〉≤０，狔∈犆．

设犆是Ｂａｎａｃｈ空间犡的非空闭凸子集，犱（犆）＝ｓｕｐ｛‖狓－狔‖：狓，狔∈犆｝是犆的直径．

对狓∈犆，令狉（狓，犆）＝ｓｕｐ｛‖狓－狔‖：狔∈犆｝，狉（犆）＝ｉｎｆ｛狉（狓，犆）：狓∈犆｝．犡 的正规结构常

数定义为［７］

犖（犡）＝ｉｎｆ｛犱（犆）／狉（犆）：犆是犡 的有界闭凸子集且犱（犆）＞０｝，

当犖（犡）＞１时则称犡有一致正规结构．具一致正规结构的Ｂａｎａｃｈ空间是自反的．

３　强收敛定理

在这一节中设犡是一致Ｇ珘ａｔｅａｕｘ可微的具一致正规结构的Ｂａｎａｃｈ空间，犆是犡 的非

空闭凸子集，犜：犆→犆是渐近非扩张映射．取定狌∈犆，定义犛狀：犆→犆

犛狀（狓）＝ （１－
狋狀
犽狀
）狌＋

狋狀
犽狀
犜狀狓，

这里｛狋狀｝［０，１），狋狀→１．则由Ｂａｎａｃｈ压缩映射原理犛狀 在犆中有唯一的不动点狕狀．

我们先把Ｔａｋａｈａｓｈｉ［８，ｔｈ１］结果推广到渐近非扩张映射，得到下述定理．

定理１　设｛犽狀｝与｛狋狀｝满足

ｌｉｍ
狀→∞

犽狀－１

１－狋狀
＝０
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且

ｌｉｍ
狀→∞
‖狕狀－犜狕狀‖ ＝０， （３．１）

则犜有不动点当且仅当｛狕狀｝有界，这时｛狕狀｝强收敛到犜的不动点．

证　对狑∈犉（犜），我们有

‖狑－狕狀‖≤
狋狀
犽狀
‖狑－犜

狀狕狀‖＋（１－
狋狀
犽狀
）‖狑－狌‖

≤狋狀‖狑－狕狀‖＋（１－
狋狀
犽狀
）‖狑－狌‖，

从而‖狑－狕狀‖≤
犽狀－狋狀
犽狀（１－狋狀）

‖狑－狌‖．因此由ｌｉｍ
狀→∞

犽狀－１

１－狋狀
＝０得ｌｉｍ

狀→∞
‖狑－狕狀‖≤‖狑－狌‖．

于是｛狕狀｝有界．

设｛狕狀｝是有界的，定义犆上实函数犵

犵（狓）＝μ狀‖狕狀－狓‖
２
　狓∈犆，

这里μ是Ｂａｎａｃｈ极限．记

犈＝ ｛狕∈犆：犵（狕）＝ｉｎｆ
狓∈犆
犵（狓）｝，

则犈是非空有界闭凸集［６］．虽然犈不一定是犜 不变但具有性质（Ｐ）．事实上，当狓∈犈，狔

＝狑－ｌｉｍ
犼→∞
犜犿犼狓时，则由犵的弱下半连续性和（３．１）得

犵（狔）≤ｌｉｍ
犼→∞
犵（犜

犿
犼狓）≤ｌｉｍ

犿→∞
犵（犜

犿狓）

＝ｌｉｍ
犿→∞
μ狀‖狕狀－犜

犿狓‖
２
＝ｌｉｍ

犿→∞
μ狀‖犜

犿狕狀－犜
犿狓‖

２

≤ｌｉｍ
犿→∞
犽２犿μ狀‖狕狀－狓‖

２
＝犵（狓）＝ｉｎｆ

狕∈犆
犵（狕）．

这就证明了狔∈犈，因此犈具有性质（Ｐ）．于是由Ｚｏｒｎ引理可获得一个具有性质（Ｐ）的犈的

极小子集犈０．

任取狓０∈犈０，｛犜
狀狓０｝是有界的．由ｌｉｍ

狀→∞
犽狀＝１及犖（犡）＞１，则存在狀０∈犖 使得ｓｕｐ

狀≥狀０

犽狀＜

犖（犡）
１
２．令犽＝ｓｕｐ

狀≥狀０

犽狀，犉＝犜
狀
０．由犖（犡）的定义，存在狔狀∈ｃｏ｛犉犼狓０：犼≥狀｝（ｃｏ表示闭凸包）

使得

ｌｉｍ
犼
‖犉犼狓０－狔狀‖ ≤珦犖（犡）犃（｛犉

犼狓０：犼≥狀｝）， （３．２）

这里珦犖（犡）＝犖（犡）－１，犃（狌狀）＝ｌｉｍ
狀
ｓｕｐ｛‖狌犼－狌犻‖：犻，犼≥狀｝称为｛狌狀｝的渐近直径．由犡 的

自反性｛狔狀｝有子列｛狔狀′｝弱收敛于狓１∈犡．根据（３．２）和ｌｉｍ
狀
‖犉

狀狓０－狔‖的弱下半连续性，

得到

ｌｉｍ
狀
‖犉

狀狓０－狓１‖ ≤珦犖（犡）犃（｛犉
狀狓０｝）

且狓１∈∩
∞

狀＝１
ｃｏ｛犉犼狓０：犼≥狀｝及

‖狕－狓１‖ ≤ｌｉｍ
狀
‖狕－犉

狀狓０‖　狕∈犡

再由∩
∞

狀＝１
ｃｏ｛犜犼狓０：犼≥狀｝＝ｃｏω狑（狓０）［９］，可知狓１∈犈０．重复上述过程可获得｛狓狀｝犈０ 具有

性质：犿∈犖＋

ｌｉｍ
狀
‖犉

狀狓犿－１－狓犿‖ ≤珦犖（犡）犃（｛犉
狀狓犿－１｝），

‖狕－狓犿‖ ≤ｌｉｍ
狀
‖狕－犉

狀狓犿－１‖　狕∈犡．
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令狉（狓犿）＝ｓｕｐ
犖
‖狓犿－犉

犖狓犿‖，则犃（｛犉
犖狓犿｝）≤犽狉（狓犿）与

狉（狓犿）≤ｓｕｐ
犖
ｌｉｍ
狀
‖犉

犖狓犿 －犉
狀狓犿－１‖ ≤犽ｌｉｍ

狀
‖狓犿－犉

狀狓犿－１‖

≤犽珦犖（犡）犃（｛犉
狀狓犿－１｝）≤犽

２珦犖（犡）狉（狓犿－１），

由‖狓犿＋１－狓犿‖≤‖狓犿＋１－犉
狀狓犿‖＋‖犉

狀狓犿－狓犿‖≤‖狓犿＋１－犉
狀狓犿‖＋狉（狓犿），得

‖狓犿＋１－狓犿‖≤ｌｉｍ
狀
‖狓犿＋１－犉

狀狓犿‖＋狉（狓犿）≤珦犖（犡）犃（｛犉
狀狓犿｝）＋狉（狓犿）

≤ （犽珦犖（犡）＋１）狉（狓犿）≤ （犽珦犖（犡）＋１）［犽
２珦犖（犡）］犿狉（狓０），

再由犽２珦犖（犡）＜１，可知｛狓狀｝强收敛于犉的不动点．从而存在狕０∈犈０ 使得犜
狀
０狕０＝狕０．记犛

＝｛狕０，犜狕０，…，犜
狀
０
－１狕０｝．显然有犛犈０ 且犜犛＝犛．若犱（犛）＝０，则狕０ 是犜的不动点．否

则犱０＝犱（犛）＞０，则由犛有正规结构可知存在狑∈ｃｏ（犛）使得狉：＝ｓｕｐ
狔∈犛
‖狑－狔‖＜犱．令犇

＝｛狓∈ｃｏ（犛）：ｓｕｐ
狔∈犛
‖狓－狔‖≤狉｝．则犇 是犈０ 的非空闭凸真子集．对狓∈犇 及狔＝狑－ｌｉｍ

犼

犜狀犼狓，由犜犛＝犛，则对每个狕∈犛和狀∈犖＋存在狕狀∈犛使得狕＝犜
狀狕狀．从而

‖狕－狔‖≤ｌｉｍ
狀
‖狕－犜

狀狓‖ ＝ｌｉｍ
狀
‖犜

狀狕狀－犜
狀狓‖

≤ｌｉｍ
狀
犽狀‖狕狀－狓‖ ≤ｓｕｐ

狏∈犛
‖狏－狓‖ ≤狉，

于是狔∈犇，因此犇具有性质（Ｐ）．这与犈０ 的极小性矛盾．所以犜狕０＝狕０．

由于狕０ 是犵在犆上的极小值点，根据命题２得到

μ狀〈狕－狕０，犑（狕狀－狕０）〉≤０，

狕∈犆，特别有

μ狀〈狌－狕０，犑（狕狀－狕０）〉≤０． （３．３）

另一方面，狏∈犉（犜），我们有

〈狕狀－犜
狀狕狀，犑（狕狀－狏）〉＝ 〈狕狀－狏，犑（狕狀－狏）〉＋〈狏－犜

狀狕狀，犑（狕狀－狏）〉

≥ ‖狕狀－狏‖
２
－‖狏－犜

狀狕狀‖‖狕狀－狏‖

≥－（犽狀－１）‖狕狀－狏‖
２
≥－（犽狀－１）犱

２
狏．

这里犱狏＝ｓｕｐ
狀
‖狕狀－狏‖．因为狕狀－犜

狀狕狀＝
犽狀－狋狀
狋狀

（狌－狕狀），所以

〈狕狀－狌，犜（狕狀－狏）〉≤狊狀犱
２
狏， （３．４）

这里狊狀＝狋狀（犽狀－１）／（犽狀－狋狀）→０，从而

μ狀〈狕狀－狌，犑（狕狀－狏）〉≤０，

特别有

μ狀〈狕狀－狌，犑（狕狀－狕０）〉≤０．

结合 （３．３），得到

μ狀〈狕狀－狕０，犑（狕狀－狕０）〉＝μ狀‖狕狀－狕０‖
２
≤０，

于是存在｛狕狀｝的子列｛狕狀
犼
｝强收敛于狕０．如果｛狕狀｝有子列｛狕犿

犼
｝强收敛于某个狔０，则 由（３．１）

可知狔０ 是犜的不动点，于是由（３．４）有

〈狕０－狌，犑（狕０－狔０）〉≤０与 〈狔０－狌，犑（狔０－狕０）〉≤０，

由于对偶映射在犡的每个有界子集上是范弱一致连续的可知

〈狕０－狔０，犑（狕０－狔０）〉＝ ‖狕０－狔０‖
２
≤０．

所以狕０＝狔０．这就证明了｛狕狀｝强收敛于狕０． 

定理２　设犜是从犆到犆的使得犉（犜）非空的渐近非扩张映射，狓∈犆，｛狕狀｝强收敛于狕

９１２Ｎｏ．２　　　　胡长松：Ｂａｎａｃｈ空间中渐近非扩张映射逼近序列的强收敛性



∈犉（犜），其中狕狀∈犆满足狕狀＝（１－
狋狀
犽狀
）狓＋

狋狀
犽狀
犜狀狕狀，这里∑

∞

狀＝１

（犽狀－１）＜ ∞，ｌｉｍ
狀→∞
狋狀 ＝１，

ｌｉｍ
狀→∞

（犽狀－１）／（１－狋狀）＝０．设｛狓狀｝是由（１．３）定义的序列，其中｛α狀｝满足

０＜α狀犽狀 ＜１和∑
∞

狀＝１

（１－α狀犽狀）＝ ∞，∑
∞

狀＝０

狘α狀＋１－α狀狘＜ ∞，

如果

‖狓狀－犜狓狀‖ ≤狘α狀＋１－α狀狘　狀∈犖， （３．５）

则｛狓狀｝强收敛于狕．

引理１　设｛ρ狀｝，｛σ狀｝和｛γ狀｝是三个非负数列满足

β狀＋１ ≤ （１－δ狀）β狀＋σ狀＋γ狀，

其中δ狀 ∈ （０，１］，∑
∞

１

δ狀 ＝ ∞，∑
∞

１

γ狀 ＜ ∞，σ狀 ＝狅（δ狀）．则ｌｉｍ
狀
β狀 ≤ｌｉｍ

狀

σ狀

δ狀
．

证 　 任给ε＞ｌｉｍ
狀

σ狀

δ狀
，取犽使得σ狀 ＜εδ狀，狀≥犽与∑

∞

犽

γ狀 ＜ε．由

β狀＋１ ≤ 犡
狀

犼＝犽

（１－δ犼）β犽＋［∑
狀

犼＝犽

δ犼 犡
狀

犻＝犼＋１

（１－δ犼）］ε＋∑
狀

犼＝犽

γ犼

和δ狀 ∈ （０，１］，∑
∞

１

δ狀 ＝ ∞，可得ｌｉｍ
狀
β狀 ≤ε．令ε→ｌｉｍ

狀

σ狀

δ狀
，我们获得ｌｉｍ

狀
β狀≤ｌｉｍ

狀

σ狀

δ狀
． 

引理２　ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀＋１－狓狀‖＝０．

证　取狆∈犉（犜），则有

‖狓狀＋１－狆‖≤α狀‖犜
狀狓狀－狆‖＋（１－α狀）‖狓－狆‖

≤α狀犽狀‖狓狀－狆‖＋（１－α狀）‖狓－狆‖

≤α狀犽狀‖狓狀－狆‖＋［（１－α狀犽狀）＋α狀（犽狀－１）］‖狓－狆‖，

于是由∑
∞

狀＝１

（１－δ狀犽狀）＝ ∞，∑
∞

狀＝１

（犽狀－１）＜ ∞ 和引理１，获得ｌｉｍ
狀
‖狓狀－狆‖ ≤ ‖狓－狆‖．

记犕 ＝ｓｕｐ
狀

｛‖犜
狀狓狀－１‖＋‖狓‖＋犽狀－１｝．由于

‖狓狀＋１－狓狀‖ ≤α狀犽狀‖狓狀－狓狀－１‖＋狘α狀－α狀－１狘（‖狓‖＋‖犜
狀狓狀－１‖）

＋α狀－１犽狀－１‖狓狀－１－犜狓狀－１‖

≤α狀犽狀‖狓狀－狓狀－１‖＋狘α狀－α狀－１狘犕，

狀∈犖＋，再由∑
∞

狀＝１

（１－α狀犽狀）＝ ∞，∑
∞

狀＝０

狘α狀－１－α狀狘＜ ∞ 和引理１可得结论． 

引理３　ｌｉｍ
狀→∞

〈狓－狕，犑（狓狀－狕）〉≤０．

证 　 设μ是Ｂａｎａｃｈ极限，犿∈犖＋．由（３．５）和∑
∞

狀＝０

狘α狀－１－α狀狘＜ ∞，得到

μ狀‖狓狀－犜
犿狕犿‖

２
＝μ狀‖犜

犿狓狀－犜
犿狕犿‖

２
≤犽

２
犿μ狀‖狓狀－狕犿‖

２．

根据
狋犿
犽犿
（狓狀－犜

犿狕犿）＝（狓狀－狕犿）－（１－
狋犿
犽犿
）（狓狀－狓），我们有

（狋犿
犽犿
）２‖狓狀－犜

犿狕犿‖
２
≥ ‖狓狀－狕犿‖

２
－２（１－

狋犿
犽犿
）〈狓狀－狓，犑（狓狀－狕犿）〉

≥－（１－２
狋犿
犽犿
）‖狓狀－狕犿‖

２
＋２（１－

狋犿
犽犿
）〈狓－狕犿，犑（狓狀－狕犿）〉，
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犿∈犖．由以上不等式产生

１

２
［（１－

狋犿
犽犿
）＋
狋２犿
犽犿
（犽犿＋１）

犽犿－１

犽犿－狋犿
］μ狀‖狓狀－狕犿‖

２
≥μ狀〈狓－狕犿，犑（狓狀－狕犿）〉．

再由ｌｉｍ
犿→∞

犽犿－１

犽犿－狋犿
≤ｌｉｍ
犿→∞

犽犿－１

１－狋犿
＝０和ｌｉｍ

犿→∞

（１－
狋犿
犽犿
）＝０，我们得到

ｌｉｍ
犿→∞
μ狀〈狓－狕犿，犑（狓狀－狕犿）〉≤０，

由狕狀→狕及犡 的范数一致Ｇ珘ａｔｅａｕｘ可微，获得

μ狀〈狓－狕，犑（狓狀－狕）〉≤０．

另一方面由引理１有

ｌｉｍ
犿→∞
狘〈狓－狕，犑（狓狀＋１－狕）〉－〈狓－狕，犑（狓狀－狕）〉狘＝０，

再由命题１，证得

ｌｉｍ
狀→∞

〈狓－狕，犑（狓狀－狕）〉≤０． 

　　定理２的证明　由α狀（犜
狀狓狀－狕）＝（狓狀＋１－狕）－（１－α狀）（狓－狕），我们有

‖α狀（犜
狀狓狀－狕）‖

２
≥ ‖狓狀＋１－狕‖

２
－２（１－α狀）〈狓－狕，犑（狓狀＋１－狕）〉，

从而

‖狓狀＋１－狕‖
２
≤α狀犽狀‖狓狀－狕‖

２
＋２（１－α狀）〈狓－狕，犑（狓狀＋１－狕）〉，

狀∈犖．任取ε＞０，由引理３，存在犿∈犖 使得

〈狓－狕，犑（狓狀＋１－狕）〉≤
ε
２
，

狀≥犿．于是

‖狓狀＋１－狕‖
２
≤α狀犽狀‖狓狀－狕‖

２
＋［（１－α狀犽狀）＋α狀（犽狀－１）］ε，

再由∑
∞

狀＝１

（１－α狀犽狀）＝ ∞，∑
∞

狀＝１

（犽狀－１）＜ ∞ 和引理１，得到

ｌｉｍ
狀→∞
‖狓狀－狕‖

２
＝ｌｉｍ

狀→∞
‖狓狀＋犿 －狕‖

２
≤ε．

这就证明了｛狓狀｝强收敛于狕． 

注记　取犽狀＝１＋狀
－（１＋α）（０＜α＜１）和α狀＝１－狀

－β（１＋α
２
＜β＜１），狋狀＝１－ 犽狀槡 －１，则满

足定理２的条件．所以定理２推广了Ｓｈｉｏｊｉ和Ｔａｋａｈａｓｈｉ在［４］中的相关结果．
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