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犐犉犛中一个经典遍历性质的一些推广
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摘要：该文针对概率迭代函数系统（ＩＦＳ），给出一些遍历性质，这些结果推广了Ｅｌｔｏｎ
［２］的结果，

一个结果在某种意义上与Ｆｕｓｔｅｎｂｅｒｇ
［４］和Ａｓｓａｎｉ

［１］关于弱混合系统中的结果类似．
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１　引言

令犡为一个紧致度量空间，犠＝｛狑１，…，狑犔｝是犡上犔 个压缩映射，犘＝（狆１，…，狆犔）是

一个正的概率向量，称（犡，犠，犘）是一个概率迭代函数系统（ＩＦＳ）．文［５］中 Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ证

明存在惟一的在 Ｍａｒｋｏｖ算子犕 下不变的概率测度μ，其中犕 定义为

犕：犕（犡）→犕（犡），

犕（ν）犅＝∑
犔

犻＝１

狆犻ν（狑
－１
犻 （犅）），

此处 犕（犡）表示犡上所有Ｂｏｒｅｌ概率测度全体．犅为犡 中Ｂｏｒｅｌ子集，不变测度μ也称为

自相似测度．

算子犝 定义为

犝：犆（犡）→犆（犡），

犝犳（狓）＝∑
犔

犻＝１

狆犻犳（狑犻（狓）），

犝 为犕 的伴随算子．此处犆（犡）表示犡上所有连续函数的全体．

令Σ＝∏
∞

１

｛１，２，…，犔｝为符号空间，珚犘为由测度犘（｛犻｝）＝狆犻诱导的乘积测度．

我们使用与文［３］相同的符号，令

π
狀：Σ→Σ

狀，

π
狀（σ）＝ （σ狀，σ狀－１，…，σ１）

用σ
狀 表示π

狀（σ），用狑σ狀表示狑σ狀狑σ狀－１…狑σ１，这里σ＝（σ１，σ２，…，σ狀，…），σ
狀
∈Σ

狀．

下面定理Ａ由Ｅｌｔｏｎ在文 ［２］中证得，Ｆｏｒｔｅ和 Ｍｅｎｄｉｖｉｌ在文 ［３］中给出简化证明．定

理Ｂ由Ｆｕｓｔｅｎｂｅｒｇ，Ｋａｔｚｎｅｌｓｏｎ和Ｏｒｎｓｔｅｉｎ在文［４］中得到，定理Ｃ由Ａｓｓａｎｉ在文 ［１］中得

到．

定理犃　令（犡，犠，犘）是一个概率迭代函数系统，则对任意犳（狓）∈犆（犡），任意狓∈犡，
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有

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犻＝１

犳（狑σ犻狑σ犻－１…狑σ１（狓））＝∫犡
犳ｄμ，

相对于珚犘 而言，对几乎所有σ∈Σ成立．其中μ是自相似测度．

定理犅　令（犡，犅，μ，犜）是一个弱混合动力系统，则对任意正整数 犿，对任意犳１，犳２，

…，犳犿∈犔
∞，在犔２ 范数意义下均有

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犜犼犳１·犜
２犼
犳２…犜

犿犼
犳犿 ＝∏

犿

犻＝１∫犳犻ｄμ．
　　定理犆　令（犡，犅，μ，犜）是一个弱混合动力系统，犜限制在其Ｐｉｎｓｋｅｒ代数上具有奇异

谱，则对任意正整数犿，对任意犳１，犳２，…，犳犿∈犔
∞，均有

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳１（犜犼狓）·犳２（犜
２犼狓）…犳犿（犜

犿犼狓）＝∏
犿

犻＝１∫犳犻ｄμ．　ａ．ｅ．．

２　本文结论

设犡犻（犻＝１，２，…，犿）是犿个紧致度量空间，（犡犻，犠犻，犘犻）（犻＝１，２，…，犿）是 犿 个概率

迭代函数系统．犠犻＝｛狑
（犻）
１ ，狑

（犻）
２ ，…，狑

（犻）
犔犻
｝，犘犻＝（狆

（犻）
１ ，狆

（犻）
２ ，…，狆

（犻）
犔犻
），（犻＝１，２，…，犿）．对

（犡犻，犠犻，犘犻），记其相应自相似测度为μ犻，（犻＝１，２，…，犿）．设Σ犻＝∏
∞

１

｛１，２，…，犔犻｝，其乘积

测度珚犘犻由犘犻诱导．令犢 也是一紧致度量空间，犜：犢→犢 为一连续映射，设μ∈犕（犢，犜）＝｛ν

∈犕（犢）｜ν犜
－１＝ν｝且μ为遍历的．设犅（犢）为犢 上Ｂｏｒｅｌσ代数．本文得到下述结果，其中

推论１在某种意义上类似定理Ｂ和定理Ｃ．

定理１　存在珟犢∈犅（犢）满足μ（珟犢）＝１，使得对任意犳∈犆（犢），任意犳犻∈犆（犡犻），任意狓

∈珟犢，任意狓犻∈犡犻（犻＝１，２，…，犿），有

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）∏
犿

犻＝１

犳犻（狑
（犻）
σ
（犻）
犽
犻犼
狑

（犻）
σ
（犻）
犽
犻犼－
１…狑

（犻）
σ
（犻）
１
（狓犻））＝∫犢犳ｄμ·∏

犿

犻＝１∫犡犻

犳犻ｄμ犻，（２．１）

相对于∏
犿

犻＝１

珚犘犻而言，对几乎所有 （σ
（１），σ

（２），…，σ
（犿））∈∏

犿

犻＝１

Σ犻成立．这里犽１，犽２，…，犽犿 是任

意正整数．若犽１＝犽２＝…犽犿＝１，则是文［６］中的情形．

推论１　条件同定理Ａ，则对任意犳犻∈犆（犡）（犻＝１，２，…，犿）和任意狓∈犡 有

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳１（狑σ（１）
犼
狑σ（１）

犼－１
…狑σ（１）１ （狓））·犳２（狑σ

（２）
２犼
狑σ（２）２犼－１…狑σ

（２）
１
（狓））

…犳犿（狑σ（犿）犿犼
狑σ（犿）犿犼－１

…狑σ（犿）１
（狓））＝∏

犿

犻＝１∫犡
犳犻ｄμ，

相对于∏
犿

犻＝１

珚犘 而言，对几乎所有 （σ
（１），σ

（２），…，σ
（犿））∈∏

犿

犻＝１

Σ成立．这里μ是自相似测度．

推论２　条件同定理Ａ，则对任意犳∈犆（犡）和任意狓∈犡，对任意正整数犽，有

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（狑σ犽犼狑σ犽犼－１…狑σ１（狓））＝∫犡
犳ｄμ，

相对于珚犘而言，对几乎所有σ∈Σ成立．这里μ仍为自相似测度．若犽＝１，即定理Ａ的情形．

推论３　条件同定理Ａ，则对任意狓∈犡和任意正整数犽，在弱拓扑意义下，有

１

狀∑
狀

犼＝１

δ狑
σ犽犼
狑σ犽犼－１

…狑σ１
（狓）→μ　（狀→ ∞），
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相对于珚犘而言，对几乎所有σ∈Σ成立．这里μ还是自相似测度，δ狓∈犕（犡）定义为

δ狓（犃）＝
１，　狓∈犃，

０，　狓犃｛ ．

　　定理２　设 （犢，犅，μ）是一个概率空间，犜：（犢，犅，μ）→（犢，犅，μ）是遍历的，则对任意犳

∈犔
１（μ），存在珟犢∈犅（犢）满足μ（珟犢）＝１，使得对任意犳犻∈犆（犡犻），任意狓∈珟犢，任意狓犻∈犡犻（犻

＝１，２，…，犿），相对于∏
犿

犻＝１

珚犘犻而言，对几乎所有 （σ
（１），σ

（２），…，σ
（犿））∈∏

犿

犻＝１

Σ犻，（２．１）式成立．

若犽１ ＝犽２ ＝ …犽犿 ＝１，则是文［６］中的情形．

３　结论的证明

引理１
［７］
　若犢 为一紧致度量空间，犜：犢→犢 是一连续映射，而且μ∈犕（犢，犜）是遍历

的，则存在珟犢∈犅（犢）满足μ（珟犢）＝１使得

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犻＝１

犳（犜
犻（狓））＝∫犳ｄμ，狓∈珟犢，犳∈犆（犢）．

　　引理２
［７］（Ｂｉｒｋｈｏｆｆ遍历定理）　若（犢，犅，μ）是一概率空间，而且犜：（犢，犅，μ）→（犢，犅，

μ）是遍历变换，则对任意犳∈犔
１（μ），存在珟犢∈犅满足μ（珟犢）＝１，使得

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犻＝１

犳（犜
犻（狓））＝∫犳ｄμ，狓∈珟犢．

　　引理３　若（犢，犅，μ）是一概率空间，而且犜：（犢，犅，μ）→（犢，犅，μ）是遍历变换，犛犻：Σ犻→

Σ犻是推移变换（犻＝１，２，…，犿），则

犜×犛
犽
１
１ ×… ×犛

犽犿
犿 ：犢×∏

犿

犻＝１

Σ犻→犢×∏
犿

犻＝１

Σ犻

是遍历变换．这里犽１，犽２，…，犽犿是任意正整数．
证　事实上，对任意正整数犽犻，犛

犽犻
犻 是弱混合变换（犻＝１，２…犿）．由弱混合等价命题

［６］，

则有犜×犛犽１１ 是遍历变换，从而有犜×犛
犽
１
１ ×犛

犽
２
２ ，…，犜×犛

犽
１
１ ×犛

犽
２
２ ×…×犛犿

犽犿均为遍历变换．


定理１的证明　先考虑犿＝１的情形．令ν犻是犡犻上一概率测度，ν犻－ｌｉｍ

狀→∞

是犾∞（犖）上的

Ｂａｎａｃｈ极限（犻＝１，２，…，犿）．固定犳∈犆（犢），犳１∈犆（犡１），狓∈珟犢，狓１∈犡１．此处珟犢 是引理１
中的珟犢．对映射犜×犛犽１１ ：犢×Σ１→犢×Σ１，由于狑

（１）
犻 是压缩映射，犢 和犡１ 均为紧致的，则有

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）
（σ
（１））犽１犼（狓１））－

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼
＋１狓）犳１（狑

（１）
（犛
犽
１
１
（σ
（１）））犽１犼（狓１））→０（狀→ ∞）．

　　从而

ν１－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）
（σ
（１））犽１犼（狓１））＝ν１－ｌｉｍ

狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼
＋１狓）犳１（狑

（１）
（犛
犽
１
１
（σ
（１）））犽１犼（狓１））

由引理３，犜×犛犽１１ 是遍历变换，则ν１－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）
（σ
（１））犽１犼（狓１））相对于μ×珚犘１，对几

乎所有 （狓，σ
（１））∈犢×Σ１ 是常数．有以下断言．

断言１　对上述固定的犳，犳１，狓，狓１，若犳≥０或犳≤０，则存在犡１ 上的惟一一个Ｂｏｒｅｌ
概率测度μν１＝μ１使得

ν１－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）

（σ
（１））犽１犼（狓１））＝∫犢犳ｄμ∫犡

１

犳１ｄμν１ ＝∫犢犳ｄμ∫犡
１

犳１ｄμ１．（３．１）

　　证　（１）若∫犢犳ｄμ≠０，则
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犑１：犳１狘→ν１－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）

（σ
（１））犽１犼（狓１））

∫犢犳ｄμ
是一个犆（犡１）上的有界线性泛函．且对任意犳１≥０，均有犑１（犳１）≥０．由引理１，犑１（１）＝１．从

而由Ｒｉｅｓｚ表示定理，对应一个犡１ 上的Ｂｏｒｅｌ概率测度μν１使得

犑１（犳１）＝∫犡
１

犳１ｄμν１．

为证μ１＝μν１，只需证∫犡
１

犳１ｄμν１＝∫犡
１

犝犳１ｄμν１．证此等式与文 ［３］类似可证，从而 （３．１）式成

立．

（２）若∫犢犳ｄμ＝０，令犳（狀）＝
１

狀
＋犳，则犳（狀）→犳，且∫犳（狀）ｄμ→∫犳ｄμ．由于对每个犳（狀），

（３．１）式均成立，从而对犳，（３．１）式也成立． 

断言２　对上面固定的犳，犳１，狓，狓１，若犳∈犆（犢，犚）（犆（犢，犚）表示犢 上实值连续函数

空间）．则存在犡１ 上的惟一一个Ｂｏｒｅｌ概率测度μν１＝μ１使得 （３．１）式成立．

证　令犳犘（狓）＝ｍａｘ｛犳（狓），０｝，犳犖（狓）＝ｍａｘ｛－犳（狓），０｝，即犳的正部和负部，则犳＝

犳犘－犳犖，由断言１，对犳犘 和犳犖（３．１）式分别成立，从而对犳，（３．１）式也成立． 

断言３　对上面固定的犳，犳１，狓，狓１，若犳∈犆（犢，犆）（犆（犢，犆）表示犢 上的复值连续函数

空间）．则存在犡１ 上的惟一一个Ｂｏｒｅｌ概率测度μν１＝μ１使得 （３．１）式成立．

证　令犳（狓）＝狌（狓）＋ｉ狏（狓），狌（狓）和狏（狓）分别为犳（狓）的实部与虚部，由断言２，对

狌（狓）和狏（狓）（３．１）式分别成立，从而对犳（狓），（３．１）式也成立． 

因此，相对于珚犘１，对几乎所有σ
（１）
∈Σ１，狓∈珟犢，狓１∈犡１，犳∈犆（犢），犳１∈犆（犡１），

（３．１）式均成立，由ν１ 的任意性，得知当犿＝１时，定理１成立．

设犿＝２，固定犳∈犆（犢），犳１∈犆（犡１），犳２∈犆（犡２），狓１∈犡１，狓２∈犡２，狓∈珟犢．考虑

犜×犛
犽
１
１ ×犛

犽
２
２ ：犢×Σ１×Σ２ →犢×Σ１×Σ２，

由于狑
（１）
犻 ，狑

（２）
犼 是压缩映射（犻＝１，２，…，犔１；犼＝１，２，…，犔２），犢，犡１，犡２ 是紧致度量空间，又

由引理３，犜×犛犽１１ ×犛
犽
２
２ 是遍历的，类似于犿＝１的情形，可证相对于测度μ×珚犘１×珚犘２，对几

乎所有的（狓，σ
（１），σ

（２））∈犢×Σ１×Σ２，Ｂａｎａｃｈ极限

ν２－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）

（σ
（１））犽１犼（狓１））犳２（狑

（２）

（σ
（２））犽２犼（狓２））

是一个常数．

断言４　对上面固定的犳∈犆（犢），犳１∈犆（犡１），犳２∈犆（犡２），狓１∈犡１，狓２∈犡２，狓∈珟犢，若

犳·犳１≥０或犳·犳１≤０，则存在犡２ 上的惟一一个Ｂｏｒｅｌ概率测度μν２＝μ２ 使得

ν２－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）

（σ
（１））犽１犼（狓１））犳２（狑

（２）

（σ
（２））犽２犼（狓２））＝∫犢犳ｄμ∫犡

１

犳１ｄμ１∫犡
２

犳２ｄμ２．

（３．２）

　　证　（１）若∫犢犳ｄμ∫犡
１

犳１ｄμ１ ≠０，则

犑２：犳２狘→ν２－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）犳１（狑
（１）

（σ
（１））犽１犼（狓１））犳２（狑

（２）

（σ
（２））犽２犼（狓２））

∫犢犳ｄμ∫犡
１

犳１ｄμ１

是一个犆（犡２）上的有界线性泛函，这里σ
（１）
∈Σ１ 使（３．１）式成立．易见犑２（１）＝１且对犳２≥
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０均有犑２（犳２）≥０．再由 Ｒｉｅｓｚ表示定理，存在 犡２ 上Ｂｏｒｅｌ概率测度μν２使得犑２（犳２）＝

∫犡
２

犳２ｄμν２．为证μ２ ＝μν２，仍与文［３］类似可证．从而（３．２）式成立． 

（２）若∫犢犳ｄμ∫犡
１

犳１ｄμ１ ＝０，类似断言１的证明，知（３．２）式也成立．

类似断言２和断言３，可证下面的断言５．

断言５　对上面固定的犳∈犆（犢），犳１∈犆（犡１），犳２∈犆（犡２），狓１∈犡１，狓２∈犡２，狓∈珟犢，不

论犳·犳１是实值还是复值，均存在犡２ 上的惟一一个Ｂｏｒｅｌ概率测度μν２＝μ２ 使得（３．２）式成

立．

因此，当犿＝２时，定理１成立．

假设当犿＝犾时定理１成立，再证当犿＝犾＋１时定理１成立．固定犳∈犆（犢），犳犻∈

犆（犡犻），狓∈珟犢，狓犻∈犡犻，（犻＝１，２，…，犾＋１），考虑

犜×犛
犽
１
１ ×犛

犽
２
２ ×…×犛

犽
犾＋１

犾＋１ ：犢×∏
犾＋１

犻＝１

Σ犻→犢×∏
犾＋１

犻＝１

Σ犻，

由于狑
（１）
犻
１
，狑

（２）
犻
２
，…，狑

（犾＋１）
犻犾＋１

（犻１＝１，２，…，犔１；犻２＝１，２，…，犔２；…；犻犾＋１＝１，２，…，犔犾＋１）是压缩映

射，且由引理３知犜×犛犽１１ ×犛
犽
２
２ ×…×犛

犽
犾＋１

犾＋１ 是遍历的，又由犢，犡犻（犻＝１，２，…，犾＋１）是紧致

度量空间，与 犿＝１的情形类似可证相对测度μ×∏
犾＋１

犻＝１

珚犘犻，对几乎所有 （狓，σ
（１），σ

（２），…，

σ
（犾＋１））∈犢×∏

犾＋１

犻＝１

Σ犻，Ｂａｎａｃｈ极限

ν犾＋１－ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（犜犼狓）∏
犾＋１

犻＝１

犳犻（狑
（犻）

（σ
（犻））犽犻犼（狓犻））

是常数．与犿＝２的情形类似可证两个断言，从而对犿＝犾＋１定理１成立，由数学归纳法，定

理１得证． 

推论１的证明　令犡１＝犡２＝…＝犡犿＝犡，犽１＝１，犽２＝２，…，犽犿＝犿，犳≡１，由定理１，

推论１得证． 

推论２的证明　由推论１立即得证． 

推论３的证明　由于在弱拓扑下，犕（犡）中μ狀→μ（狀→∞）当且仅当对 犳∈犆（犡），

∫犳ｄμ狀 →∫犳ｄμ（狀→ ∞）（［７］Ｐ１４９），又由于∫犡
犳ｄ（

１

狀∑
狀

犼＝１

δ狑
σ犽犼
狑σ犽犼－１

…狑σ１
（狓））＝

１

狀∑
狀

犼＝１

犳（狑σ犽犼

狑σ犽犼－１…狑σ１（狓）），再利用推论２，推论３得证． 

定理２的证明　把定理１证明中用到的引理１换成引理２，与证定理１类似可证定理

２． 

致谢　感谢周作领教授的关心和鼓励，同时还感谢审稿人指出了原稿中的一些错漏．
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