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摘要：该文首先给出了ｍＫｄＶＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的双线性形式和双线性Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换，然后利用

Ｈｉｒｏｔａ方法、Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换方法和 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ技巧三种不同的方法分别得到ｍＫｄＶＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ

方程的孤子解，最后验证了这三种解的一致性．
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目前已有许多成功的方法用来寻求孤子方程的精确解，如：反散射变换方法、Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ

变换方法、Ｈｉｒｏｔａ方法、Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ技巧等等．１９６７年，Ｇａｒｄｎｅｒ、Ｇｒｅｅｎｅ、Ｋｒｕｓｋａｌ和

Ｍｉｕｒａ
［１］首次提出了用反散射变换求解ＫｄＶ方程．此方法现已成功地应用于许多孤子方程

的精确求解［２，３］．除了此方法外还有一些直接的方法：例如 Ｈｉｒｏｔａ方法
［４］．在此方法中，首

先引入位势狌的一个变换，将原方程改写成双线性导数形式；其次将扰动展开式代入到双

线性方程中，在一定的条件下该展开式可以截断；最后构造犖孤子解的表达式，但此表达

式只是猜测而很难证明．Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换方法通常将求解高阶的微分方程转化为求解包含解

之间关系的较低阶的微分方程组．利用此变换，可以从已知解出发，求出新的孤子解；又可

进一步以新解作为已知解，求出更新解；周而复始．但该方法涉及到解微分方程组，往往在

求多孤子解时遇到麻烦．直到１９７４年，Ｈｉｒｏｔａ
［５］给出了一种 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换的双线性导数

形式，使得求多孤子解变得简单起来．另外一种直接的方法是 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ技巧，这是一种应

用广泛且高效的方法，这得益于 Ｗｒｏｎｓｋｉ行列式本身良好的性质．孤子解可以表示成

Ｗｒｏｎｓｋｉ行列式，这种表示首先由Ｓａｔｓｕｍａ
［６］在１９７９年引入．然而Ｓａｔｓｕｍａ本人并没有将

解的这种表示与孤子方程的双线性形式联系起来．直到１９８３年，作为一种求解孤子方程的

系统方法－Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ技巧－才由Ｆｒｅｅｍａｎ和Ｎｉｍｍｏ
［７－１１］提出并建立起来．该方法首先

要得到孤子方程的双线性形式或双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换，然后选择适当的犼 构成 Ｗｒｏｎｓｋｉ

行列式犠（１，２，…，犖），再代入到双线性方程或双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换中进行验证．能够

进行解的直接验证，这恰是 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ技巧的优势所在．

在这三种直接的方法中双线性方程和双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换起着很重要的作用，因此本

文主要目的之一就是介绍如何求得双线性方程和双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换．ｍＫｄＶＳＧ方

程［１２，１３］
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狌狓狋＋犃（
３

２
狌狓

２狌狓狓 ＋狌狓狓狓狓）＝犅ｓｉｎ狌，　（犃，犅∈犚）． （１）

可以表示三个不同的方程：ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ（ＳＧ）方程（犃＝０，犅＝１）

狌狓狋 ＝ｓｉｎ狌． （２）

ｍＫｄＶ方程（犃＝１，犅＝０，狌狓＝２狏）

狏狋＋狏狓狓狓 ＋６狏
２狏狓 ＝０ （３）

和一维原子格点（１ＤＡＧ）方程
［１３］（犃＝犅＝１）

狌狓狋＋（
３

２
狌狓

２狌狓狓 ＋狌狓狓狓狓）＝ｓｉｎ狌． （４）

文献［１３］介绍了用反散射方法求解方程（１）．在本文中我们首先介绍了方程的双线性形式

和双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换的表达式，同时我们也给出了一般形式的 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换的表达式．

其次利用Ｈｉｒｏｔａ方法、双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换方法和 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ技巧三种不同的方法得到

三种不同表达形式的解．最后我们利用最近陈登远等
［１４］提出的方法证明这三种解的一致

性．

１　方程的双线性形式和双线性 犅̈犪犮犽犾狌狀犱变换

由变换

狌＝２犻ｌｎ
珚犳
犳
， （５）

方程（１）可以写成双线性形式

（犇狓犇狋＋犃犇狓
４）犳·犳－

１

２
犅（犳

２
－珚犳

２）＝０， （６ａ）

犇狓
２
犳·珚犳＝０ （６ｂ）

或

犳狓狋犳－犳狓犳狋＋犃（犳狓狓狓狓犳－４犳狓狓狓犳狓＋３犳
２
狓狓）－

１

４
犅（犳

２
－珚犳

２）＝０， （７ａ）

犳狓狓珚犳－２犳狓珚犳狓＋犳珚犳狓狓 ＝０， （７ｂ）

其中珚犳表示犳的共轭，犇 表示Ｈｉｒｏｔａ双线性算子

犇狓
犿犇狋

狀犪·犫＝ （狓－狓′）
犿（狋－狋′）

狀犪（狓，狋）犫（狓′，狋′）狘狓′＝狓，狋′＝狋． （８）

　　下面我们利用Ｈｉｒｏｔａ方法
［５］给出方程（６）的双线性Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换．首先列出一些后面

将要用到的等式

犇狓犪犫·犮犱＝ （犇狓犪·犱）犮犫－犪犱（犇狓犮·犫）， （９ａ）

（犇狓犪·犫）犮犱－犪犫（犇狓犮·犱）＝ （犇狓犪·犮）犫犱－犪犮（犇狓犫·犱）， （９ｂ）

（犇２狓犪·犫）犮犱－犪犫（犇
２
狓犮·犱）＝犇狓［（犇狓犪·犱）·犮犫＋犪犱·（犇狓犮·犫）］， （９ｃ）

（犇４狓犪·犪）犮犮－犪犪（犇
４
狓犮·犮）＝２犇狓［（犇

３
狓犪·犮）·犮犪＋６（犇

２
狓犪·犮）·（犇狓犮·犪）］， （９ｄ）

（犇２狓犪·犫）犮犱＋犪犫（犇
２
狓犮·犱）＝ （犇

２
狓犪·犱）犮犫＋犪犱（犇

２
狓犮·犫）－２（犇狓犪·犮）（犇狓犫·犱），

（９ｅ）

（犇狋犇狓犪·犪）犮犮－犪犪（犇狋犇狓犮·犮）＝２犇狓（犇狋犪·犮）·犪犮． （９ｆ）

利用上面的公式可以得到如下的命题

命题１　设犳和犵 满足条件

犇狓珚犳·犵＝λ犳珚犵，　（λ∈犚）， （１０）
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犇２狓珚犳·犳＝０， （１１）

则有

犇２狓珚犵·犵＝０， （１２）

犇２狓犳·犵＝λ
２
犳犵． （１３）

　　证　首先借助于等式（９ｃ）和方程（１０），可以得到

（犇２狓珚犳·犳）珚犵犵－珚犳犳（犇
２
狓
珚犵·犵）＝犇狓［（犇狓珚犳·犵）·犳珚犵＋珚犳犵·（犇狓珚犵·犳）］

＝λ犇狓（犳珚犵·犳珚犵－珚犳犵·珚犳犵）＝０，

于是由（１１）式可以推出（１２）式是正确的．另外，由（９ｃ）式和（１０）式可以推出

（犇２狓犳·犵）珚犳珚犵－犳犵（犇
２
狓
珚犳·珚犵）＝０， （１４）

再由（９ｅ）式、（１０）－（１２）式可得

（犇２狓犳·犵）珚犳珚犵＋犳犵（犇
２
狓
珚犳·珚犵）＝２λ

２
犳犵珚犳珚犵， （１５）

以上两个等式之和就是（１３）式． 

利用上面的命题，由（６）式我们可以得到 ｍＫｄＶＳＧ方程的双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换．假

设犳是（６）式的一个解．令

犘＝［（犇狓犇狋＋犃犇
４
狓）犳·犳－

１

２
犅（犳

２
－珚犳

２）］犵
２

－［（犇狓犇狋＋犃犇
４
狓）犵·犵－

１

２
犅（犵

２
－珚犵

２）］犳
２． （１６）

由（９ｄ）式和（９ｆ）式，可得

犘＝２犇狓｛［（犇狋＋犃犇狓
３）犳·犵］·犳犵－３犃（犇

２
狓犳·犵）·（犇狓犳·犵）｝＋

１

２
犅（珚犳

２
犵
２
－犳

２珚犵
２）．

（１７）

　　如果我们假设犳和犵 满足（１０）式，根据命题１，在（１７）式中用λ
２
犳犵替换犇

２
狓犳·犵，则

有

犘＝２犇狓｛［（犇狋＋犃犇狓
３）犳·犵］·犳犵－３犃λ

２
犳犵·（犇狓犳·犵）｝＋

１

２
犅（珚犳

２
犵
２
－犳

２珚犵
２）．

若取

［犇狋＋犃（犇狓
３
＋３λ

２犇狓）］犳·犵＝
犅
４λ
珚犳珚犵， （１８）

可以得到

犘＝
犅
２λ
［犇狓（珚犳珚犵·犳犵）＋λ（珚犳

２
犵
２
－犳

２珚犵
２）］．

由（９ａ）式和（１０）式可以得出犘＝０．这样（１０）式和（１８）式就构成了ｍＫｄＶＳＧ方程（１）的双

线性形式的 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换．也就是说，如果狌是ｍＫｄＶＳＧ方程（１）的解，那么

狌＝２犻ｌｎ
珚犵
犵
， （１９）

也一定是方程（１）的解，其中犵满足双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换（１０）式和（１８）式．

双线性形式的 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换还有另外一种等价形式．由（１０）式，我们有

（犇２狓珚犵·犵）珚犳犳＋珚犵犵（犇
２
狓
珚犳·犳）（犇狓珚犵·犳）犵珚犳－珚犵犳（犇狓犵·珚犳）＝－λ（珚犳

２
犵
２
－犳

２珚犵
２），

利用关系式

狌＝２犻ｌｎ
珚犳
犳
，狌′＝２犻ｌｎ

珚犵
犵
，ｓｉｎ狌＝

１

犻
（犳
珚犳
－
珚犳
犳
），ｓｉｎ狌′＝

１

犻
（犵
珚犵
－
珚犵
犵
）．

可进一步得到
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狌′狓＋狌狓 ＝４λｓｉｎ
狌′－狌
２

， （２０）

另外对（１）式积分一次，并利用（２０）式，我们有

狌′狋－狌狋 ＝－犃｛２狌狓狓狓 ＋狌′狓狌狓
２
＋λ［４狌狓狓ｃｏｓ

狌′－狌
２

－（狌′狓
２
＋狌狓

２）ｓｉｎ
狌′－狌
２

］

＋２λ
２（狌′狓－狌狓）［３－ｃｏｓ（狌′－狌）］｝－

犅

λ
ｓｉｎ
狌′＋狌
２

． （２１）

（２０）式和（２１）式是一种等价的 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换的表达式．

２　犖孤子解

首先我们利用Ｈｉｒｏｔａ方法求解．设犳（狓，狋）可按参数ε展开成级数

犳（狓，狋）＝１＋犳
（１）
ε＋犳

（２）
ε
２
＋犳

（３）
ε
３
＋…， （２２）

将这个展开式代入（６）式，并比较ε的同次幂系数得

２（狓狋＋犃狓
４）犳

（１）
＝犅（犳

（１）
－珚犳

（１））， （２３ａ）

２（狓狋＋犃狓
４）犳

（２）
＝－（犇狓犇狋＋犃犇狓

４）犳
（１）·犳

（１）
＋
１

２
犅（犳

（１）２
－珚犳

（１）２）＋犅（犳
（２）
－珚犳

（２）），

（２３ｂ）

……，


２
狓（犳

（１）
＋珚犳

（１））＝０， （２４ａ）


２
狓（犳

（２）
＋珚犳

（２））＝－犇狓
２
犳
（１）·珚犳

（１）， （２４ｂ）

……．

如果取

犳
（１）
＝∑

犖

犼＝１

ｅξ犼＋
π
２犻，ξ犼 ＝犽犼狓＋ω犼狋＋ξ犼

（０），犽犼，ω犼，ξ犼
（０）
∈犚． （２５）

则可得到犖孤子解．

当犖＝１时，由（２３、２４）式我们有

犳
（１）
＝ｅξ１

＋
π
２犻，ω１ ＝

犅
犽１
－犃犽１

３，犳
（犾）
＝０，犾＝２，３，…，犖． （２６）

则可得单孤子解为狌＝４ａｒｃｔａｎｅξ１．当犖＝２时，可以得到

犳
（１）
＝ｅξ１

＋
π
２犻＋ｅξ２

＋
π
２犻， （２７ａ）

犳
（２）
＝ｅξ１

＋ξ２＋犻π＋犃１２，ｅ犃１２ ＝ （
犽１－犽２
犽１＋犽２

）２，ω犼 ＝
犅
犽犼
－犃犽犼

３，犼＝１，２． （２７ｂ）

犳
（犾）
＝０，犾＝３，４，…，犖， （２７ｃ）

所以双孤子解为

狌＝４ａｒｃｔａｎ
ｅξ１＋ｅξ２

１－ｅξ１
＋ξ２＋犃１２

． （２８）

一般犖孤子解可由（５）式表示出，其中

犳＝ ∑
μ＝０，１

ｅｘｐ［∑
犖

犼＝１
μ犼（ξ犼＋

π
２
犻）＋∑

犖

１≤犼＜犾
μ犼μ犾犃犼犾］，ω犼 ＝

犅
犽犼
－犃犽犼

３，ｅ犃犼犾 ＝
（犽犼－犽犾）

２

（犽犼＋犽犾）
２
，

（２９）

式中对μ的和式表示μ犼（犼＝１，２，… ，犖）取０或１时所有可能的项之和．显然ＳＧ方程
［１５］和
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ｍＫｄＶ方程
［１６］的解也可由（５）式和（２９）式表示．

下面我们介绍通过双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换获得的犖孤子解．当犳＝１时表示零解，由

（１０）式和（１８）式，犵应满足

犵狓 ＝λ珚犵，　犵狋＋犃（犵狓狓狓 ＋３λ
２
犵狓）＝

犅
４λ
珚犵． （３０）

解出

犵＝犵１ ＝ｅ
π
４犻（ｅ

ξ１
２＋

π
４犻＋ｅ

－
ξ１
２－

π
４犻），　ω１ ＝

犅
犽１
－犃犽

３
１，λ＝－

犽１
２
， （３１）

其为双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ的单孤子解．如果我们取犳是犵１ 的表达式 （３１），那么由双线性

Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换可以得到

犵＝犵２ ＝ｅ
π
２犻［α（ｅ

ξ１＋ξ２
２ ＋

π
２犻＋ｅ

－
ξ１＋ξ２
２ －

π
２犻）＋β（ｅ

ξ１－ξ２
２ ＋ｅ

－
ξ１－ξ２
２ ）］， （３２ａ）

α＝犽１－犽２，β＝犽１＋犽２，ξ犼 ＝ω犼狋＋犽犼狓＋ξ犼
（０），　（犼＝１，２）． （３２ｂ）

一般地，如果取犳＝犵犖－１，那么我们可以得到犖孤子解的表达式（１９），其中

犵犖 ＝ｅ
犖
４π犻∑
ε＝±１
∏
犖

１≤犼＜犾

ε犼（ε犼犽犼－ε犾犽犾）ｅ
１
２∑
犖

犼＝１

ε
犼
（ξ犼＋

π
２犻
），

ω犼 ＝
犅
犽犼
－犃犽

３
犼，λ犼 ＝－

犽犼
２
，　（犼＝１，２，…，犖）． （３３）

　　最后我们给出 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ形式的犖孤子解．表达式为

犳＝犠（１，２，…，犖）＝

１ … １
（犖－１）

…

犖 … 犖
（犖－１）

＝狘犖－１
∧

狘， （３４）

其中犼
（犾）＝

犾
犼／狓

犾，且犼满足

犼 ＝ｅ
犻π
４（ｅ

ξ犼
２＋
犻π
４ ＋（－１）犼－

１ｅ－
ξ犼
２－
犻π
４），ξ犼 ＝犽犼狓－（犃犽犼

３
－犅

１

犽犼
）狋＋ξ

（０）
犼 ，犽犼，ξ

（０）
犼 ∈犚．（３５）

这里我们定义｜犖－１
∧

｜＝｜０，１，２，…，狀－１｜，｜珦犖｜＝｜１，２，…，犖｜，以下同．不难得到

珚犳＝狘－１，犖－２
∧

狘∏
犖

犼＝１

α犼 ＝狘珦犖狘∏
犖

犼＝１

１

α犼
，珚犳

２
＝狘－１，犖－２
∧

狘狘珦犖狘，

珚犳狓 ＝狘犖－１
～

，犖＋１狘∏
犖

犼＝１

１

α犼
，珚犳狓狓 ＝ ［狘犖－２
～

，犖，犖＋１狘＋狘犖－１
～

，犖＋２狘］∏
犖

犼＝１

１

α犼
，

犳狓 ＝狘犖－２
∧

，犖狘，犳狓狓 ＝狘犖－３
∧

，犖－１，犖狘＋狘犖－２
∧

，犖＋１狘，

犳狋＝－４犃［（犖－４
∧

，犖－２，犖－１，犖狘－狘犖－３
∧

，犖－１，犖＋１狘

＋狘犖－２
∧

，犖＋２狘］＋
１

４
犅狘－１，犖－１
～

狘，

……，

现将以上各式直接代入（７ａ）式的左端，可得

犳狓狋犳－犳狓犳狋＋犃（犳狓狓狓狓犳－４犳狓狓狓犳狓＋３犳
２
狓狓）－

１

４
犅（犳

２
－珚犳

２）

＝１２犃［狘犖－３
∧

，犖－２，犖－１狘狘犖－３
∧

，犖，犖＋１狘

－狘犖－３
∧

，犖－２，犖狘狘犖－３
∧

，犖－１，犖＋１狘
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＋狘犖－３
∧

，犖－２，犖＋１狘狘犖－３
∧

，犖－１，犖狘］

＋
１

２
犅［狘犖－２
∧

，犖－１狘狘－１，犖－２
～

，犖狘－狘犖－２
∧

，犖狘狘－１，犖－２
～

，犖－１狘

＋狘犖－２
～

，犖－１，犖狘狘－１，犖－２
∧

狘］

＝－６犃
０犖－３
～

０ 犖－２ 犖－１ 犖 犖＋１

０ ０犖－３
～

犖－２ 犖－１ 犖 犖＋１

－
１

４
犅
－１ ０ 犖－２
～

０ 犖－１ 犖

－１ ０ ０ 犖－２
～

犖－１ 犖

＝０．

其中我们利用了等式

∑
犖

犼＝１

α
２
犼［∑

犖

犼＝１

α
２
犼狘犖－１
∧

狘｛ ｝］狘犖－１
∧

狘＝ ［∑
犖

犼＝１

α
２
犼狘犖－１
∧

狘］
２．

同时，对于（７ｂ）的左端我们有

犳狓狓珚犳－２犳狓珚犳狓＋犳珚犳狓狓 ＝∏
犖

犼＝１

１

α犼
｛狘犖－１
∧

狘［狘犖－２
～

，犖，犖＋１狘＋狘犖－１
～

，犖＋２狘］

－２狘犖－２
∧

，犖狘狘犖－１
～

，犖＋１狘＋狘犖^狘［狘犖－３
∧

，犖－１，犖狘＋狘犖－２
∧

，犖＋１狘］｝．

把

狘犖－３
∧

，犖－１，犖狘＝－∑
犖

犼＝１

α
２
犼狘犖－１
∧

狘＋狘犖－２
∧

，犖＋１狘，狘犖－１
～

，犖＋２狘

＝∑
犖

犼＝１

α
２
犼狘犖^狘＋狘犖－２
～

，犖，犖＋１狘

代入上面的等式，则就可以得到

－∏
犖

犼＝１

１

α犼

０ 犖－２
～

０ 犖－１ 犖 犖＋１

０ ０ 犖－２
～

犖－１ 犖 犖＋１

＝０．

所以（７）式具有 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ形式的解（３４、３５）式．

对于双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换（１０）和（１８），设犳＝｜犖－２
∧

，τ｜表示（犖－１）孤子解，犵＝

｜犖－１
∧

｜表示犖孤子解，其中τ＝（０，…，１）
犜，那么（１０）和（１８）分别变为

－
１

２∏
犖－１

犼＝１

１

α犼

０ 犖－２
～

０ 犖－１ 犖 τ

０ ０ 犖－２
～

犖－１ 犖 τ

＝０

和

－３犃
０ 犖－４
～

犖－２ ０ 犖－３ 犖－１ 犖 τ

０ ０ 犖－４
～

犖－２ 犖－３ 犖－１ 犖
烅

烄

烆 τ

＋
０ 犖－３
～

０ 犖－２ 犖－１ 犖＋１ τ

０ ０ 犖－３
～

犖－２ 犖－１ 犖＋１
烍

烌

烎τ
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－
犅
８

－１ ０ 犖－２
～

０ 犖－１ τ

－１ ０ ０ 犖－２
～

犖－１ τ

＝０，

其中系数λ＝α犖．因此，双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换是由（犖－１）孤子解到犖孤子解的变换．

等式（１）除了可以表示ｍＫｄＶ、ＳＧ和１ＤＡＧ方程外，还可以表示其他结果．如果在（６）

式和（３５）式中取犃＝１，犅＝０，那么狌＝２（ｌｎ犳）狓狓恰是ＫｄＶ方程复数形式的解．如果取犃＝

１，犅＝０，那么双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变换（１０）式和（１８）式恰是ＫｄＶ方程的双线性 Ｂ̈ａｃｋｌｕｎｄ变

换［５］．

３　三种解的一致性

根据行列式的性质，元素为（３４）式的犳＝｜犖－１
∧

｜可以分成２
犖 个 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ行列

式的和．因此我们有

犳犖＝ｅ
犖π
４犻∑
ε＝±１

ε２ε４…ε［犖２］△（ε１
犽１
２
，ε２
犽１
２
，…，ε犖

犽犖
２
）ｅ∑

犖

犼＝１

ε
犼
（
ξ犼
２＋

犻
４π
）

＝ （－１）
犖（犖－１）
２ ｅ

犖π
４犻∑
ε＝±１
∏
犖

１≤犼＜犾

ε犾（ε犼犽犼－ε犾犽犾）ｅ∑
犖

犼＝１

ε
犼
（
ξ犼
２＋

π
４犻
）
． （３６）

其中Δ（ε１
犽１
２
，ε２
犽２
２
…，ε犖

犽犖
２
）表示元素为ε１

犽１
２
，ε２
犽２
２
，…，ε犖

犽犖
２
的犖×犖 的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ

行列式．可以看出由（３６）式得到的解和由（３３）式得到的解是一致的．

进一步可以发现

ε犾
ε犼犽犼－ε犾犽犾
犽犼－犽犾

＝
犽犾＋犽犼
犽犾－犽（ ）犼

１
２
（１－ε

犼
ε犾
）

＝
犽犾－犽犼
犽犾＋犽（ ）犼

２μ犼μ犾－μ犼－μ犾

． （３７）

令μ犼＝（１＋ε犼）／２可得

犳＝ ［∏
犖

犼＝１

ｅ－
１
２
（ξ犼＋

π
２犻
）］［∏

１≤犼＜犾≤犖

（犽犾－犽犼）］∑
μ＝０，１

∏
１≤犼＜犾≤犖

犽犾－犽犼
犽犾＋犽（ ）犼

－μ犼－μ犾＋２μ犼μ

［ ］
犾

∏
犖

犼＝１

ｅμ犼
（ξ犼＋

π
２犻｛ ｝） ．
（３８）

注意到

∏
１≤犼＜犾≤犖

犽犾－犽犼
犽犾＋犽（ ）犼

－μ犼－μ犾

＝ｅｘｐ －∑
犖

犼＝１

（μ犼 ∑
犖

犾＝１，犾≠犼

犃犼犾
２｛ ｝）， （３９）

可得

犳＝ ［∏
犖

犼＝１

ｅ－
１
２
（ξ犼＋

π
２犻
）］［∏

１≤犼＜犾≤犖

（犽犾－犽犼）］∑
μ＝０，１

ｅｘｐ［∑
犖

犼＝１
μ犼（η犼＋

π
２
犻）＋ ∑

１≤犼＜犾≤犖
μ犼μ犾犃犼犾］，（４０）

其中

η犼 ＝ξ犼－
１

２ ∑
犖

犾＝１，犾≠犼

犃犼犾． （４１）

　　从（４０）式，（２９）式，（３３）式和（５）式，我们可以看到这些解对于从（５）式恢复解来说是相

互一致的．
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