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二次非线性算子方程精确解的表示
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摘要：该文在再生核空间中讨论了一类非线性算子方程犃狏犅狏＋犆狏＝犳的求解问题，并且给出了

精确解的表达式．
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１　引言

论文［１］－［４］利用了一元再生核空间犠１
２［犪，犫］中的再生核技巧，讨论了线性的积分方

程、微分方程、积分微分方程以及一般的算子方程的求解问题，并且给出了这些方程的精确

解的表达式．所研究的这些方程都是线性方程．在本文中我们在再生核空间中，讨论了本

质上与上述问题完全不同的问题—非线性问题，给出了二次非线性算子方程

犃狏犅狏＋犆狏＝犳，　犳，狏∈犠
１
２［犪，犫］ （１）

精确解的表达式．其中犃，犅，犆都是犠１
２［犪，犫］→犠

１
２［犪，犫］的有界线性算子．本文的方法直接

可以推广到一般的三次多项式型非线性算子方程

犃狏犅狏犆狏＋犇狏犈狏＋犉狏＝犳，　犳，狏∈犠
１
２［犪，犫］

以及更高次的非线性算子方程的求解问题．

下面讨论二次非线性算子方程（１）的求解．不妨假设某一点狏１（狔０）＝１，如果狏（狔０）≠１

且狏（狔０）≠０，我们可将狏（狓）＝狏（狔０）狏１（狓）代入（１）式有犃′狏１犅′狏１＋犆′狏１＝犳，狏１，犳∈犠
１
２［犪，

犫］且狏（狔０）＝１．

２　预备知识

本文中恒假定｛犵犽（狋）｝
∞
１ 为犠

１
２［犪，犫］的一组完全标准正交系．

（Ⅰ）空间犠
１
２［犪，犫］的定义为

犠１
２［犪，犫］＝ ｛狌狘狌是一元绝对连续函数，且狌′∈犔

２［犪，犫］｝，

犠１
２［犪，犫］上的内积和范数定义为


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〈狌，狏〉犠１
２
＝∫

犫

犪
狌狏ｄ狓＋∫

犫

犪
狌′狏′ｄ狓，　狌，狏∈犠

１
２［犪，犫］，

‖狌‖犠
１
２
＝ 〈狌，狌〉犠槡 １

２
．

文［５］中证明了犠１
２［犪，犫］是一个具有再生核的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．其再生核的表达式为

犚ξ（狓）＝
１

２ｓｈ（犫－犪）
［ｃｈ（狓＋ξ－犪－犫）＋ｃｈ（狘狓－ξ狘－犫＋犪）］．

于是由再生核的定义，对任意的狌∈犠
１
２［犪，犫］和指定的狓有

狌（狓）＝ 〈狌（ξ），犚狓（ξ）〉犠１２．

　　（Ⅱ）空间犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝定义为：犠＝犠
１
２犠

１
２．

由论文［７］可知，两个具有再生核的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犠１
２［犪，犫］的直积犠

１
２犠

１
２ 可构造成空

间 ｛∑
∞

犽，犾＝１

α犽，犾犵犽（狋）犵犾（τ）狘｛α犽，犾｝
∞
犽，犾＝１ ∈犾

２，α犽，犾∈犚｝，且具有再生核犚狓（ξ）犚狔（η）．从而我们有

（ａ）犠 ＝犠
１
２ 犠

１
２ ＝ ｛∑

∞

犽，犾＝１

α犽，犾犵犽（狋）犵犾（τ）狘｛α犽，犾｝
∞
犽，犾＝１ ∈犾

２，α犽，犾∈犚｝；

（ｂ）犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝具有再生核犚狓（ξ）犚狔（η）；

（ｃ）对狌１，狌２，狏１，狏２∈犠
１
２［犪，犫］，有

（狌１狌２，狏１狏２）犠 ＝ 〈狌１，狏１〉犠１
２
〈狌２，狏２〉犠１

２
，

‖狌１（狋）狌２（τ）‖犠 ＝ ‖狌１‖犠
１
２
‖狌２‖犠

１
２
．

３　求解方程（１）转化为求解二元线性算子方程组（２）

为求解方程（１），首先研究如下定义的二元线性算子犓

犓狌（狋，τ）（狓）≡ （犔狌）（狓）＋（犎狌）（狓）＝犳，狌∈犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝，犳∈犠
１
２［犪，犫］，（２）

（犔狌）（狓）
ｄｅｆ
（狌（狋，τ），［犅η犚狓（η）］（τ）［犃


ξ犚狓（ξ）］（狋））（狋，τ），犠， （３）

（犎狌）（狓）
ｄｅｆ
（狌（狋，τ），犚狔０（狋）［犆


ξ犚狓（ξ）］（τ））犠， （４）

其中犃是犃的共轭算子，犃
ξ
中的下标ξ表示算子犃

是作用于ξ的函数的．

（Ⅰ）犎是有界线性算子．

引理１　任取狌＝犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝，如果狌（狋，τ）作为τ的函数∈犠
１
２，若此时固定狋，记

狌（狋，τ）＝狌狋（τ）∈犠
１
２，则有‖狌狋（τ）‖τ，犠１２≤犚狋（狋）

１
２‖狌‖犠．

证　由于 犠 ＝犠
１
２犠

１
２，所以可设狌（狋，τ）＝ ∑

∞

犽＝１

［∑
∞

犾＝１

α犽，犾犵犾（τ）］犵犽（狋）．其中实序列

｛α犽，犾｝
∞
犽，犾＝１ ∈犾

２．记犳犽（τ）＝∑
∞

犾＝１

α犽，犾犵犾（τ），则犳犽（τ）∈犠
１
２［犪，犫］且‖犳犽（τ）‖τ＝ ∑

∞

犾＝１

α
２
犽，（ ）犾

１／２

．

固定狋，记狌狀（τ）＝∑
狀

犽＝１

犳犽（τ）犵犽（狋）∈犠
１
２．往证｛狌狀（τ）｝

∞
１ 为犠

１
２［犪，犫］中的柯西列．不妨设犿

＜狀，由

‖狌狀－狌犿‖犠
１
２
＝ ‖∑

狀

犽＝犿＋１

犳犽（τ）犵犽（狋）‖τ，犠１２ ≤ ∑
狀

犽＝犿＋１

狘犵犽（狋）狘·‖犳犽（τ）‖τ，犠１２

＝ ∑
狀

犽＝犿＋１

（∑
∞

犾＝１

α
２
犽，犾）

１／２
狘犵犽（狋）狘．

由再生核的性质，我们有
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‖狌狀－狌犿‖犠
１
２ ≤犚狋（狋）

１／２（∑
狀

犽＝犿＋１
∑
∞

犾＝１

α
２
犽，犾）

１／２
→０　（狀，犿→ ∞），

所以｛狌狀（τ）｝
∞
１ 为犠

１
２［犪，犫］中的柯西列，再由犠

１
２ 完备性知

狌狋（τ）＝∑
∞

犽＝１

犳犽（τ）犵犽（狋）∈犠
１
２，

同时由狌狀（τ）
‖·‖犠

→

１
２

狌狋（τ），可得‖狌狀‖犠
１
２
→‖狌狋（τ）‖τ，犠１２．

类似于上述过程的推导，我们有

‖狌狀（τ）‖犠
１
２ ≤犚狋（狋）

１／２（∑
狀

犽＝１
∑
∞

犾＝１

α
２
犽，犾）

１／２
≤犚狋（狋）

１／２
‖狌‖犠，

令狀→∞，得

‖狌狋（τ）‖τ，犠１２ ≤犚狋（狋）
１／２
‖狌‖犠． 

　　定理１　设犆是犠
１
２［犪，犫］→犠

１
２［犪，犫］有界线性算子，则（４）式中定义的算子 犎 是犠

｛［犪，犫］×［犪，犫］｝→犠
１
２［犪，犫］的有界线性算子．

证　狌∈犠，则存在实序列｛α犽，犾｝
∞
犽，犾＝１∈犾

２，使

狌（狋，τ）＝∑
∞

犽＝１

［∑
∞

犾＝１

α犽，犾犵犾（τ）］犵犽（狋），

（犎狌）（狓）＝ （狌（狋，τ），犚狔０（狋）［犆

ξ犚狓（ξ）］（τ））（狋，τ），犠

＝∑
∞

犽＝１
∑
∞

犾＝１

α犽，犾〈犵犽（狋），犚狔０（狋）〉狋，犠
１
２
〈犵犾（τ），［犆


ξ犚狓（ξ）］（τ）〉τ，犠１２

＝∑
∞

犽＝１

［∑
∞

犾＝１

α犽，犾［犆犵犾（τ）］（狓）］犵犽（狔０）． （５）

由引理１，狌（狔０，τ）∈犠
１
２，及犆为犠

１
２［犪，犫］→犠

１
２［犪，犫］有界线性算子知

犆［狌（狔０，τ）］＝犆［∑
∞

犽＝１
∑
∞

犾＝１

α犽，犾犵犾（τ）犵犽（狔０）］

＝∑
∞

犽＝１

［∑
∞

犾＝１

α犽，犾［犆犵犾（τ）］（狓）］犵犽（狔０）． （６）

综合（５）、（６）式有：（犎狌）（狓）＝｛犆［狌（狔０，τ）］｝（狓）∈犠
１
２．所以，犎是犠→犠

１
２ 的线性算子．再

次利用引理１及犆的有界性知

‖犎狌‖犠
１
２
＝ ‖｛犆［狌（狔０，τ］｝（狓）‖犠

１
２ ≤ ‖犆‖犠

１
２
‖狌狔０（τ）‖犠

１
２

≤ ‖犆‖犠
１
２
犚狔０（狔０）

１
２‖狌‖犠．

所以‖犎‖犠→犠
１
２
≤‖犆‖犠

１
２
犚狔０（狔０）

１
２．犎是犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝→犠

１
２［犪，犫］的有界线性算子．



（Ⅱ）犔为犠→犠
１
２ 的有界线性算子．

先给出犚狓（狔）的性质：犚狓（狓）为连续函数，所以存在犕＞０，使犚狓（狓）
１／２
≤犕．

定理２　假定犃，犅均为犠
１
２［犪，犫］→犠

１
２［犪，犫］的有界线性算子，对狌∈犠｛［犪，犫］×［犪，

犫］｝，如果

（ａ）（犔１狌）（狓，狔）∈犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝，

（ｂ）狓的函数：‖


狓
［犃
ξ犚狓（ξ）］（狋）‖狋，犠１２∈犔

２［犪，犫］，

３２４Ｎｏ．３　　　　　　　　崔明根等：二次非线性算子方程精确解的表示



（ｃ）狓的函数：‖


狓
［犅η犚狓（η）］（τ）‖τ，犠１２∈犔

２［犪，犫］，

则犔是犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝→犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝的有界线性算子．

证　

狘（犔狌）（狓）狘＝狘（狌（狋，τ），［犅η犚狓（η）］（τ）［犃

ζ犚狓（ζ）］（狋））（狋，τ），犠狘

≤ ‖犃‖‖犅‖‖犚狓（η）‖η，犠１２‖犚狓（ζ）‖ζ，犠
１
２
‖狌‖犠，

因为

‖犚狓（ζ）‖ζ，犠１２ ＝ ｛〈犚狓（ζ），犚狓（ζ）〉ζ，犠
１
２
｝
１
２ ＝ （犚狓（狓））

１
２ ≤犕．

所以，｜（犔狌）（狓）｜≤犕
２
‖犃‖‖犅‖‖狌‖犠。

同理

狘
ｄ

ｄ狓
（犔狌）（狓）狘＝狘（狌（狋，τ），



狓
［犅η犚狓（η）］（τ）［犃


ζ犚狓（ζ）］（狋））（狋，τ），犠狘

≤狘（狌（狋，τ），［犅

η犚狓（η）］（τ）



狓
［犃
ζ犚狓（ζ）］（狋））（狋，τ），犠狘

＋狘（狌（狋，τ），［犃
ζ犚狓（ζ）］（狋）



狓
［犅η犚狓（η）］（τ））（狋，τ），犠狘

≤犕‖狌‖｛‖犅‖‖


狓
［犃
ζ犚狓（ζ）］（狋）‖狋，犠１２

＋‖犃‖‖


狓
［犅η犚狓（η）］（η）‖τ，犠１２｝．

由条件（ｂ）和（ｃ），有

ｄ

ｄ狓
（犔１狌）（狓，狓）∈犔

２［犪，犫］．

所以

‖（犔狌）（狓）‖狓，犠１
２ ≤ｃｏｎｓｔ‖狌‖犠，

其中

ｃｏｎｓｔ＝｛犕
４
‖犃‖

２
‖犅‖

２（犫－犪）＋２犕
２｛‖犅‖

２

∫
犫

犪
‖


狓
［犃
ζ犚狓（ζ）］（狋）‖

２
狋，犠

１
２
ｄ狓

＋‖犃‖
２

∫
犫

犪
‖


狓
［犅η犚狓（η）］（τ）‖

２
τ，犠

１
２
ｄ狓｝｝

１
２． 

　　（Ⅲ）犓为犠→犠
１
２ 上的有界线性算子。

综合（Ⅰ），（Ⅱ）知

定理３　在定理１和定理２的条件下方程（２）中的犓是犠｛［犪，犫］×［犪，犫］｝→犠
１
２［犪，犫］

的有界线性算子．

４　方程（２）的精确解

定理４　设在（２）式中的算子犃，犅，犆满足定理２和定理３的条件，且犓
－１存在，如果

犓－１是犆［犪，犫］→犠 的有界线性算子，则方程（２）有唯一解，这个解可表示为

狌（犕）＝∑
∞

犻＝０
ρ犻（狔犻）β

２
犻ψ犻（犕），犕 ∈ ［犪，犫］×［犪，犫］， （７）

其中
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ψ犽（犕）＝ （犓

犽（狓））（犕），β犽 ＝

１

‖ψ犽‖犠

， （８）

犽（狓）＝犚狔犽（狓）， （９）

ρ犽（狔犽）＝ ｍａｘ
犪≤狓≤犫

狘ρ犽（狓）狘． （１０）

而ρ犽（狓）是递推定义的

ρ０（狓）＝犳（狓）， （１１）

犎犽（犕）＝ρ犽（狔犽）β
２
犽ψ犽（犕）， （１２）

ρ犽＋１（狓）＝ρ犽（狓）－（犓犎犽（犕））（狓），犽＝１，２，…， （１３）

并且有‖狉犽＋１‖≤‖狉犽‖，其中

狉犽＋１ ＝狌（犕）－∑
犽

犼＝０
ρ犼（狔犼）β

２
犼ψ犼（犕）．

　　证　在定理条件下，我们知道方程（２）的解存在，这个解记为狌（犕），反复应用（１３）式有

ρ犽＋１（狓）＝ρ犽－１（狓）－（犓犎犽－１（犕））（狓）－（犓犎犽（犕））（狓）

＝ … ＝犳（狓）－∑
犽

犼＝０

（犓犎犼（犕））（狓），

由此

∑
犽

犼＝０

（犓犎犼（犕））（狓）＋ρ犽＋１（狓）＝犳（狓）． （１４）

设狌（犕）为方程（２）的解．令

狉０（犕）＝狌（犕）， （１５）

狉犽＋１（犕）＝狉犽（犕）－犎犽（犕）． （１６）

反复地利用此式有

狌（犕）＝∑
犽

犼＝０
ρ犼（狔犼）β

２
犼ψ犼（犕）＋狉犽＋１（犕）． （１７）

　　１）要证明对一切自然数狀有

［犓狉犼（犕）］（狓）＝ρ犼（狓）． （１８）

用数学归纳法证明：当犼＝０时此式即为方程（２）．假定（１８）式对犼＝１，２，…，犽成立，即

［犓狉犼（犕）］（狓）＝ρ犼（狓），犼＝０，１，…，犽， （１９）

利用上式，并注意到（１６）式和（１９）式，我们有

［犓狉犽＋１（犕）］（狓）＝ ［犓狉犽（犕）］（狓）－［犓犎犽（犕）］（狓）

＝ρ犽（狓）－［犓犕犎犽（犕）］（狓）＝ρ犽＋１（狓）．

　　２）证明‖狉犽＋１‖犠≤‖狉犽‖犠。

‖狉犽＋１‖
２

犠 ＝ ‖狉犽‖
２

犠 ＋‖犎犽（犕）‖
２

犠 －２（狉犽（犕），犎犽（犕））犠， （２０）

其中

‖犎犽（犕）‖
２

犠 ＝ρ
２
犽（狔犽）β

４
犽（ψ犽，ψ犽）＝ρ

２
犽（狔犽）β

２
犽．

利用（１９）式，我们有

（狉犽（犕），犎犽（犕））犠＝ρ犽（狔犽）β
２
犽（狉犽（犕），（犓


犽）（犕））犠

＝ρ犽（狔犽）β
２
犽〈（犓狉犽）（狓），犽（狓）〉犠

１
２

＝ρ犽（狔犽）β
２
犽〈ρ犽（狓），犚狔犽（狓）〉犠

１
２

＝ρ
２
犽（狔犽）β

２
犽， （２１）

于是由（２１）式得出
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‖狉犽＋１‖
２

犠 ＝ ‖狉犽‖
２

犠 －ρ
２
犽（狔犽）β

２
犽． （２２）

因此

‖狉犽＋１‖犠 ≤ ‖狉犽‖犠． （２３）

　　３）我们证明ρ犽（狓）→０（一致地）

（Ⅰ）我们证明ρ
２
犽β
２
犽→０。

反复利用（２２）式，我们有

‖狉犽＋１‖
２

犠＝ ‖狉犽－１‖
２

犠 －ρ
２
犽－１（狔犽－１）β

２
犽－１－ρ

２
犽（狔犽）β

２
犽

＝ … ＝ ‖狌（犕）‖
２

犠 －∑
犽

犼＝０
ρ
２
犼（狔犼）β

２
犼

或 ∑
犽

犼＝０
ρ
２
犼（狔犼）β

２
犼＋‖狉犽＋１‖

２

犠 ＝ ‖狌（犕）‖
２

犠．

最后由

∑
犽

犼＝０
ρ
２
犼（狔犼）β

２
犼 ≤ ‖狌（犕）‖

２

犠

得出上式左边级数是收敛级数，故ρ
２
犼（狔犼）β

２
犼→０．

（Ⅱ）要证β犽 有正的下界

由于

β犽 ＝
１

‖ψ犽‖犠

，

‖ψ犽‖犠 ＝ （犓

犽，犓


犽）

１／２
犠 ≤ ‖犓‖‖犽‖

１／２
犠 ，

‖犽‖犠
１
２ ＝ （犚狔犽（狓），犚狔犽（狓））

１／２
犠 ＝犚狔犽（狔犽）

１
２．

因此

β犽 ≥犚狔犽（狔犽）
－
１
２‖犓‖

－１， （２４）

ｍａｘ
犪≤狓≤犫

犚狔（狔）＝
ｃｈ（犫－犪）

ｓｈ（犫－犪）
．

由（２４）式，有

β犽 ≥
ｓｈ（犫－犪）

ｃｈ（犫－犪｛ ｝）
１
２

‖犓‖
－１， （２５）

由（Ⅰ），（Ⅱ）得出ρ犽（狔犽）＝ｍａｘ
犪≤狓≤犫

｜ρ犽（狓）｜→０．因此（１７）式中的级数是一致收敛的．

即它在空间犆［犪，犫］中收敛，所以对每一个点犕，一致地有

∑
∞

犽＝０
ρ犽（狔犽）β

２
犽［犓ψ犽（犕）］（狓）＝犳（狓），犳∈犠

１
２［犪，犫］． （２６）

　　４）证明（７）式为方程（２）的解．

若犓和犓－１分别为犠→犆［犪，犫］和犆［犪，犫］→犠 的有界线性算子，令

狌狀 ＝∑
狀

犽＝０
ρ犽（狔犽）β

２
犽ψ犽（犕）， （２７）

有 狌狀（犕）＝犓
－１（∑

狀

犽＝０
ρ犽（狔犽）β

２
犽犓ψ犽（犕））， （２８）

‖狌狀－狌犿‖犠 ≤ ‖犓
－１
‖犆［犪，犫］→犠‖∑

犿

犽＝狀
ρ犽（狔犽）β

２
犽犓ψ犽（犕）‖犆［犪，犫］→０　（犿，狀→ ∞）．

（２９）
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故｛狌狀｝在犠 中收敛．因此（２６）式中的∑ 和犓可以互换．由（２６）式有

犓（∑
∞

犽＝０
ρ犽（狔犽）β

２
犽ψ犽（犕））＝犳（狓）． （３０）



５　求解方程（１）

定理５　狏（狓）是方程（１）的解狏（狓）狏（狔）是方程犓狌＝犳的解．

证　由犓的定义有

（犓狏（狓）狏（狔））狓＝ （犃狏）（狓）（犅狏）狓＋（犆狏）（狓）．

所以结论成立． 

根据定理５，我们可以从定理４直接得出如下定理

定理６　在定理４的条件下，如果方程（１）有解，则此解可表示为

狏（狓）＝∑
∞

犽＝０
ρ犽（狔犽）β

２
犽ψ犽（狓，狔０）， （３１）

其中β犽，ρ犽，狔犽，ψ犽 是由（８）－（１３）式定义的．

证　将（７）式中的狌（犕）（犕＝（狓，狔））用狏（狓）狏（狔）替代，并令狔＝狔０，即得定理６． 
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