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摘要：该文致力于讨论二阶时滞微分方程奇异半正边值问题正解的存在性，我们的非线形项

ｆ（ｔ，ｙ）在ｙ＝０处具有奇性．
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１　引言

本文主要讨论二阶时滞微分方程奇异半正边值问题非负解的存在性，其中非线形项

犳（狋，狔）在狔＝０处有奇性．此前，几乎所有的文献［３，６，７，８，１０］都致力于讨论二阶（时滞）微

分方程奇异和非奇异正问题非负解的存在性，只有最近的文章［４，９］讨论了常微分方程的半

正非奇异问题，Ｒ．Ｐ．ＡｇａｒｗａｌａｎｄＤ．Ｏ＇Ｒｅｇａｎ在文［１］中讨论了常微分方程的半正奇异问

题，特别地，他们在文中证明了问题

狔″＋μ（狔
－α
＋狔β－１）＝０，０＜狋＜１，

狔（０）＝狔（１）＝０，　α＞０，β＞１，μ＞０｛ ，

有非负解狔∈犆［０，１］∩犆
２（０，１）满足狔（狋）＞０，狋∈（０，１），这里μ＞０充分小．文［１］中的

存在性定理是通过使用一个很常用的锥不动点定理［２，５］建立的．然而，到目前为止还没有发

现有人讨论时滞微分方程的奇异半正问题，本文正是致力于填补这一空白．

在第二节中，我们将给出一个新的有关时滞微分方程奇异半正问题的存在性定理，特

别地，我们将说明问题

狔″（狋）＋μ（狔
－α（狋－τ）＋狔β（狋－τ）－１）＝０，狋∈ （０，１）＼｛τ｝，

狔（狋）＝ （－狋）
犿，－τ≤狋≤０，０＜犿≤１，

狔（１）＝０，０＜α＜１＜β，０＜τ＜１，μ＞０
烅

烄

烆 ，

有非负解，其中μ＞０充分小．

文中的存在性定理是通过Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ＇ｓ不动点定理［５］建立的，为方便读者，我们叙

述如下

定理１．１　设犈＝（犈，‖·‖）是Ｂａｎａｃｈ空间，犓犈是锥，假定Ω１，Ω２ 是犈中的开集

且满足０∈Ω１，珚Ω１Ω２，另外，
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犃：犓 ∩ （珚Ω２＼Ω１）→犓

是一个全连续算子且满足

（Ⅰ）‖犃狔‖≤‖狔‖，狔∈犓∩Ω１；‖犃狔‖≥‖狔‖狔∈犓∩Ω２或

（Ⅱ）‖犃狔‖≥‖狔‖，狔∈犓∩Ω１；‖犃狔‖≤‖狔‖狔∈犓∩Ω２．

则犃在犓∩（珚Ω２＼Ω１）中有一个不动点．

２　奇异半正问题

本节我们考虑奇异半正问题

狔″（狋）＋μ狇（狋）犳（狋，狔（狋－τ））＝０，　狋∈ （０，１）＼｛τ｝，

狔（狋）＝ξ（狋），　－τ≤狋≤０，

狔（１）＝０
烅

烄

烆 ；

（２．１）

其中μ＞０，０＜τ＜１都是正常数．我们的非线形项犳（狋，狔）在狔＝０处有奇性．首先，我们给

出下面的引理［１］

引理２．１
［１］
　设狇∈犔

１［０，１］满足狇（狋）＞０，狋∈（０，１）．则边值问题

狔″＋狇（狋）＝０，０＜狋＜１，

狔（０）＝０，狔（１）＝０｛ ；

有一个解ω（狋）满足

狑（狋）≤狋（１－狋）犆０，狋∈ ［０，１］．

这里

犆０ ＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

１

１－狋∫
１

狋

（１－狓）狇（狓）ｄ狓＋
１

狋∫０
狋

狓狇（狓）ｄ｛ ｝狓 ．

　　利用定理１．１和上述引理，我们建立本文的主要结论。

定理２．１　假设下列条件满足

ξ∈犆［－τ，０］，ξ（狋）＞０，狋∈ ［－τ，０），ξ（０）＝０． （２．２）

狇∈犆（０，１）∩犔
１［０，１］满足狇（狋）＞０，狋∈ （０，１）． （２．３）

　　犳：［０，１］×（０，∞）→犚连续且存在常数犕＞０满足

犳（狋，狌）＋犕 ≥０，（狋，狌）∈ ［０，１］×（０，∞）． （２．４）

犳
（狋，狌）＝犳（狋，狌）＋犕 ≤犵（狌）＋犺（狌），（狋，狌）∈ ［０，１］×（０，∞） （２．５）

且犵是（０，∞）上的单调不增连续正函数，犺是［０，∞）上的非负连续函数且
犺

犵
在（０，∞）上单

调不减。

存在犓０＞０满足

犵（犪犫）≤犓０犵（犪）犵（犫），犪＞０，犫＞０． （２．６）

犪０ ＝∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）犵（（狊－τ）（１＋τ－狊））ｄ狊＜ ∞． （２．７）

犫０ ＝∫
τ

０
狊（１－狊）狇（狊）犳（狊，ξ（狊－τ））ｄ狊＜ ∞． （２．８）

存在狉＞ｍａｘ｛μ犕犆０，μ犫０｝满足

狉－μ犫０

犵（狉－μ犕犆０）｛１＋
犺（狉）

犵（狉）
｝
≥μ犓０犪０． ｛（２．９）

存在０＜犪＜
１－τ
２
和单调不增的连续函数犵１：（０，∞）→（０，∞）及连续函数犺１：［０，∞）→（０，
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∞）使得
犺１

犵１
在（０，∞）上单调不减且

犳（狋，狌）＋犕 ≥犵１（狌）＋犺１（狌），（狋，狌）∈ ［τ＋犪，１－犪］×（０，∞）． （２．１０）

　　存在犚＞狉使得

犚犵１（ε犪（犪＋τ）犚）

犵１（犚）犵１（ε犪（犪＋τ）犚）＋犵１（犚）犺１（犪（犪＋τ）犚）
≤μ∫

１－犪

τ＋犪
犌（σ，狊）狇（狊）ｄ狊； （２．１１）

其中ε＞０是任意常数（选择后固定）满足１－μ
犕犆０
犚

≥ε（因为犚＞狉＞μ犕犆０，故ε存在），

犌（狋，狊）是下面问题的格林函数

狔″＝０，狔（０）＝狔（１）＝０，

其中０≤σ≤１满足

∫
１－犪

τ＋犪
狇（狊）犌（σ，狊）ｄ狊＝ ｓｕｐ

狋∈［０，１］∫
１－犪

τ＋犪
狇（狊）犌（狋，狊）ｄ狊．

则（２．１）存在一个解狔∈犆［－τ，１］∩犆
２（（０，１）＼｛τ｝）满足狔（狋）＞０，狋∈（０，１）．

证　为证（２．１）式存在非负解，我们考虑边值问题

狔″（狋）＋μ狇（狋）犳
（狋，狔（狋－τ）－（狋－τ））＝０，狋∈ （０，１）＼｛τ｝，

狔（狋）＝０，－τ≤狋≤０，

狔（１）＝０
烅

烄

烆 ．

（２．１２）

这里

（狋）＝
μ犕狑（狋），０≤狋≤１，

－ξ（狋），－τ≤狋≤０｛ ．
（２．１３）

其中狑如引理２．１中定义．

我们将使用定理１．１证明（２．１２）式有解狔１（狋）满足狔１（狋）＞（狋），狋∈（０，１）且狔１（狋）＝

０，狋∈［－τ，０］．如果上述结论成立，则狌（狋）＝狔１（狋）－（狋），－τ≤狋≤１是（２．１）式的一个非

负解，这是因为狌（狋）＝ξ（狋），－τ≤狋≤０且

狌″（狋）＝狔１″（狋）－″（狋）＝－μ狇（狋）犳
（狋，狔１（狋－τ）－（狋－τ））＋μ犕狇（狋）

＝－μ狇（狋）［犳（狋，狔１（狋－τ）－（狋－τ））＋犕］＋μ犕狇（狋）

＝－μ狇（狋）犳（狋，狔１（狋－τ）－（狋－τ））

＝－μ狇（狋）犳（狋，狌（狋－τ）），０＜狋＜１．

　　因而，我们将主要考虑问题（２．１２）．令

犈＝ ｛狌∈犆［－τ，１］：狌（狋）＝０，狋∈ ［－τ，０］，狌（１）＝０｝

并赋予范数‖狌‖：＝ｓｕｐ｛｜狌（狋）｜：－τ≤狋≤１｝，则犈 是一个Ｂａｎａｃｈ空间．从现在开始，

‖狌‖＝‖狌‖［０，１］，狌∈犈，其中‖狌‖［０，１］＝ｓｕｐ
狋∈［０，１］

｜狌（狋）｜．

定义犈中的锥犓 为

犓 ＝ ｛狌∈犈；狌（狋）≥狋（１－狋）‖狌‖，狋∈ ［０，１］｝．

　　令

Ω１ ＝ ｛狌∈犈；‖狌‖ ＜狉｝，Ω２ ＝ ｛狌∈犈；‖狌‖ ＜犚｝

且定义算子犃：犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犈 为

（犃狔）（狋）＝
μ∫

１

０
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊，０≤狋≤１；

０，－τ≤狋≤０
烅

烄

烆 ．

　　首先，这样定义的算子犃是合理的．事实上，若狔∈犓∩（珚Ω２＼Ω１），则狉≤‖狔‖≤犚且

狔（狋）≥狋（１－狋）‖狔‖≥狋（１－狋）狉，０≤狋≤１．应用Ｌｅｍｍａ２．１与狔（狋）≥狋（１－狋）狉，狑（狋）≤狋（１

－狋）犆０，狉＞μ犕犆０，我们有
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狔（狋）－（狋）＝狔（狋）－μ犕狑（狋）≥狋（１－狋）狉－μ犕狋（１－狋）犆０

＝狋（１－狋）（狉－μ犕犆０），　狋∈ ［０，１］．

从而，当狋∈（０，τ）时，

犳
（狋，狔（狋－τ）－（狋－τ））＝犳（狋，ξ（狋－τ））；

当狋∈（τ，１）时，

犳
（狋，狔（狋－τ）－（狋－τ））＝犳（狋，狔（狋－τ）－（狋－τ））＋犕

≤犵（狔（狋－τ）－（狋－τ））＋犺（狔（狋－τ）－（狋－τ））

＝犵（狔（狋－τ）－（狋－τ））｛１＋
犺（狔（狋－τ）－（狋－τ））

犵（狔（狋－τ）－（狋－τ））
｝

≤犵（（狋－τ）（１＋τ－狋）（狉－μ犕犆０））｛１＋
犺（犚）

犵（犚）
｝

≤犓０犵（（狋－τ）（１＋τ－狋））犵（狉－μ犕犆０）｛１＋
犺（犚）

犵（犚）
｝．

上述不等式连同（２．７）－（２．８）式保证犃：犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犈 定义的合理性．当狔∈犓∩（珚Ω２＼

Ω１），我们有

‖犃狔‖［０，１］≤μ∫
１

０
狊（１－狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊，

（犃狔）（狋）≥狋（１－狋）μ∫
１

０
狊（１－狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊

　 　 　 ≥狋（１－狋）‖犃狔‖［０，１］＝狋（１－狋）‖犃狔‖，狋∈ ［０，１

烅

烄

烆 ］，

即，犃狔∈犓，故犃：犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犓．下面我们将证明犃：犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犓 是全连续的．

为此，设狔狀，狔∈犓∩（珚Ω２＼Ω１）且‖狔狀－狔‖→０当狀→∞．显然有狉≤‖狔狀‖＝ ‖狔狀‖［０，１］≤

犚，狉≤‖狔‖＝ ‖狔‖［０，１］≤犚，狔狀（狋）≥狋（１－狋）狉，狔（狋）≥狋（１－狋）狉，０≤狋≤１．同时注意到

狔狀（狊）－（狊）≥狊（１－狊）（狉－μ犕犆０）和狔（狊）－（狊）≥狊（１－狊）（狉－μ犕犆０），狊∈［０，１］，我们

有

ρ狀（狊）＝狘犳
（狊，狔狀（狊－τ）－（狊－τ））－犳

（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））狘＝０，狊∈ （０，τ），

ρ狀（狊）＝狘犳
（狊，狔狀（狊－τ）－（狊－τ））－犳

（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））狘→０，

ａｓ　狀→ ∞，狊∈ （τ，１），

ρ狀（狊）≤２犓０｛１＋
犺（犚）

犵（犚）
｝犵（狉－μ犕犆０）犵（（狊－τ）（１＋τ－狊）），狊∈ （τ，１）．

应用Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理，我们有

‖犃狔狀－犃狔‖ ＝ ‖犃狔狀－犃狔‖［０，１］≤ ｓｕｐ
狋∈［０，１］

μ∫
１

０
犌（狋，狊）狇（狊）ρ狀（狊）ｄ狊→０，狀→ ∞，

因此犃：犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犓 连续．又当狔∈犓∩（珚Ω２＼Ω１）时，

‖犃狔‖ ＝‖犃狔‖［０，１］＝ ｓｕｐ
狋∈［０，１］

μ∫
１

０
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊

≤ｓｕｐ
狋∈［０，１］

μ∫
τ

０
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，ξ（狊－τ））ｄ狊

＋ｓｕｐ
狋∈［０，１］

μ∫
１

τ
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊

≤μ犫０＋μ∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）犵（狔（狊－τ）－（狊－τ））｛１＋

犺（狔（狊－τ）－（狊－τ））

犵（狔（狊－τ）－（狊－τ））
｝ｄ狊

≤μ犫０＋μ∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）犓０犵（（狊－τ）（１＋τ－狊））犵（狉－μ犕犆０）｛１＋

犺（犚）

犵（犚）
｝ｄ狊

＝μ犫０＋μ犪０犓０犵（狉－μ犕犆０）｛１＋
犺（犚）

犵（犚）
｝，
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当狋，狋′∈［０，１］时，

狘（犃狔）（狋）－（犃狔）（狋′）狘≤μ∫
τ

０
狘犌（狋，狊）－犌（狋′，狊）狘狇（狊）犳（狊，ξ（狊－τ））ｄ狊

＋μ犓０犵（狉－μ犕犆０）｛１＋
犺（犚）

犵（犚）
｝∫
１

τ
狘犌（狋，狊）－犌（狋′，狊）狘狇（狊）犵（（狊－τ）（１＋τ－狊））ｄ狊．

既然（犃狔）（狋）＝０，狋∈［－τ，０］，ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理保证犃：犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犓 是紧的．

下面我们证明

‖犃狔‖ ≤ ‖狔‖，犓 ∩Ω１． （２．１４）

为此，令狔∈犓∩Ω１，则‖狔‖＝‖狔‖［０，１］＝狉且狔（狋）≥狋（１－狋）狉，狋∈［０，１］．从而当狋∈
（０，１）时，我们有

狔（狋）－（狋）≥狋（１－狋）狉－μ犕狋（１－狋）犆０ ≥狋（１－狋）（狉－μ犕犆０），

当狋∈［０，１］时，我们有

　（犃狔）（狋）

＝μ∫
１

０
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊

＝μ∫
τ

０
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，ξ（狊－τ））ｄ狊＋μ∫

１

τ
犌（狋，狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊

≤μ犫０＋μ∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）［犵（狔（狊－τ）－（狊－τ））＋犺（狔（狊－τ）－（狊－τ））］ｄ狊

＝μ犫０＋μ∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）犵（狔（狊－τ）－（狊－τ））｛１＋

犺（狔（狊－τ）－（狊－τ））

犵（狔（狊－τ）－（狊－τ））
｝ｄ狊

≤μ犫０＋μ∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）犵（（狊－τ）（１＋τ－狊）（狉－μ犕犆０））｛１＋

犺（狉）

犵（狉）
｝ｄ狊

≤μ犫０＋μ犓０犵（狉－μ犕犆０）｛１＋
犺（狉）

犵（狉）
｝∫
１

τ
狊（１－狊）狇（狊）犵（（狊－τ）（１＋τ－狊））ｄ狊

＝μ犫０＋μ犪０犓０犵（狉－μ犕犆０）｛１＋
犺（狉）

犵（狉）
｝．

这一事实连同（２．９）式说明

‖犃狔‖ ＝ ‖犃狔‖［０，１］≤狉＝ ‖狔‖，

即（２．１４）式成立．

接下来我们证明

‖犃狔‖ ≥ ‖狔‖，犓 ∩Ω２． （２．１５）

为此，令狔∈犓∩Ω２，我们有‖狔‖＝‖狔‖［０，１］＝犚且狔（狋）≥狋（１－狋）犚，狋∈［０，１］．从而当

狋∈［０，１］时，我们有

狔（狋）－（狋）＝狔（狋）－μ犕狑（狋）

≥狋（１－狋）犚－μ犕犆０狋（１－狋）

≥狋（１－狋）犚（１－μ
犕犆０
犚

）

≥ε狋（１－狋）犚．

因此

狔（狋－τ）－（狋－τ）≥ε犪（犪＋τ）犚，狋∈ ［犪＋τ，１－犪］．

故

（犃狔）（σ）＝μ∫
１

０
犌（σ，狊）狇（狊）犳（狊，狔（狊－τ）－（狊－τ））ｄ狊

≥μ∫
１－犪

τ＋犪
犌（σ，狊）狇（狊）［犵１（狔（狊－τ）－（狊－τ））＋犺１（狔（狊－τ）－（狊－τ）］ｄ狊
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＝μ∫
１－犪

τ＋犪
犌（σ，狊）狇（狊）犵１（狔（狊－τ）－（狊－τ））｛１＋

犺１（狔（狊－τ）－（狊－τ））

犵１（狔（狊－τ）－（狊－τ））
｝ｄ狊

≥μ犵１（犚）∫
１－犪

τ＋犪
犌（σ，狊）狇（狊）｛１＋

犺１（ε（犪＋τ）犚）

犵１（ε犪（犪＋τ）犚）
｝ｄ狊．

这一事实连同（２．１１）式表明（犃狔）（σ）≥犚＝‖狔‖成立，即‖犃狔‖≥‖狔‖，故（２．１５）式成

立． 

总上，定理１．１说明犃在狔∈犓∩（珚Ω２＼Ω１）中有一个不动点，即狉≤‖狔‖＝‖狔‖［０，１］≤

犚，狔（狋）≥狋（１－狋）狉，狋∈［０，１］．因此狔（狋）是（２．１２）式的一个解且满足狔（狋）＞（狋），狋∈
（０，１）；狔（狋）＝０，狋∈［－τ，０］．

例　考虑下面边值问题

狔″（狋）＋μ（狔
－α（狋－τ）＋狔β（狋－τ）－１）＝０，　狋∈ （０，１）＼｛τ｝，

狔（狋）＝ （－狋）
犿，　－τ≤狋≤０，０＜犿≤１，

狔（１）＝０，　０＜α＜１＜β，０＜τ＜１
烅

烄

烆 ．

（２．１６）

其中μ∈（０，μ０）满足

μ０
２
＋（

２μ０犪０
１－μ０犫０

）
１
α ≤１，μ０ ＜

１

犫０
． （２．１７）

这里

犪０ ＝∫
１

τ
狊（１－狊）（狊－τ）－α（１＋τ－狊）－αｄ狊＜ ∞，

犫０ ＝∫
τ

０
狊（１－狊）［（τ－狊）－

犿α
＋（τ－狊）

犿β］ｄ狊＜ ∞．

则（２．１６）式有一个解狔满足狔（狋）＞０，狋∈（０，１）．

为此，我们应用定理２．１，令

犵（狔）＝犵１（狔）＝狔
－α，犺（狔）＝犺１（狔）＝狔β，狇（狋）＝１，犕 ＝１，ξ（狋）＝ （－狋）

犿，

犓０ ＝１，犆０ ＝
１

２
，ε＝

１

２
，犪＝

１－τ
４
．

显然（２．２）－（２．８）式和（２．１０）式成立．若狉＝１，则（２．９）式成立，这是因为由（２．１７）式得

μ犓０犪０＝μ犪０ ＜μ０犪０ ≤
１

２
（１－μ０犫０）（１－

μ０
２
）α

≤
１

２
（１－μ犫０）（１－

μ
２
）α

＝
狉－μ犫０

｛１＋
犺（狉）

犵（狉）
｝犵（狉－μ犕犆０）

．

又因为β＞１，则

犚犵１（ε犪（犪＋τ）犚）

犵１（犚）犵１（ε犪（犪＋τ）犚）＋犵１（犚）犺１（ε（犪＋τ）犚）

＝
［ε犪（犪＋τ）］－α犚

１＋α

［ε犪（犪＋τ）］－α＋［ε犪（犪＋τ）］β犚α＋β
→０，　 当犚→ ∞，

这表明（２．１１）式对于充分大犚成立．因此定理中所有条件都满足，故结论成立．
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