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摘要：近似惯性流形概念与耗散偏微分方程的长时间行为研究有关，该文对非线性Ｓｏｂｏｌｅｖ

Ｇａｌｐｅｒｎ方程构造了两个近似惯性流形．证明了非平滑近似惯性流形Σ和平滑近似惯性流形Σ０

＝犘犿犎 对整体吸引子有相同的逼近阶数．
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１　引言

近似惯性流形与耗散偏微分方程的长时间行为有关．近似惯性流形是相空间中的一张

有限维光滑曲面，它吸引所有解轨线到其小邻域中．这个概念引出解的长时间行为数值处

理的新的途径－非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法．对许多偏微分方程，已经证明了近似惯性流形的存

在性．这方面的文献，可见 Ｆｏｉａｓ，ＭａｎｌｅｙａｎｄＴｅｍａｍ ［１］，ＤｅｂｕｓｓｃｈｅａｎｄＭａｒｉｏｎ［２］，

Ｃｈｕｅｓｈｏｖ［３］，赵 ［４］，郭，王［５］，刘 ［６］和其中的参考文献．

本文考察非线性ＳｏｂｏｌｅｖＧａｌｐｅｒｎ方程

狌狋－狌狓狓狋－σ（狌狓）狓 ＝犵（狌）＋犳（狓），　狓∈Ω，狋＞０ （１．１）

的长时间行为．这里σ和犵：犚→犚 为两个犆∞函数，犳（狓）∈犔
２（Ω），Ω犚 为一有界区间．

形如（１．１）的方程称为拟抛物方程或ＳｏｂｏｌｅｖＧａｌｐｅｒｎ方程，其特征是最高阶导数项中

带有对时间的一次导数．这类方程出现在许多数学物理领域，例如用于模拟热力学过程［７－

８］，岩石裂缝中渗流［９－１０］，土壤中湿气的迁移［１１］，以及二阶流体中的剪切流［１２－

１４］．许多作者研究了方程（１．１）解的存在性、惟一性，如 Ｃｏｌｅｍａｎ［１５］，Ｔｉｎｇ［１６］，Ｃｏｌｔｏｎ

［１７－１８］，ＢｕｉＡｎｔｏｎ［１９］，施［２０］，刘、王［２１］，李等［２２］，及其中的参考文献．

在第２节，导出解的时间一致先验估计，从而能够证明解的存在性．第３节我们引入方

程（１．１）的平滑近似惯性流形Σ０＝犘犿犎 和非平滑近似惯性流形Σ．证明了如果初始值狌０充

分光滑，那么对所有整数犽≥１，在狋足够大时，解狌（狋）进入到Σ０（或Σ）的一个犆犽λ
－犽
犿＋１（在犎

２

（Ω）范数意义下）邻域中，其中犆犽为只与数据（σ，犵，犳，Ω）和犽有关的常数，λ犿＋１是算子－狓狓

相应于周期边界条件的 第（犿＋１）个特征值．因为在 犿→∞时，λ犿＋１→∞，我们知道当犿
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足够大，狌（狋）与Σ（或Σ０）的（犎
２（Ω）中）距离可以任意小．

２　非线性解半群

考虑下面非线性ＳｏｂｏｌｅｖＧａｌｐｅｒｎ型方程

狌狋－狌狓狓狋－σ（狌狓）狓 ＝犵（狌）＋犳（狓），　（狓，狋）∈Ω×犚
＋， （２．１）

连同初始条件

狌（狓，０）＝狌０（狓），　狓∈Ω （２．２）

和周期边界条件

Ω＝ （０，犔）且狌是Ω 周期的． （２．３）

其中σ，犵：犚→犚 为两个犆∞函数，犳（狓）∈犔
２
ｐｅｒ（Ω）．我们将建立解狌（狋）在犎

犽
ｐｅｒ（Ω）中的时间

一致先验估计，接着证明问题（２．１）－（２．３）整体解的存在性和惟一性．

文中，Ω＝（０，犾），并且记犎＝犔
２（Ω），赋以通常内积（·，· ），其上范数记为‖·‖．对

任意１≤狆≤∞，‖·‖狆记犔
狆（Ω）的范数（‖·‖２＝‖·‖）．一般地，‖·‖犡表示任意Ｂａ

ｎａｃｈ空间犡上的范数．

下面总假定σ，犵满足条件

存在正常数ν使得σ′（狊）≥ν＞０，　狊∈犚． （２．４）

存在正常数μ使得犵′（狊）≤－μ，　狊∈犚，犵（０）＝０． （２．５）

　　引理１　假设（２．４）－（２．５）成立，犳（狓）∈犔
２
ｐｅｒ（Ω），狌０（狓）∈犎

１
ｐｅｒ（Ω）．则有

‖狌（狋）‖犎
１ ≤ ‖狌０‖

２
犎
１ｅ－δ０狋＋

‖犳（狓）‖
２

μδ０
（１－ｅ－δ０

狋），　０≤狋＜ ∞． （２．６）

因此，存在狋０＝狋０（犚）＞０使得

‖狌‖犎
１ ≤犈１，　狋≥狋０（犚）， （２．７）

当‖狌０‖犎
１≤犚，这里δ０＝ｍｉｎ（２ν，μ），犈１为只依赖于数据（ν，μ，犳，Ω）的常数．

证　用狌与方程（２．１）在 犎 中做内积，得到

１

２

ｄ

ｄ狋
‖狌‖

２
＋
１

２

ｄ

ｄ狋
‖狌狓‖

２
＋∫Ω
σ（狌狓）狌狓ｄ狓＝ （犵（狌），狌）＋（犳，狌）． （２．８）

让

σ１（狊）＝σ（狊）－ν狊－σ（０）．

则由（２．４），有σ１′（狊）≥０，σ１（０）＝０，并且

∫Ω
σ（狌狓）狌狓ｄ狓＝∫Ω

σ１（狌狓）狌狓ｄ狓＋ν‖狌狓‖
２
≥ν‖狌狓‖

２． （２．９）

因为犵（狊）满足 （２．５）

（犵（狌），狌）＝ （犵（狌）－犵（０），狌）＝ （犵′（ξ）狌，狌）≤－μ‖狌‖
２， （２．１０）

由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式 和 Ｙｏｕｎｇ不等式

（犳，狌）≤μ
２
‖狌‖

２
＋
１

２μ
‖犳（狓）‖

２． （２．１１）

由（２．８）－（２．１１）有

ｄ

ｄ狋
（‖狌‖

２
＋‖狌狓‖

２）＋２ν‖狌狓‖
２
＋μ‖狌‖

２
≤
１

μ
‖犳（狓）‖

２． （２．１２）

据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，得
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‖狌（狋）‖
２
＋‖狌狓（狋）‖

２
≤ （‖狌（０）‖

２
＋‖狌狓（０）‖

２）ｅ－δ０狋＋
‖犳（狓）‖

２

μδ０
（１－ｅ－δ０

狋）．

（２．１３）

这里δ０＝ｍｉｎ（２ν，μ）．当‖狌０‖犎
１≤犚，从（２．１３）得到

‖狌（狋）‖
２
＋‖狌狓（狋）‖

２
≤２

‖犳（狓）‖
２

μδ０
，　狋≥狋０（犚）， （２．１４）

其中狋０（犚）＝
１

δ０
ｌｎ［ μ

δ０犚
２

‖犳（狓）‖
２
］．（２．１３）和 （２．１４）完成引理１的证明． 

由 Ａｇｍｏｎ不等式

‖狌‖∞ ≤犆‖狌‖
１／２
‖狌‖

１／２

犎
１，　狌∈犎

１（Ω）， （２．１５）

从引理１，推出

‖狌‖∞ ≤犆，　狋≥狋０（犚）． （２．１６）

　　引理２　假设 （２．４）－（２．５）成立，犳（狓）∈犔
２
ｐｅｒ（Ω），狌０（狓）∈犎

２
ｐｅｒ（Ω）．则有

‖狌‖
２
犎
２ ≤犈２，　 ≥狋１（犚）． （２．１７）

其中犈２依赖于数据（ν，μ，犳，Ω），狋１ 与数据（λ，μ，犳，Ω）和犚有关，当‖狌０‖犎
２≤犚．

证　做 －狌狓狓与方程（２．１）在犎 中的内积，得

１

２

ｄ

ｄ狋
（‖狌狓‖

２
＋‖狌狓狓‖

２）＋∫Ω
σ（狌狓）狓狌狓狓ｄ狓＝ （犵（狌），－狌狓狓）＋（犳（狓），－狌狓狓）．

（２．１８）

因为

（σ（狌狓）狓，狌狓狓）＝ （σ′（狌狓）狌狓狓，狌狓狓）≥ν‖狌狓狓‖
２， （２．１９）

狘（犳（狓），－狌狓狓）狘≤ ‖犳‖‖狌狓狓‖ ≤
ν
４
‖狌狓狓‖

２
＋
１

４ν
‖犳‖

２， （２．２０）

狘（犵（狌），－狌狓狓）狘≤ ‖犵（狌）‖∞‖狌狓狓‖犔
１

≤犆１狘Ω狘
１／２
‖狌狓狓‖

≤
ν
４
‖狌狓狓‖

２
＋
１

４ν
犆１

２
狘Ω狘， （２．２１）

由（２．１８）－（２．２１）得

ｄ

ｄ狋
（‖狌狓‖

２
＋‖狌狓狓‖

２）＋ν‖狌狓狓‖
２
≤犆２， （２．２２）

其中犆２＝
１

２ν
（‖犳‖

２＋犆１
２
｜Ω｜）．由（２．２２）和引理１，有

ｄ

ｄ狋
（‖狌狓‖

２
＋‖狌狓狓‖

２）＋ν（‖狌狓‖
２
＋‖狌狓狓‖

２）≤ν‖狌狓‖
２
＋犆２ ≤犆３，　狋≥狋０（犚），

（２．２３）

对（２．２３）的证明稍微修改后，我们也可推导出犜＞０

ｄ

ｄ狋
（‖狌狓‖

２
＋‖狌狓狓‖

２）＋ν（‖狌狓‖
２
＋‖狌狓狓‖

２）≤犆４，　０≤狋≤犜． （２．２４）

其中犆４依赖于数据，犜 及犚 当‖狌０‖犎
２≤犚．

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理和（２．２４）推出

‖狌狓（狋）‖
２
＋‖狌狓狓（狋）‖

２
≤ （‖狌狓（０）‖

２
＋‖狌狓狓（０）‖

２）ｅ－ν狋＋
犆４

ν

≤犚
２ｅ－ν狋＋

犆４

ν
≤犆５，　０≤狋≤犜，犜＞０． （２．２５）
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对 （２．２３）应用Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，我们得到

‖狌狓（狋）‖
２
＋‖狌狓狓（狋）‖

２
≤ （‖狌狓（狋０）‖

２
＋‖狌狓狓（狋０）‖

２）ｅ－ν
（狋－狋０

）
＋
犆３

ν

≤犆５ｅ
－ν（狋－狋０

）
＋
犆３

ν
，　狋≥狋０

≤
２犆３

ν
，　狋≥狋１． （２．２６）

其中狋１＝ｍａｘ｛狋０，狋０＋
１

ν
ｌｎ（ν犆５（犚）／犆３）｝．方程（２．２６）和引理１推出引理２结论． 

由 Ａｇｍｏｎ不等式和引理２，有

‖狌狓‖∞ ≤犈３，　　狋≥狋１． （２．２７）

　　引理３　如果引理２的条件满足，那么我们有

‖狌狋‖犎
１ ≤犈４，　 狋≥狋１（犚）． （２．２８）

当‖狌０‖犎
２≤犚，其中犈４依赖于数据（ν，μ，犳，Ω），狋１ 与数据（ν，μ，犳，Ω）和犚有关．

证　用狌狋和（２．１）在犎 中做内积，发现有

‖狌狋‖
２
＋‖狌狓狋‖

２
≤狘（σ（狌狓），狌狓狋）狘＋狘（犵（狌），狌狋）狘＋狘（犳（狓），狌狋）狘

≤ ‖σ（狌狓）‖∞狘Ω狘
１／２
‖狌狓狋‖＋‖犵（狌）‖∞狘Ω狘

１／２
‖狌狋‖＋‖犳‖‖狌狋‖

≤犆６狘Ω狘
１／２
‖狌狓狋‖＋（犆７狘Ω狘

１／２
＋‖犳‖）‖狌狋‖，狋≥狋１（犚），（２．２９）

不等式（２．２９）蕴含有

‖狌狋‖
２
＋‖狌狓狋‖

２
≤犆８，　　狋≥狋１（犚）． （２．３０）

引理３证毕． 

由上述估计和方程（２．１），我们可得

引理４　如果引理２的条件满足，那么也有

‖狌狋‖犎
２ ≤犈５，　 狋≥狋１（犚）．

其中犈４依赖于数据 （ν，μ，犳，Ω），狋１ 与数据（ν，μ，犳，Ω）和犚 有关，当‖狌０‖犎
２≤犚．

定理１　假定σ（狊），犵（狊）满足条件（２．４）－（２．５），犳∈犔
２（Ω），那么对狌０（狓）∈犎

２
ｐｅｒ（Ω）

问题（２．１）－（２．３）容许有惟一解狌（狓，狋）∈犔∞（犚＋，犎２ｐｅｒ（Ω）），狌狋（狓，狋）∈犔
∞（犚＋，犎２ｐｅｒ

（Ω）），此外，映射犛（狋）：狌０→狌（狋）对所有狋＞０连续．

证　应用上面引理和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，可以证明问题（２．１）－（２．３）整体解的存在性，证

明是标准的，这里省略．设狌和狏是问题（２．１）－（２．３）的对应于初始数据狌０，狏０ 的两个解并

且狑＝狌－狏．则狑 满足

狑狋－狑狓狓狋－（σ（狌狓）－σ（狏狓））狓 ＝犵（狌）－犵（狏）， （２．３１）

狑（０＝狑０， （２．３２）

　　取狑 和（２．３１）在犎 中做内积，有

１

２

ｄ

ｄ狋
（‖狑‖

２
＋‖狑狓‖

２）＋（σ（狌狓）－σ（狏狓），狑狓）＝ （犵（狌）－犵（狏），狑）， （２．３３）

因为

（σ（狌狓）－σ（狏狓），狑狓）≥ν‖狑狓‖
２， （２．３４）

（犵（狌）－犵（狏），狑）≤－μ‖狑‖
２， （２．３５）

因此我们有

ｄ

ｄ狋
（‖狑‖

２
＋‖狑狓‖

２）＋μ‖狑‖
２
＋ν‖狑狓‖

２
≤０． （２．３６）
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由Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，得

‖狑（狋）‖
２
＋‖狑狓（狋）‖

２
≤ （‖狑（０）‖

２
＋‖狑狓（０）‖

２）． （２．３７）

这意味着解狌（狋）是惟一的． 

为了构造近似惯性流形，我们需要对解做更高阶的时间一致先验估计．

引理５　假设 （２．４）－（２．５）成立，犳∈犎
犽－２（Ω），狌０∈犎

犽
ｐｅｒ（Ω），犽∈犖．那么我们有

‖狌‖犎
犽 ≤犈犽，　　狋≥狋犽．

其中犈犽与数据和犽 有关，狋犽依赖于数据，犽和犚 当‖狌０‖犎
犽≤犚．

证　我们用对犽做 数学归纳法来证明此引理．

（ｉ）若犽＝１，引理５退化为引理１．因此，在此情形下，引理结论真．

（ｉｉ）若犽＝２，引理５退化成引理２，且因此引理５对犽＝２成立．

（ｉｉｉ）假设引理５对直到阶犽－１成立，我们要证它对犽（犽≥３）也成立．

取方程（２．１）与 （－１）犽－１狓
２犽－２狌在犎 内做内积，得到

１

２

ｄ

ｄ狋
（‖狓

犽－１狌‖
２
＋‖狓

犽狌‖
２）＋∫Ω

（－１）
犽
σ（狌狓）狓·狓

２犽－２狌ｄ狓

＝ （－１）
犽－１（犵（狌），狓

２犽－２狌）＋（－１）
犽－１（犳（狓），狓

２犽－２狌）． （２．３８）

由归纳假设，知道

‖狌‖犎
犽－１ ≤犈犽－１，　狋≥狋犽－１． （２．３９）

并且因此对所有０≤犾≤犽－２

‖
犾
狓狌‖∞ ≤珟犆犽，　狋≥狋犽－１． （２．４０）

注意到对犽＞３，有

∫Ω

（－１）
犽
σ（狌狓）狓·

２犽－２
狓 狌ｄ狓＝∫Ω


犽－１
狓 σ（狌狓）·

犽
狓狌ｄ狓

＝∫Ω
σ′（狌狓）（

犽
狓狌）

２ｄ狓＋（犽－１）∫Ω
σ″（狌狓）狌狓狓

犽－１
狓 狌·狓

犽狌ｄ狓

＋∫Ω∑犾
α犾σ

（犾）（狌狓）（
２
狓狌）

犪
１…（

犽－２
狓 狌）

犪犽－２·
犽
狓狌ｄ狓， （２．４１）

而对犽＝３，有

－∫Ω
σ（狌狓）狓·

４
狓狌ｄ狓＝∫Ω

σ′（狌狓）狌
２
狓狓狓ｄ狓＋∫Ω

σ″（狌狓）狌
２
狓狓狌狓狓狓ｄ狓． （２．４２）

由 （２．４１），（２．４２），得到

１

２

ｄ

ｄ狋
（‖

犽－１
狓 狌‖

２
＋‖

犽
狓狌‖

２）＋ν‖
犽
狓狌‖

２

＝（－１）
犽－１（犵（狌），

２犽－２
狓 狌）＋（－１）

犽－１（犳（狓），
２犽－２
狓 狌）

－（犽－１）∫Ω
σ″（狌狓）狌狓狓

犽－１
狓 狌·

犽
狓狌ｄ狓

－∫Ω∑犾
α犾σ

（犾）（狌狓）（
２
狓狌）

犪
１…（

犽－２
狓 狌）

犪犽－２·
犽
狓狌ｄ狓， （２．４３）

对犽＞３并且

１

２

ｄ

ｄ狋
（‖狌狓狓‖

２
＋‖狌狓狓狓‖

２）＋ν‖狌狓狓狓‖
２

＝（犵（狌），
４
狓狌）＋（犳（狓），狓

４狌）－∫Ω
σ″（狌狓）狌

２
狓狓狌狓狓狓ｄ狓， （２．４４）

因为对犽＞３
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狘（－１）
犽－１（犵（狌），

２犽－２
狓 狌）狘＝狘∫Ω


犽－２
狓 犵（狌）·

犽
狓狌ｄ狓狘

＝狘∫Ω∑犾β
犾犵

（犾）（狌）（狓狌）
犫
１…（

犽－２
狓 狌）

犫犽－２·
犽
狓狌ｄ狓狘

≤∑
犾

‖β犾犵
（犾）（狌）（狓狌）

犫
１…（

犽－２
狓 狌）

犫犽－２‖∞∫Ω
狘

犽
狓狌狘ｄ狓

≤犆９狘Ω狘
１／２
‖

犽
狓狌‖

≤
１

８
ν‖

犽
狓狌‖

２
＋犆１０， （２．４５）

狘（－１）
犽－１（犳（狓），

２犽－２
狓 狌）狘＝狘∫Ω


犽－２
狓 犳（狓）·

犽
狓狌ｄ狓狘≤ ‖

犽－２
狓 犳（狓）‖‖

犽
狓狌‖

≤
１

８
ν‖

犽
狓狌‖

２
＋犆１１， （２．４６）

及

　狘（犽－１）∫Ω
σ″（狌狓）狌狓狓

犽－１
狓 狌·

犽
狓狌ｄ狓狘

≤ （犽－１）‖σ″（狌狓）狌狓狓‖∞‖
犽－１
狓 狌‖‖

犽
狓狌‖

≤犆１２‖
犽
狓狌‖ ≤

１

８
ν‖

犽
狓狌‖

２
＋犆１３， （２．４７）

　狘－∫Ω∑
犽－１

犾＝２

α犾σ
（犾）（狌狓）（

２
狓狌）

犪
１…（

犽－２
狓 狌）

犪犽－２·
犽
狓狌ｄ狓狘

≤∑
犽－１

犾＝２

‖α犾σ
（犾）（狌狓）（

２
狓狌）

犪
１…（

犽－２
狓 狌）

犪犽－２‖∞‖
犽
狓狌‖犔

１

≤∑
犽－１

犾＝２

‖α犾σ
（犾）（狌狓）（

２
狓狌）

犪
１…（

犽－２
狓 狌）

犪犽－２‖∞‖
犽
狓狌‖犔

１． （２．４８）

由（２．３９），（２．４３），和 （２．４５）－（２．４８），得到

ｄ

ｄ狋
（‖

犽－１
狓 狌‖

２
＋‖

犽
狓狌‖

２）＋ν（‖
犽－１
狓 狌‖

２
＋‖

犽
狓狌‖

２）≤犆１６，　狋≥狋犽－１．（２．４９）

对犽＞３，其中犆１６与数据有关．

相似的，对犽＝３情形也有

狘（犵（狌），
４
狓狌）狘＝狘∫Ω

犵′（狌）狌狓狌狓狓狓ｄ狓狘≤ ‖犵′（狌）狌狓‖∞‖狌狓狓狓‖犔
１

≤犆１７狘Ω狘
１／２
‖狌狓狓狓‖ ≤

１

６ν
‖狌狓狓狓‖

２
＋犆１８， （２．５０）

狘（犳（狓），狓
４狌）狘＝狘∫Ω

犳′（狓）狌狓狓狓ｄ狓狘≤ ‖犳′（狓）‖‖狌狓狓狓‖

≤
１

６ν
‖狌狓狓狓‖

２
＋犆１９， （２．５１）

狘－∫Ω
σ″（狌狓）狌

２
狓狓狌狓狓狓ｄ狓狘≤ ‖σ″（狌狓）‖∞‖狌狓狓‖

２
犔
４‖狌狓狓狓‖

≤犆‖σ″（狌狓）‖∞‖狌狓狓‖
３／２
‖狌狓狓狓‖

３／２

≤
１

６ν
‖狌狓狓狓‖

２
＋犆２０． （２．５２）

将（２．５０）－（２．５２）代入（２．４４），有
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ｄ

ｄ狋
（‖狌狓狓‖

２
＋‖狌狓狓狓‖

２）＋ν（‖狌狓狓‖
２
＋‖狌狓狓狓‖

２）

≤ν‖狌狓狓‖
２
＋２（犆１８＋犆１９＋犆２０）≤犆２１，　狋≥狋２． （２．５３）

因此（２．４９）对所有犽≥３成立．

采取由 （２．２３）到 （２．２６）同样的做法，可以推导得

‖狓
犽－１狌（狋）‖

２
＋‖狓

犽狌（狋）‖
２
≤ （‖狓

犽－１狌（狋犽－１）‖
２
＋‖狓

犽狌（狋犽－１）‖
２）ｅ－ν

（狋－狋犽－１
）
＋
犆１６

ν

≤犆２２（犚）ｅ
－ν（狋－狋犽－１

）
＋
犆１６

ν
，　狋≥狋犽－１

≤
２犆１６

ν
，　狋≥狋犽， （２．５４）

这里狋犽＝ｍａｘ｛狋犽－１，狋犽－１＋
１

ν
ｌｎ（
ν犆２２（犚）

犆１６
｝，犽≥３．式 （２．３９）和式（２．５４）推出引理５． 

引理６　假设引理５的条件成立．则有

‖狌狋‖犎
犽 ≤犅犽，　 狋≥狋犽，

其中犅犽与数据和犽有关，狋犽依赖于数据，犽和犚 当‖狌０‖犎
犽≤犚．

证　对于３≤犿≤犽，取方程 （２．１）和 （－１）
犿－１
狓

２犿－２狌狋在犎 内作内积，得到

‖狓
犿－１狌狋‖

２
＋‖狓

犿狌狋‖
２
＋（狓

犿－１
σ′（狌狓），狓

犿狌狋）

＝（－狓
犿－２
犵（狌），狓

犿狌狋）－（狓
犿－２
犳（狓），狓

犿狌狋）． （２．５５）

由引理５我们知对３≤犿≤犽有

‖狌‖犎
犿 ≤犈犿，　狋≥狋犿． （２．５６）

由Ａｇｍｏｎ不等式和（２．５６）我们看到

‖狓
犿－１狌‖∞ ≤犆犿，　狋≥狋犿． （２．５７）

注意到

狘（狓
犿－１
σ′（狌狓），狓

犿狌狋）狘≤ ‖狓
犿－１
σ′（狌狓）‖‖狓

犿狌狋‖

≤ ‖σ′（狌狓）狓
犿狌‖‖狓

犿狌狋‖＋‖（犿－１）σ″（狌狓）狌狓狓狓
犿－１狌‖‖狓

犿狌狋‖

　＋‖∑
犾

α犾σ
（犾）（狌狓）（狓

２狌）犪１…（狓
犿－２狌）犪犿－２‖‖狓

犿狌狋‖

≤珚犆‖狓
犿狌狋‖，　狋≥狋犿， （２．５８）

狘（－狓
犿－２
犵（狌），狓

犿狌狋）狘≤ ‖∑
犾
β犾犵

（犾）（狌）（狓狌）
犫
１…（狓

犿－２狌）犫犿－２‖‖狓
犿狌狋‖

≤犆̌‖狓
犿狌狋‖，　狋≥狋犿， （２．５９）

狘－（狓
犿－２
犳（狓），狓

犿狌狋）狘≤ ‖狓
犿－２
犳（狓）‖‖狓

犿狌狋‖ ≤犆^‖狓
犿狌狋‖，　狋≥狋犿．

（２．６０）

由（２．５５），（２．５８）－（２．６０）我们推出

‖狓
犿－１狌狋‖

２
＋‖狓

犿狌狋‖
２
≤ （珚犆＋犆̌＋犆^）‖狓

犿狌狋‖，　狋≥狋犿．

这暗示有

‖狓
犿－１狌狋‖

２
＋‖狓

犿狌狋‖
２
≤犆，　狋≥狋犿． （２．６１）

式（２．６１），引理３，和 引理４结合推出引理６结论． 

定理２　假定引理５的条件成立．那么周期初值问题（２．１）－（２．３）存在惟一整体光滑

解狌（狋）并且狌（狓，狋）∈犔∞（犚＋；犎犽ｐｅｒ（Ω）），


狋
狌（狓，狋）∈犔∞（犚＋；犎犽ｐｅｒ（Ω））（犽≥３）．
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３　近似惯性流形

本节我们对问题（２．１）－（２．３）引入近似惯性流形．为此，改写方程 （２．１）为空间犎 中

的一抽象微分方程

ｄ狌
ｄ狋
＋
ｄ

ｄ狋
犃狌＋ν犃狌＋犚（狌）＝犳， （３．１）

其中犃＝－狓狓是一无界自伴算子

犇（犃）＝ ｛狌∈犎
２（Ω）：狌（狓，狋）＝狌（狓＋犔，狋）｝．

犚（狌）＝（σ′（狌狓）＋ν）狌狓狓＋犵（狌）为从犎
２（Ω）到 犎 的一非线性算子．

如周知，存在犎 的一个标准正交基｛狑犻｝
∞
犻＝１，其构成犃的特征向量，且使得

犃狑犻＝λ犻狑犻，　０＝λ１ ＜λ２ ≤ … ≤λ犻→ ∞，当犻→ ∞．

　　对所有犿，用犘＝犘犿 记犎→ｓｐａｎ｛狑１，…，狑犿｝的正交投影，并且令犙＝犙犿＝犐－犘犿．

对（３．１）作用犘犿和犙犿，得到

ｄ狆
ｄ狋
＋
ｄ

ｄ狋
犃狆＋ν犃狆＋犘犿犚（狆＋狇）＝犘犿犳， （３．２）

ｄ狇
ｄ狋
＋
ｄ

ｄ狋
犃狇＋ν犃狇＋犙犿犚（狆＋狇）＝犙犿犳， （３．３）

其中狆＝犘犿狌，狇＝犙犿狌．

由引理５和引理６，我们知道对所有犽≥０，如果狌０∈犎
２犽＋２
ｐｅｒ （Ω），那么

‖狌（狋）‖ ≤ ‖狌（狋）‖犎
１ ≤ ‖狌（狋）‖犎

２ ≤犆，　狋≥狋１， （３．３）

‖犃
犽＋１狌（狋）‖，‖犃

犽＋１ ｄ

ｄ狋
狌（狋）‖ ≤犆犽，　狋≥狋犽． （３．４）

其中犆犽与数据和犽有关，狋犽依赖于数据，犽和犚 当‖狌０‖犎
２犽＋２≤犚．

注意到

‖犃
１／２狌‖ ＝ ‖狌狓‖，狌∈犎

１（Ω）， （３．５）

‖犘犿狌‖ ≤ ‖狌‖，‖犙犿狌‖ ≤ ‖狌‖，狌∈犎， （３．６）

‖犙犿犃狌‖ ＝ ‖犃犙犿狌‖ ≤ ‖犃狌‖， （３．７）

‖犃
α狌‖ ≥λ

α
犿＋１‖狌‖，狌∈犙犿犇（犃

α）， （３．８）

因此式 （３．４）蕴含有

‖犃
犽＋１
狇（狋）‖ ＝ ‖犃

犽＋１犙犿狌‖ ＝ ‖犙犿犃
犽＋１狌（狋）‖ ≤ ‖犃

犽＋１狌（狋）‖ ≤犆犽，　狋≥狋犽．

（３．９）

相似地，也可以推得

‖犃
犽＋１ ｄ

ｄ狋
狇（狋）‖ ≤犆犽，　狋≥狋犽． （３．１０）

从式 （３．８）－（３．１０）我们得到

‖犃狇（狋）‖ ≤λ
－犽
犿＋１‖犃

犽＋１
狇（狋）‖ ≤犆犽λ

－犽
犿＋１，　狋≥狋犽． （３．１１）

‖犃
ｄ

ｄ狋
狇（狋）‖ ≤λ

－犽
犿＋１‖犃

犽＋１ ｄ

ｄ狋
狇（狋）‖ ≤犆犽λ

－犽
犿＋１，　狋≥狋犽． （３．１２）

对任意解狌（狋），我们看到

ｄｉｓｔ犎２（狌（狋），犘犿犎）＝ ‖犃狇（狋）‖ ≤犆犽λ
－犽
犿＋１，　　狋≥狋犽，

这表明有限维子空间Σ０＝犘犿犎 为一个平滑近似惯性流形，更准确地说，有
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定理３　假设（２．４）－（２．５）成立，犳∈犎
２犽
ｐｅｒ（Ω），狌０∈犎

２犽＋２
ｐｅｒ （Ω），犽≥０．那么存在仅依赖

于数据和犽的常数犆犽，使得当狋≥狋犽 时，问题（２．１）－（２．３）的任意解狌（狋）进入到Σ０＝犘犿犎

的犆犽λ
－犽
犿＋１邻域，具体地说

ｄｉｓｔ犎２（狌（狋），犘犿犎）＝ ‖犃狇（狋）‖ ≤犆犽λ
－犽
犿＋１，　狋≥狋犽，

其中狋犽依赖于数据，犽和犚 当‖狌０‖犎
２犽＋２≤犚．

现在定义从犘犿犎 到犙犿犎 的映射Φ 使得对任意狆∈犘犿犎，Φ（狆）＝Ψ 如下定义

ν犃Ψ＋犙犿犚（狆）＝犙犿犳． （３．１３）

让Σ＝ｇｒａｐｈ（Φ），我们证明Σ是问题（２．１）－（２．３）的非平滑近似惯性流形，即

定理４　假设 （２．４）－（２．５）成立，犳∈犎
２犽
ｐｅｒ（Ω），狌０∈犎

２犽＋２
ｐｅｒ （Ω），犽≥０．则存在只依赖于

数据 和犽的常数犆犽使得，当狋≥狋犽时，问题（２．１）－（２．３）的任意解狌（狋）进入Σ 的犎
２ 意义

的犆犽λ
－犽
犿＋１邻域，即就是

ｄｉｓｔ犎２（狌（狋），Σ）≤犆犽λ
－犽
犿＋１，　狋≥狋犽，

其中狋犽与数据，犽和犚 有关，当‖狌０‖犎
２犽＋２≤犚．

证　注意到

　‖犃
犽犚（狆）‖ ＝ ‖

２犽＋１
狓 σ（狆狓）＋ν

２犽＋２
狓 狆＋

２犽
狓犵（狆）‖

≤‖∑
犿

犆（α犿，１，…α犿，２犽）σ
（犿）（狆狓）（

２
狓狆）

α犿，１…（
２犽＋１
狓 狆）

α犿，２犽‖＋ν‖
２犽＋２
狓 狆‖

＋‖σ′（狆狓）
２犽＋２
狓 狆‖＋‖∑

犾
β犾犵

（犾）（狆）（狓狆）β１…（
２犽
狓狆）β２犽‖

≤珚犆∑
犿

‖σ
（犿）（狆狓）‖∞‖

２
狓狆‖

α犿，１

犎
１ 　…‖

２犽＋１
狓 狆‖

α犿，２犽

犎
１ 　＋ν‖

２犽＋２
狓 狆‖

＋狘Ω狘
１／２
‖σ′（狆狓）‖∞‖

２犽＋２
狓 狆‖＋犆̌∑

犾

‖犵
（犾）（狆）‖∞‖狓狆‖

β１

犎
１　…‖

２犽
狓狆‖

β２犽

犎
１

≤珚犆∑
犿

‖σ
（犿）（狆狓）‖∞‖狆‖

α犿，１

犎
２ 　…‖狆‖

α犿，２犽

犎
２犽＋２ 　 ＋ν‖狆‖犎

２犽＋２

＋狘Ω狘
１／２
‖σ′（狆狓）‖∞‖狆‖犎

２犽＋２＋珚犆∑
犾

‖犵
（犾）（狆）‖∞‖狆‖

β１

犎
２　…‖狆‖

β２犽

犎
２犽＋１

≤珚犆∑
犿

‖σ
（犿）（狆狓）‖∞‖狌‖

α犿，１

犎
２ 　…‖狌‖

α犿，２犽

犎
２犽＋２ 　 ＋ν‖狌‖犎

２犽＋２

＋狘Ω狘
１／２
‖σ′（狆狓）‖∞‖狌‖犎

２犽＋２＋犆^∑
犾

‖犵
（犾）（狆）‖∞‖狌‖

β１

犎
２　…‖狌‖

β２犽

犎
２犽＋１

≤^犆犽． （３．１４）

这里用到了（３．４）及０≤犾≤犽，

‖犃
犾＋１
狆（狋）‖ ＝ ‖犃

犾＋１犘犿狌（狋）‖ ＝ ‖犘犿犃
犾＋１狌（狋）‖ ≤ ‖犃

犾＋１狌（狋）‖ ≤犆犾，（３．１５）

‖狆狓‖∞ ≤犆，　‖狆‖∞ ≤犆． （３．１６）

因此由 （３．１３）得到

‖犃
犽＋１
Ψ‖≤

１

ν
‖犃

犽犙犿犚（狆）‖＋
１

ν
‖犃

犽犙犿犳‖

≤
１

ν
‖犃

犽犚（狆）‖＋
１

ν
‖犃

犽
犳‖

≤
１

ν
‖犃

犽犚（狆）‖＋
１

ν
‖犳‖犎

２犽 ≤珟犆犽． （３．１７）

由 （３．９）结合 （３．１７）得

‖犃
犽＋１
Ψ－犃

犽＋１
狇‖ ≤ ‖犃

犽＋１
Ψ‖＋‖犃

犽＋１
狇‖ ≤犆犽′，　　狋≥狋犽． （３．１８）
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这些暗含有

‖犃Ψ－犃狇‖ ≤犆犽′λ
－犽
犿＋１，　　 ≥狋犽． （３．１９）

对问题（２．１）－（２．３）的解狌（狋）＝狆（狋）＋狇（狋）我们导出

ｄｉｓｔ犎２（狌（狋），Σ）≤ ‖狌（狋）－（狆（狋）＋Φ（狆（狋））‖犎
２ ＝ ‖Ψ（狋）－狇（狋）‖犎

２

≤ ‖Ψ （狋）－狇（狋）‖＋‖犃
１／２（Ψ（狋）－狇（狋））‖＋‖犃Ψ （狋）－犃狇（狋）‖

≤ （λ
－１
犿＋１＋λ

－１／２
犿＋１ ＋１）‖犃Ψ（狋）－犃狇（狋）‖

≤ （λ
－１
２ ＋λ

－１／２
２ ＋１）‖犃Ψ（狋）－犃狇（狋）‖

≤犆犽λ
－犽
犿＋１，　狋≥狋犽．

定理４的证明完成． 

注记　由定理３和 定理４我们看到 非平滑惯性流形Σ和平滑惯性流形Σ０＝犘犿犎 对

整体吸引子具有同样的逼近阶．但是，我们知道，一般地，非平滑惯性流形对整体吸引子的

逼近阶要比平滑惯性流形Σ０＝犘犿犎 对整体吸引子的逼近阶要高些［２３］．为什么我们这里

的情形不再有效？这是因为非线性ＳｏｂｏｌｅｖＧａｌｐｅｒｎ的耗散是较其它耗散偏微分方程（比如

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程和ＫｕｒａｍｏｔｏＳｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ方程等）更弱的耗散．由于相同的原因，我们

无法得到方程（２．１）－（２．３）解的Ｇｅｖｒｅｙ类正则性．而且因此无法获得解轨线以指数率逼

近近似惯性流形的窄邻域，因为指数率结果基于解的Ｇｅｖｒｅｙ类正则性．
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