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犪尺度正交多尺度函数和正交多小波


杨守志

（汕头大学数学系　汕头５１５０６３）

摘要：基于犪尺度正交单尺度函数，分别给出重数为２和３的犪尺度正交多尺度函数的构造算

法。并给出对应正交多小波的显式构造。最后给出伸缩因子为３的正交多小波的构造算例。
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１　基本概念和引理

１．１　正交单小波

设（狓）是犪尺度的尺度函数，满足如下两尺度方程

（狓）＝∑
狀

狆狀（犪狓－狀）． （１）

其中｛狆狀｝称为是两尺度序列．对（１）式两边实施Ｆｏｕｒｉｅｒ变换得到^（狑）＝狆（
狑
犪
）^（
狑
犪
），其

中狆（狑）＝
１

犪∑狀∈犣
狆狀ｅ

－ｉ狀狑 称为序列｛狆狀｝的两尺度序列的符号。

如果〈（狓），（狓－狀）〉＝δ０，狀，称（狓）是犪尺度正交的尺度函数．为了叙述的方便，记一

个函数生成的多分辨分析为狌－犕犚犃，多个函数生成的多分辨分析记为犿－犕犚犃，设

犞狌犼 ＝Ｃｌｏｓ犔２（犚）〈犼，狀（狓），狀∈犣〉． （２）

其中犼，狀（狓）＝犪
犼／２（犪犼狓－狀）。

则（２）式所定义的子空间序列｛犞狌犼｝形成多分辨分析（狌－犕犚犃）。

定义犠狌
犼，犼∈犣是犞

狌
犼在犞

狌
犼＋１中的正交补空间，由小波分析理论可知

［１－４］，存在犪－１个

函数ψ
犻（狓），犻＝１，２，…，犪－１，它们的伸缩与平移生成犠狌

犼 的一个正交基，即犠
狌
犼＝Ｃｌｏｓ犔２（犚）

〈ψ
犻
犼，狀（狓）：狀∈犣；犻＝１，２，…，犪－１〉，犼∈犣．由于每一个ψ

犻（狓）∈犠
狌
０犞

狌
１，因此存在序列

｛狇
犻
狀｝狀∈犣有

ψ
犻（狓）＝∑

狀∈犣

狇
犻
狀（犪狓－狀）． （３）

进而有＾ψ
犻（狑）＝狇

犻（狑
犪
）^（
狑
犪
），其中狇

犻（狑）＝
１

犪∑狀∈犣
狇
犻
狀ｅ
－ｉ狀狑。
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命题１
［３－６］

　设（狓）是犪尺度正交的尺度函数，ψ
犻（狓），犻＝１，２，…，犪－１是对应的正

交小波，狆（狑）和狇
犻（狑），犻＝１，２，…，犪－１分别是对应的两尺度符号，则

∑
犪

犼＝１

狆（狑＋狑犼）狆（狑＋狑犼）＝１；

∑
犪

犼＝１

狆（狑＋狑犼）狇
犻（狑＋狑犼）＝０；

∑
犪

犼＝１

狇
犻（狑＋狑犼）狇

犻（狑＋狑犼）＝１；

∑
犪

犼＝１

狇
犻（狑＋狑犼）狇

犽（狑＋狑犼）＝０，犻≠犽

烅

烄

烆
．

（４）

其中犻，犽＝１，２，…，犪－１；ｅ－ｉ狑犼，犼＝１，２，…，犪为方程狓
犪－１＝０的犪个根。

１．２　正交多小波

设Φ（狓）＝（１，２，…，狉）
犜，１（狓），２（狓），…，狉（狓）∈犔

２（犚）是狉重尺度函数，且满足

如下的两尺度方程

Φ（狓）＝∑
犽∈犣

犘犽Φ（犪狓－犽）， （５）

称狉×狉矩阵序列 ｛犘犽｝为两尺度矩阵序列．对（５）式两边实施Ｆｏｕｒｉｅｒ变换得

Φ^（狑）＝犘（
狑
犪
）^Φ（
狑
犪
）， （６）

其中犘（狑）＝
１

犪∑犽∈犣
犘犽ｅ

－ｉ狑犽 称为两尺度矩阵符号．

如果〈Φ（狓），Φ（狓－狀）〉＝δ０，狀犐狉，称Φ（狓）是的正交的尺度函数。

用Φ（狓）定义一个子空间序列犞
犿
犼犔

２（犚）为

犞犿
犼 ＝Ｃｌｏｓ犔２（犚）〈犾：犼，犽：犾＝１，２，…，狉；犽∈犣〉，犼∈犣， （７）

对任意犳犾∈犔
２，这里及本文的其它地方，使用记号犳犾：犼，犽＝犪

犼
２犳犾（犪犼狓－犽）．

由小波分析理论知，Φ（狓）可生成一个狉重多分辨分析（犿－犕犚犃）｛犞
犿
犼｝犼∈犣。

定义犠犿
犼，犼∈犣是犞

犿
犼 在犞

犿
犼＋１中的正交补空间，向量函数Ψ

犻（狓）＝（ψ
犻
１，ψ

犻
２，…，ψ

犻
狉）

犜，ψ
犻
犾

∈犔
２（犚），犾＝１，２，…，狉；犻＝１，２，…，（犪－１）狉，其伸缩平移生成犠犿

犼 的一个Ｒｉｅｓｚ基，即

犠犿
犼 ＝Ｃｌｏｓ犔２（犚）〈ψ

犻
犾：犼，犽：犾＝１，２，…，狉；犻＝１，２，…，（犪－１）狉；犽∈犣〉，犼∈犣 （８）

　　由于对任意犻∈｛１，２，…，（犪－１）狉｝均有ψ
犻
犾（狓）∈犠

犿
０犞

犿
１，犾＝１，２，…，狉，因此存在（犪

－１）狉个狉×狉矩阵序列｛犙犻犽｝犽∈犣有

Ψ
犻（狓）＝∑

犽∈犣

犙犻犽Φ（犪狓－犽）． （９）

对（９）式两边作Ｆｏｕｒｉｅｒ变换有Ψ^
犻（狑）＝犙

犻（狑
犪
）^Φ（
狑
犪
），其中犙犻（狑）＝

１

犪∑犽∈犣
犙犻犽ｅ

－ｉ狑犽称为矩

阵序列｛犙犻犽｝犽∈犣的矩阵符号。

在什么条件下，满足（５）式的函数存在，且为正交的多尺度函数。针对这一问题，有大量

的文献进行了研究。但通常采用迭代方法。即

反复应用（６）式，则有

Φ^（狑）＝ ∏
∞

犼＝１

犘（
狑

犪犼（ ））Φ^（０）， （１０）

如果矩阵的无穷乘积∏
∞

犼＝１
犘（
狑

犪犼
）收敛，则可以定义Φ^（狑）．下面将介绍矩阵的无穷乘积∏

∞

犼＝１
犘
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（狑
犪犼
）收敛的命题

命题２
［５－７］

　若Φ（狓）是一个正交的多尺度函数，犘（狑）为对应的两尺度符号，则在紧支

撑区间上无穷乘积矩阵∏
∞

犼＝１

犘（
狑

犪犼
）一致收敛到一个连续的矩阵值函数的充分必要条件是犘

（０）的特征值λ犻，犻＝１，２，…，狉满足λ１＝１，｜λ犻｜＜１，犻＝２，３，…，狉．

正交多尺度函数和对应的正交多小波满足具有下性质

命题３
［８，９］
　设Φ（狓）是犪尺度正交多尺度函数，Ψ

犻（狓），犻＝１，２，…，（犪－１）狉是Φ（狓）对

应的犪－１个正交多小波，犘（狑）和犙犻（狑）分别是两尺度矩阵序列｛犘狀｝，｛犙
犻
狀｝所对应的两尺

度矩阵符号，狑犼，犼＝１，２，…，犪为狓
犪－１＝０的犪个根。则

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犘（狑＋狑犼）

＝犐狉， （１１）

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犙
犻（狑＋狑犼）


＝犗狉，犻＝１，２，…，（犪－１）狉， （１２）

∑
犪

犼＝１

犙犻（狑＋狑犼）犙
犽（狑＋狑犼）


＝
犐狉，犻＝犽

犗狉，犻≠｛ 犽
，犻，犽＝１，２，…，（犪－１）狉． （１３）

其中犐狉，犗狉分别表示狉×狉的单位矩阵和零阵。这里及以后，用“”表示矩阵的共轭转置。

２　正交多尺度函数的构造

２．１　二重正交尺度函数的构造

下面将给出由单正交尺度函数构造２重正交多尺度函数的方法。

为了讨论的方便，设两尺度矩阵符号具有如下形式

犘（狑）＝
犃（狑）　０

犅（狑）　犆（狑［ ］）． （１４）

由命题３知，如果它对应于一个２重正交尺度函数，则它必须满足

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犘（狑＋狑犼）

＝犐２， （１５）

与之等价的有下面的三个等式

∑
犪

犼＝１

狘犃（狑＋狑犼）狘
２
＝１， （１６）

∑
犪

犼＝１

犃（狑＋狑犼）犅（狑＋狑犼）＝０， （１７）

∑
犪

犼＝１

［狘犅（狑＋狑犼）狘
２
＋狘犆（狑＋狑犼）狘

２］＝１． （１８）

　　下面给出构造犘（狑）的方法，即给出构造犃（狑），犅（狑），犆（狑）的方法。

引理１　设狊（狑），犺（狑）满足条件：１）均为
２π
犪
的周期函数；２）｜狊（狑）｜

２＋｜犺（狑）｜
２＝１；３

狊（狑）犺（狑）≠０，则｜狊（狑）｜＜１，｜犺（狑）｜＜１．

引理１的证明是显然的。且满足条件１）－３）的函数狊（狑），犺（狑）很多，如取

犺（狑）＝
犪－ｓｉｎ犪狑

犪２
，狊（狑）＝

犪４－犪
２
＋２犪ｓｉｎ（犪狑）－ｓｉｎ

２
槡 犪狑

犪２
．
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　　设
１（狓）是单正交尺度函数，ψ

１，犽（狓），犽＝１，２，…，犪－１是对应的正交小波，狆
１（狑），

狇
１，犽（狑）分别为

１（狓），ψ
１，犽（狓）对应的两尺度符号，狆

２（狑）是另一个单正交尺度函数
２（狓）所

对应的两尺度符号，定义一个下三角矩阵

犘（狑）＝
狆
１（狑） ０

狊（狑）狇
１，犽（狑） 犺（狑）狆

２（狑［ ］）． （１９）

　　定理１　设狊（狑），犺（狑）是满足引理１条件的两个函数，犘（狑）为（１９）式定义的下三角矩

阵，则

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犘（狑＋狑犼）

＝犐２． （２０）

　　证　因为狆
１（狑），狇

１，犽（狑）分别为正交尺度函数
１（狓）和对应的正交小波ψ

１，犽（狓）的两尺

度符号，狆
２（狑）是单正交尺度函数

２（狓）所对应的两尺度符号，根据命题１，有

∑
犪

犼＝１

狆
１（狑＋狑犼）狆

１（狑＋狑犼）＝１；

∑
犪

犼＝１

狆
１（狑＋狑犻）狇

１，犽（狑＋狑犼）＝０；

∑
犪

犼＝１

狇
１，犽（狑＋狑犼）狇

１，犽（狑＋狑犼）＝１；

∑
犪

犼＝１

狇
１，犽（狑＋狑犼）狇

１，犻（狑＋狑犼）＝０，犻≠犽

烅

烄

烆
．

∑
犪

犼＝１

狆
２（狑＋狑犼）狆

２（狑＋狑犼）＝１．

　　又由于狊（狑），犺（狑）是以
２π
犪
的周期函数，且满足｜狊（狑）｜

２＋｜犺（狑）｜
２＝１，所以有

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犘（狑＋狑犼）


＝∑
犪

犼＝１

狆
１（狑＋狑犼） ０

狊（狑＋狑犼）狇
１，犽（狑＋狑犼） 犺（狑＋狑犼）狆

２（狑＋狑犼［ ］）
·
狆
１（狑＋狑犼）狊（狑＋狑犼）狇

１，犽（狑＋狑犼）

０ 犺（狑＋狑犼）狆
２（狑＋狑犼

熿

燀

燄

燅
）

＝

∑
犪

犼＝１

狘狆
１（狑＋狑犼）狘

２

∑
犪

犼＝１

狊（狑＋狑犼）狆
１（狑＋狑犼）狇

１，犽（狑＋狑犼）

∑
犪

犼＝１

狊（狑＋狑犼）狆
１（狑＋狑犼）狇

１，犽（狑＋狑犼） 犎（狑＋狑犼

熿

燀

燄

燅
）

．

其中

犎（狑＋狑犼）＝∑
犪

犼＝１

［狘狊（狑＋狑犼）狘
２
狘狇

１，犽（狑＋狑犼）狘
２
＋狘犺（狑＋狑犼）狘

２
狘狆

２（狑＋狑犼）狘
２］。

显然

∑
犪

犼＝１

狘狆
１（狑＋狑犼）狘

２
＝１，

４１８ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２５Ａ



∑
犪

犼＝１

狊（狑＋狑犼）狆
１（狑＋狑犼）狇

１，犽（狑＋狑犼）＝∑
犪

犼＝１

狊（狑＋狑犼）狆
１（狑＋狑犼）狇

１，犽（狑＋狑犼）＝０。

下面说明犎（狑＋狑犼）＝１．事实上

犎（狑＋狑犼）＝∑
犪

犼＝１

［狘狊（狑＋狑犼）狘
２
狘狇

１，犽（狑＋狑犼）狘
２
＋狘犺（狑＋狑犼）狘

２
狘狆

２（狑＋狑犼）狘
２］

＝狘狊（狑）狘
２

∑
犪

犼＝１

［狘狇
１，犽（狑＋狑犼）狘

２］＋狘犺（狑）狘
２

∑
犪

犼＝１

［狘狆
２（狑＋狑犼）狘

２］

＝狘狊（狑）狘
２
＋狘犺（狑）狘

２
＝１。

这意味着（２０）成立。 

定理２　犘（狑）是（１９）式定义的下三角矩阵，则矩阵犘（０）有两个特征值，其中一个等于

１，另一个特征值为犺（０），其绝对值小于１．

证　显然

犘（０）＝
狆
１（０） ０

狊（０）狇
１，犽（０） 犺（０）狆

２（０［ ］）＝
１ ０

０ 犺（０［ ］），
所以，犘（０）的两个特征值，一个等于１，另一个特征值为犺（０），再由引理１知，｜犺（０）｜＜１．



由定理２知犘（０）的两个特征值，一个等于１，另一个特征值为犺（０）＜１．根据命题２

知，无穷乘积∏
∞

犼＝１

犘（
狑

犪犼
）收敛。因此，可定义一个二重加细函数Φ^（狑）为

Φ^（狑）＝ ［^１（狑），^２（狑）］
犜
＝

狆
１（狑
犪
） ０

狊（
狑
犪
）狇
１，犽（狑
犪
） 犺（

狑
犪
）狆
２（狑
犪

熿

燀

燄

燅
）
^１（
狑
犪
），^２（

狑
２［ ］）

犜

，

即

^１（狑）＝狆
１（狑
犪
）^１（
狑
犪
），　^２（狑）＝狊（

狑
犪
）狇
１，犽（狑
犪
）^１（
狑
犪
）＋犺（

狑
犪
）狆
２（狑
犪
）^２（
狑
犪
）．

　　根据以上分析，得到如下的定理。

定理３　设狆
１（狑），狆

２（狑）分别是两个单正交尺度函数
１（狓），

２（狓）对应的两尺度符

号，ψ
１，犽（狓）为

１（狓）对应的某一个单正交小波，狇
１，犽（狑）为ψ

１，犽（狓）对应的两尺度符号，狊（狑），

犺（狑）为满足引理１中条件的函数，则由（１９）式定义矩阵符号犘（狑）生成的加细函数Φ（狓）＝

［１（狓），２（狓）］
犜 是二重正交的尺度函数。

２．２　三重正交尺度函数的构造

下面将给出由单正交尺度函数构造重数为３的正交多尺度函数的方法。

类似于上面，设两尺度矩阵符号具有如下形式

犘（狑）＝

犃１（狑） ０ ０

犅１（狑） 犆１（狑） ０

犅２（狑） 犆２（狑） 犇２（狑

熿

燀

燄

燅）

， （２０）

由命题３知，如果它对应于一个正交３重尺度函数，则它必须满足

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犘（狑＋狑犼）

＝犐３ （２１）

等价的

５１８Ｎｏ．６　　　　　　　杨守志：犪尺度正交多尺度函数和正交多小波



∑
犪

犼＝１

犃１（狑＋狑犼）犃１（狑＋狑犼）＝１；

∑
犪

犼＝１

犃１（狑＋狑犻）犅犻（狑＋狑犼）＝０，犻＝１，２；

∑
犪

犼＝１

［犅１（狑＋狑犼）犅１（狑＋狑犼）＋犆１（狑＋狑犼）犆１（狑＋狑犼）］＝１；

∑
犪

犼＝１

［犅１（狑＋狑犼）犅２（狑＋狑犼）＋犆１（狑＋狑犼）犆２（狑＋狑犼）］＝０；

∑
犪

犼＝１

［犅２（狑＋狑犼）犅２（狑＋狑犼）＋犆２（狑＋狑犼）犆２（狑＋狑犼）

＋犇２（狑＋狑犼）犇２（狑＋狑犼）］＝１

烅

烄

烆 ．

（２１）

　　下面给出一种构造犘（狑）的特殊方法，使得犘（狑）能生成一个重数为３的正交多尺度

函数。即给出构造犃１（狑），犅１（狑），犅２（狑），犆１（狑），犆２（狑），犇２（狑）的方法。

引理２　设狊１（狑），犺１（狑），狊２（狑），犺２（狑），狌２（狑）满足条件：１）均为
２π
犪
的周期函数；２）｜

狊１（狑）｜
２＋｜犺１（狑）｜

２＝１，｜狊２（狑）｜
２＋｜犺２（狑）｜

２＋｜狌２（狑）｜
２＝１；３）狊１（狑），犺１（狑），狊２（狑），犺２

（狑），狌２（狑）均不为零，则｜狊１（狑）｜＜１，｜犺１（狑）｜＜１，｜狊２（狑）｜＜１，｜犺２（狑）｜＜１，｜狌２｜（狑）＜

１。

引理２的证明是显然的。

仍设
１（狓）是犪尺度单正交尺度函数，ψ

１，犽（狓），犽＝１，２，…，犪－１是对应的正交小波，

狆
１（狑），狇

１，犽（狑）分别为
１（狓），ψ

１，犽（狓）对应的两尺度符号，狆
２（狑），狇

２，犽（狑）分别是单正交尺度

函数
２（狓）及与之对应小波ψ

２，犽（狑）所对应的两尺度符号，狆
３（狑）是单正交尺度函数

３（狓）

对应的符号（注：狆
１（狑），狆

２（狑），狆
３（狑）三个可以全相等，也可某两个相等，也可都不相等）．

定义一个下三角矩阵

犘（狑）＝

狆
１（狑） ０ ０

狊１（狑）狇
１，犽（狑） 犺１（狑）狆

２（狑） ０

狊２（狑）狇
１，犻（狑） 犺２（狑）狇

２，犼（狑） 狌２（狑）狆
３（狑

熿

燀

燄

燅）

，犽≠犻；犻，犼，犽＝１，２，…，犪－１．

（２２）

　　定理４　设狊１（狑），犺１（狑），狊２（狑），犺２（狑），狌２（狑）是满足引理２中条件的５个函数，犘（狑）

为（２２）式定义的下三角矩阵，则

∑
犪

犼＝１

犘（狑＋狑犼）犘（狑＋狑犼）

＝犐３． （２３）

　　定理４的证明与定理１类似，这里省略。类似定理２，我们有

定理５　犘（狑）是（２２）式定义的下三角矩阵，则矩阵犘（０）的３个特征值分别是λ１＝１，λ２

＝犺１（０），λ３＝狌２（０）．即有一个特征值为１，其余两个特征值的绝对值均小于１．

证　由于

犘（０）＝

狆
１（０） ０ ０

狊１（０）狇
１，犽（０） 犺１（０）狆

２（０） ０

狊２（０）狇
１，犻（０） 犺２（０）狇

２，犼（０） 狌２（０）狆
３（０

熿

燀

燄

燅）

＝

１ ０ ０

０ 犺１（０） ０

０ ０ 狌２（０

熿

燀

燄

燅）

，

所以，犘（０）的３个特征值，一个等于１，另两个特征值分别为犺１（０），狌２（０），再由引理２知，
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｜犺１（０）｜＜１，｜狌２（０）｜＜１。从而完成了定理５的证明。 

根据命题２知，无穷乘积∏
∞

犼＝１

犘（
狑

犪犼
）收敛。因此可定义一个３重加细函数Φ^（狑）为

Φ^（狑）＝ ［^１（狑），^２（狑），^３（狑）］
犜

＝

狆
１（狑
犪
） ０ ０

狊１（
狑
犪
）狇
１，犽（狑
犪
） 犺１（

狑
犪
）狆
２（狑
犪
） ０

狊２（
狑
犪
）狇
１，犻（狑
犪
） 犺２（

狑
犪
）狇
２，犼（狑
犪
） 狌２（

狑
犪
）狆
３（狑
犪

熿

燀

燄

燅
）

［^１（
狑
犪
），^２（

狑
犪
），^３（

狑
犪
）］犜，

即

^１（狑）＝狆
１（狑
犪
）^１（
狑
犪
）；

^２（狑）＝狊１（
狑
犪
）狇
１，犽（狑
犪
）^１（
狑
犪
）＋犺１（

狑
犪
）狆
２（狑
犪
）^２（
狑
犪
）；

^３（狑）＝狊２（
狑
犪
）狇
１，犻（狑
犪
）^１（
狑
犪
）＋犺２（

狑
犪
）狇
２，犼（狑
犪
）^２（
狑
犪
）＋狌２（

狑
犪
）狆
３（狑
犪
）^３（
狑
犪
）

烅

烄

烆
．

　　 根据以上分析，得到如下的定理

定理６　在定理４和定理５的条件下，则 由（２２）式定义矩阵符号犘（狑）生成的加细函

数Φ（狓）＝［１（狓），２（狓），３（狑）］
犜 是重数为３的正交尺度函数。

３　正交多小波的显式构造

上节分别讨论了三角矩阵符号犘（狑）生成重数为２和３的正交尺度函数的构造方法。

本节仅讨论由犘（狑）生成的二重正交尺度函数对应的二重正交小波的构造问题．３重正交

多小波的构造可以类似讨论。

下面给出二重正交小波的显示构造算法。构造矩阵犙（狑），犕（狑）分别为

犙犽（狑）＝
０ 狇

２，犽（狑）

犺（狑）狇
１，犽（狑） －狊（狑）狆

２（狑［ ］），　犽＝１，２，…，犪－１， （２３）

犕（狑）＝

犘（狑＋狑１） 犘（狑＋狑２） … 犘（狑＋狑犪）

犙１（狑＋狑１） 犙１（狑＋狑２） … 犙１（狑＋狑犪）

… … … …

犙犪－１（狑＋狑１） 犙
犪－１（狑＋狑２） … 犙犪－１（狑＋狑犪

熿

燀

燄

燅）

． （２４）

　　定理７　设犘（狑），犙（狑），犕（狑）分别是由（１９），（２３）和（２４）式定义的矩阵，则在定理３

的条件下，矩阵犕（狑）是酉矩阵。

更进一步，设Φ（狓）＝［１（狓），２（狓）］
犜 是由犘（狑）生成的二重正交的尺度函数，则Ψ

犽

（狓）＝［ψ
犽
１（狓），ψ

犽
２（狓）］

犜，犽＝１，２，…，犪－１是对应的二重正交小波，其中

Ψ^
犽（狑）＝犙

犽（狑
２
）^Φ（
狑
２
）． （２５）

　　证　根据小波的构造定理知，仅需证明犕（狑）是酉矩阵。在定理３的条件下，容易验证

下矩阵
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狆１（狑＋狑１） ０ … 狆１（狑＋狑犪） ０

狊（狑＋狑１）狇１
，１（狑＋狑１） 犺（狑＋狑１）狆２（狑＋狑１） … 狊（狑＋狑犪）狇１

，１（狑＋狑犪） 犺（狑＋狑犪）狆２（狑＋狑犪）

０ 狇２
，１（狑＋狑１） … ０ 狇２

，１（狑＋狑犪）

犺（狑＋狑１）狇１
，１（狑＋狑１） －狊（狑＋狑１）狆２（狑＋狑１） … 犺（狑＋狑犪）狇１

，１（狑＋狑犪） －狊（狑＋狑犪）狆２（狑＋狑犪）

… … … … …

０ 狇２
，犪－１（狑＋狑１） … ０ 狇２

，犪－１（狑＋狑犪）

犺（狑＋狑１）狇１
，犪－１（狑＋狑１） －狊（狑＋狑１）狆２（狑＋狑１） … 犺（狑＋狑犪）狇１

，犪－１（狑＋狑犪） －狊（狑＋狑犪）狆２（狑＋狑犪

熿

燀

燄

燅）

是酉矩阵。即犕（狑）是酉矩阵，从而完成定理７的证明。 

４　构造算例

文献［１０］详细研究了伸缩因子为３的紧支撑正交小波系统完全的参数化形式，构造出

大量性质良好的伸缩因子为３的正交尺度函数和对应的小波。下面利用［１０］所构造出的正

交尺度函数和正交小波去构造正交多尺度函数和对应的正交多小波。

例　满足下方程
１（狓），

２（狓）分别是两个伸缩因子为３的正交单尺度函数
［１０］


１（狓）＝

１（３狓）＋
１（３狓－１）＋

１（３狓－２），


２（狓）＝

２－槡６
４

２（３狓）＋

１

２

２（３狓－１）＋

２＋槡６
４

２（３狓－２）

　　　＋
２＋槡６
４

２（３狓－３）＋

１

２

２（３狓－４）＋

２－槡６
４

２（３狓－５）

烅

烄

烆
．


１（狓），

２（狓）分别对应的两尺度符号狆
１（狑），狆

２（狑）为

狆
１（狑）＝

１

３
１＋ｅ

－ｉ狑
＋ｅ

－２ｉ狑
＋ｅ

－３ｉ
（ ）

狑 ，

狆
２（狑）＝

１

３
２－槡６
４

＋
１

２
ｅ－ｉ狑 ＋

２＋槡６
４
ｅ－２ｉ狑 ＋

２＋槡６
４
ｅ－３ｉ［ 狑

＋
１

２
ｅ－４ｉ狑 ＋

２－槡６
４
ｅ－５ｉ ］狑 ．


１（狓），

２（狓）分别对应的小波ψ
１，１（狓），ψ

１，２（狓），ψ
２，１（狓），ψ

２，２（狓）为
［９］

ψ
１，１（狓）＝－槡

２

２

１（３狓）＋槡２

１（３狓－１）－槡
２

２

１（３狓－２）；

ψ
１，２（狓）＝－槡

６

２

１（３狓）＋槡

６

２

１（３狓－２）

烅

烄

烆
．

ψ
２，１（狓）＝－

２－槡６
４

２（３狓）－

１

２

２（３狓－１）－

２＋槡６
４

２（３狓－２）

　　　　＋
２＋槡６
４

２（３狓－３）＋

１

２

２（３狓－４）＋

２－槡６
４

２（３狓－５）；

ψ
２，２（狓）＝－槡

２

２

２（３狓）＋槡２

２（３狓－１）－槡
２

２

２（３狓－２）

烅

烄

烆
．

取犺（狑）＝
１

２
，狊（狑）＝槡

３

２
，根据定理４，得二重正交的尺度函数Φ（狓）＝［１（狓），２（狓）］

犜 为
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１（狓）＝１（３狓）＋１（３狓－１）＋１（３狓－２）；

２（狓）＝－
槡６
４
１（３狓）＋

槡６
２
１（３狓－１）－

３

４
１（３狓－２）＋

２－槡６
８
２（３狓）

　　 　＋
１

４
２（３狓－１）＋

２＋槡６
８
２（３狓－２）＋

２＋槡６
８
２（３狓－３）

　 　　＋
１

４
２（３狓－４）＋

２－槡６
８
２（３狓－５）

烅

烄

烆
．

根据定理５，Φ（狓）＝［１（狓），２（狓）］
犜 得到对应的二重正交的多小波Ψ

１（狓）＝［ψ
１
１（狓），

ψ
１
２（狓）］

犜，Ψ
２（狓）＝［ψ

２
１（狓），ψ

２
２（狓）］

犜 为

ψ
１
１（狓）＝－

２－槡６
４
２（３狓）－

１

２
２（３狓－１）－

２＋槡６
４
２（３狓－２）

　 　　＋
２＋槡６
４
２（３狓－３）＋

１

２
２（３狓－４）＋

２－槡６
４
２（３狓－５）；

ψ
１
２（狓）＝－

槡２
４
１（３狓）＋

槡２
２
１（３狓－１）－

槡２
４
１（３狓－２）

　　 　－
槡２ ３－ 槡３ ２
８

２（３狓）－
槡３
４
２（３狓－１）

　　　 －
槡２ ３＋ 槡３ ２
８

２（３狓－２）－
槡２ ３＋ 槡３ ２
８

２（３狓－３）

　　　 －
槡３
４
２（３狓－４）－

槡２ ３－ 槡３ ２
８

２（３狓－５

烅

烄

烆
）；

ψ
２
１（狓）＝－

槡２
２
２（３狓）＋槡２２（３狓－１）－槡

２

２
２（３狓－２）；

ψ
２
２（狓）＝－

槡６
４
１（３狓）＋

槡６
４
１（３狓－２）－

槡２ ３－ 槡３ ２
８

２（３狓）

　　 　－
槡３
４
２（３狓－１）－

槡２ ３＋ 槡３ ２
８

２（３狓－２）

　　 　－
槡２ ３＋ 槡３ ２
８

２（３狓－３）－
槡３
４
２（３狓－４）

　　 　－
槡２ ３－ 槡３ ２
８

２（３狓－５）

烅

烄

烆
．

　　上例中我们基于两个正交尺度函数去构造二重正交多尺度函数和对应的多小波。当然

更简单地也可以使用同一个单正交尺度函数构造二重正交的尺度函数和对应的多小波。
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