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犅犪空间中神经网络和平移网络的逼近


周观珍

（宁波大学数学系　宁波３１５２１１）

摘要：讨论了具一个隐层单元的神经网络在犅犪 空间中逼近的特征性定理并给出了逼近估计．对

于平移网络，建立了Ｆａｖａｒｄ型估计．Ｏｒｌｉｃｚ空间中的相应结果均作为应用而给出．
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１　引言

犅犪 空间是由著名数学家丁夏畦先生等在［１］中引入的一种重要的函数型空间，是经典

犔狆 空间的自然推广，它包括了诸如Ｏｒｌｉｃｚ空间、Ｓｏｂｏｌｅｖ空间及 ＯｒｌｉｃｚＳｏｂｏｌｅｖ空间等．在

偏微分方程的先验估计、强非线性积分变分、调和分析、内插空间理论和逼近论等方面都得

到了广泛的应用［２－７］．

定义１
［１］
　设犅＝｛犔狆１，犔狆２，…，犔狆犿，…｝为一串Ｌｅｂｅｓｇｕｅ类，狆犿＞１，犿＝１，２，…，犳（狓）

为定义在狀维欧氏空间犚狀 内的有界闭集犌 上的可测函数，犪＝｛犪１，犪２，…，犪犿，…｝是非负实

数列．若对犳（狓）∈∩
∞

犿＝１
犔狆犿，存在实数α＞０使

犐（犳；α）：＝∑
∞

犿＝１

犪犿α
犿
‖犳‖

犿
狆犿 ＜＋∞，

则称犳（狓）∈犅犪，且定义

‖犳‖犅犪
：＝ｉｎｆ

α＞０

｛α：犐（犳；
１

α
）≤１｝

为犅犪 空间的范数．

在上述范数下，犅犪 空间为Ｂａｎａｃｈ空间．若取犅＝｛犔狆，犔狆，…，犔狆，…｝，犪＝｛１，０，…，０，

…｝，则这时的犅犪 空间就是经典的犔狆 空间．

近年来，有关神经网络逼近问题的研究引起了人们的极大的兴趣，已经取得了一系列重

要的成果．有关神经网络逼近能力的定性的研究已经相当成熟，这方面的工作可参见［８－

１１］．在神经网络逼近的定量分析方面，Ｍｈａｓｋａｒ和 Ｍｉｃｃｈｅｌｌｉ
［１２］考虑了用Δ，犑＝｛（犃狓＋狋）：

犃∈犑，狋∈犚
犱｝的网络结构逼近周期函数类，并借助于目标函数的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换构造了一种
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非常重要的网络算子，并建立了对周期函数类逼近的上界估计．这方面的工作在［１３］中被

得以完善．文献［１４］用以权函数狑（狓）＝（１－狓２）－１
／２为正交的多元代数多项式系为工具构

造了一类网络算子，并讨论了其对犔狆狑 中函数的逼近问题．本文的目的是探讨网络结构Δ，犑

对２π周期函数所构成的犅犪 空间中函数的逼近问题．Ｏｒｌｉｃｚ空间中的相应结论在后文中作

为犅犪 空间理论的应用而给出．

除非特殊说明，本文中的所有函数都指关于每个变量为以２π为周期的多变元Ｌｅｂｅｓ

ｇｕｅ可测函数．对１≤狆＜∞，犽≥１（犽为整数），以犔
犽，
狆 表示狆 幂犽维Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积函数

类，赋以通常的范数

‖犳‖

狆，犽：＝∫［－π，π］

犽
狘犳（狓）狘狆ｄ｛ ｝狓

１／狆

．

与此Ｌｅｂｅｓｇｕｅ类相应的犅犪 空间记为犅
犽，
犪 ．

设犳（狓）∈犅
犽，
犪 ，犾∈犣

犽，犳的犾阶Ｆｏｕｒｉｅｒ系数定义为

犳^（犾）：＝
１
（２π）

犽∫［－π，π］
犽
犳（狓）ｅ

－犻犾狓ｄ狓．

设狊≥犱≥１为正整数，：犚
犱
→犚，∈犅

犱，
犪 ，用犑＝犑犱，狊表示一切秩为犱，元素为整数的犱×狊

阶矩阵的集合．定义

Δ，犑 ＝ ｛（犃狓＋狋）：犃∈犑，狋∈犚
犱｝∪ ｛１｝，

其中１表示定义在犚犱 上且函数值恒为１的函数．显然，这是一种带有复合结构的网络类型．

用Ｓｐａｎ（Δ，犑）表示由Δ，犑中的元素的有限线性组合的全体而张成的函数类．设犪１，犪２，…，犪狀

为一组不全为零的整数，〈犪１，犪２，…，犪狀〉表示犪１，犪２，…，犪狀 的最大公约数，如果犽∈犣
犱 且〈犽１，

犽２，…，犽犱〉＝１，则称犽为犣
犱 的素点，这里犽犻（犻＝１，２，…，犱）为犽的第犻个分量．

设犳（狓）∈犅
狊，
犪 ，∈犅

犱，
犪 ，犜犽狀 表示所有阶≤狀的犽变量三角多项式全体，狓犻，狔犻分别表

示狓，狔的分量，狓≥狔表示对每一犻，狓犻≥狔犻．定义最佳逼近

犈狀（犳）犅犽，犪 ＝ ｍｉｎ
犜∈犜

犽
狀

‖犳－犜‖犅
犽，
犪
．

２　主要结果及证明

定理１　设∈犅犪
犱，，则Ｓｐａｎ（Δ，犑）＝犅犪

犽，当且仅当存在素点犽∈犣
犱 使得^（犽）≠０．

证　必要性的证明．假设结论不成立，则对任意的素点犽∈犣
犱 都有^（犽）＝０，将［１３］定

理２．１的必要性之证明过程推广过来得到了

∫［－π，π］
狊
ｅ－犻犾狓（犃狓＋狋）ｄ狓≡０，　犃∈犑．

因为ｅ－犻犾狓∈犅
犽，
犪 ，这便与Ｓｐａｎ（Δ，犑）＝犅

犽，
犪 且ｅ－犻犾狓∈犅

犽，
犪 矛盾．

充分性的证明．设∈犅
犱，
犪 ，则由犅犱

，
犪 的定义知，∈犔

犱，
狆犿
（狆犿＞１）．如果存在素点犽∈

犣犱 满足^（犽）≠０，则由文［１３］之定理２．１知，Δ，犑在犔
犱，
狆犿
稠密，自然有Ｓｐａｎ（Δ，犑）＝犅

犽，
犪 ．

设∈犅
犱，
犪 ，则当Ｓｐａｎ（Δ，犑）＝犅

犽，
犪 时，由定理１知犔：＝｛犽∈犣

犱：^（犽）≠０｝非空，而由

［１３］知，犣狊＼｛０｝｛犃′犽：犃∈犑｝成立的充要条件是犽为犣
犱 的素点，这里犃′表示犃 的转置矩

阵．故对任意的犾∈犣
犱
＼｛０｝，可以选择犽犾∈犔 及犃犾∈犑，使得犾＝犃犾′犽犾，并选择犽犾 为满足此

式成立的所有那些犽犾中犽犾坐标的绝对值｜犽犾｜为最小的那一个．对任何整数狀≥１，置

犖狀：＝ｍａｘ｛狘犽犾狘：－２狀≤犾≤２狀，犾≠０｝，

犿狀：＝ｍｉｎ｛狘^（犽犾）狘：－２狀≤犾≤２狀，犾≠０｝，
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则显然有

犖狀 ＝
２狀，　 平移情形，犱＝狊，犑＝ ｛犐｝，犔 犣

狊
＼｛０｝，

１，　 神经网络情形，犱＝１，犑＝犣
狊
＼｛０｝，　犔  ｛１｛ ｝，

且

犿狀 ＝
ｍｉｎ｛狘^（犽犾）狘：狘犽狘≤２狀｝，　 平移情形，

狘^（１）狘，　 神经网络情形｛ ．

　　对犳（狓）∈犅犪
犽，，记其Ｆｏｕｒｉｅｒ展开的ＤｅｌａＶａｌｌｅéＰｏｕｓｓｉｎ求和算子为

犞狀（犳，狓）＝ （
１

狀＋１
）犽 ∑
狀≤犿≤２狀

犛犿（犳，狓），犿∈犣
犽，狀∈犖，

其中

犛犿（犳，狓）＝ ∑
－犿≤犾≤犿

犳^（犾）ｅ
－犻犾狓．

　　对犳（狓）∈犅犪
犽，及正整数犖，狀≥１，与［１３－１４］中一样考虑如下网络算子

犉狀，犖，（犳，狓）＝犳^（０）＋（
１

４犖＋４犖狀＋１
）犱

× ∑
０≤犼≤４犖＋４犖狀

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）

^（犽犾）
ｅｘｐ（犻

２πｋｌｊ
４Ｎ＋４Ｎｎ＋１

）（Ａｌｘ－
２πｊ

４Ｎ＋４Ｎｎ＋１
）．

　　在平移网络情形下，犱＝狊，^（犽犾）＝^（犾），因而有下面的平移网络算子

犕狀，犖，（犳，狓）＝犳^（０）＋（
１

４犖＋８狀＋１
）狊

× ∑
０≤犼≤４犖＋８狀

｛ ∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）

^（犾）
ｅｘｐ（ｉ

２π犾犼
４犖＋８狀＋１

）｝（狓－
２π犼

４犖＋８狀＋１
）．

　　在神经网络情形下，犱＝１，犽犾＝１，犖狀＝１，因而对应于下列的神经网络算子

犖狀，犖，（犳，狓）＝犳^（０）＋（
１

４犖＋５
）

×
１

^（１）
∑

０≤犼≤４犖＋４
∑

－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）ｅｘｐ（ｉ
２π犼
４犖＋５

）（犾狓－
２π犼
４犖＋５

）．

　　定理２　设狊≥犱≥１，狀≥１，犖≥犖狀 为正整数．设犳∈犅
狊，
犪 ，∈犅

犱，
犪 ，｛犪１

／犿
犿 ｝，｛犪

－１／犿
犿 ｝∈

犾∞，且狆０＝ｉｎｆ
犿

｛狆犿｝＞１，则有

‖犳－犉狀，犖，‖犅
狊，
犪 ≤犆 犈狀（犳）犅狊，犪 ＋

狀α犈狀（）犅犱，犪

犿狀
‖犳‖犅

狊，｛ ｝犪
． （１）

其中α＝１／ｍｉｎ｛狆０，２｝．

为了证明定理２，下列引理是必须的

引理　设犽，狀≥１，犳∈犅
犽，
犪 ，犜∈犜

犽
狀，则有

‖犳－犞狀（犳）‖犅
犽，
犪 ≤犆犈狀（犳）犅犽，犪 ， （２）

‖犜‖

狆，犽 ≤犆狀

犽（１／狉－１／狆）＋‖犜‖

狉，犽，１≤狉，狆≤ ∞， （３）

其中

狔＋：＝ｍａｘ｛狔，０｝，

１
（２π）

犽∫［－π，π］
犽
犳（犃狋）ｄ狋＝

１
（２π）

犱∫［－π，π］
犱
犳（狏）ｄ狏． （４）

　　证　（３），（４）式可见［１２］．下面证明（２）式．事实上，由于犞狀 在犔
犽，
狆犿
上是一致有界的，即
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‖犞狀（犳）‖

狆犿
，犽 ≤３‖犳‖


狆犿
，犽，犳∈犔

犽，
狆犿
．

　　这样就有

‖犞狀（犳）‖犅
犽，
犪 ≤ｉｎｆ｛α＞０：∑

∞

犿＝１

犪犿

α
犿
（‖犞狀（犳）‖


狆犿
，犽）

犿
≤１｝

≤ｉｎｆ｛α＞０：∑
∞

犿＝１

犪犿

α
犿
（３‖犳‖

狆犿
，犽）

犿
≤１｝

≤３ｉｎｆ｛α＞０：∑
∞

犿＝１

犪犿

α
犿
（‖犳‖

狆犿
，犽）

犿
≤１｝

＝３‖犳‖犅
犽，
犪
．

　　对任意犜∈犜
犽
狀，由于犞狀（犜）＝犜，故有

‖犳－犞狀（犳）‖犅
犽，
犪
＝ ‖（犳－犜）－犞狀（犳－犜）‖犅

犽，
犪

≤犆‖犳－犜‖犅
犽，
犪
．

因此（２）式成立． 

定理２的证明　由［１２，（２．１７）］知道

犞狀（犳，狓）＝犉狀，犖，犞狀（）（犳，狓）． （５）

利用（５）和（２）式得

‖犞狀（，犃犾·－狏）－（犃犾·－狏）‖

狆，狊＝ （２π）

狊－犱
‖犞狀（）－‖


狆，犱

≤犆（２π）
狊－犱
‖犞狀（）－‖犅

犱，
犪

≤犆犈狀（）犅犱，犪
．

因此，由犉狀，犖，（犳，狓）的定义，得

‖犉狀，犖，（犳）－犉狀，犖，犞狀（）（犳）‖

狆犿
，狊

≤（
１

４犖＋４犖狀＋１
）犱 ∑
０≤犼≤４犖＋４犖狀

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

狘
犞^狀（犳）（犾）

^（犽犾）
狘

× 犞狀（，犃犾·－
２π犼

４犖＋４犖狀＋１
）－（犃犾·－

２π犼
４犖＋４犖狀＋１

）


狆犿
，狊

≤犆犈狀（）犅犱，犪
（ １

４犖＋４犖狀＋１
）犱 ∑
０≤犼≤４犖＋４犖狀

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

狘
犞^狀（犳）（犾）

^（犽犾）
狘

≤犆
犈狀（）犅犱，犪

犿狀 ∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

狘^犞狀（犳）（犾）狘． （６）

由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式和Ｐａｒｓｅｖａｌ等式以及Ｎｉｋｏｌｓｋｉｉ不等式（３），有

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

狘^犞狀（犳）（犾）狘≤犆狀
狊／２

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

狘^犞狀（犳）（犾）狘｛ ｝２
１／２

＝犆狀
狊／２
‖犞狀（犳）‖


２，狊

≤犆狀
α
‖犞狀（犳）‖


狆犿
，狊

≤犆狀
α
‖犳‖


狆犿
，狊

≤犆狀
α
‖犳‖犅

狊，
犪
． （７）

这里应用了［２］中的一个结论，即，当｛犪１
／犿
犿 ｝，｛犪

－１／犿
犿 ｝∈犾∞时，

‖犳‖

狆犿
，狊≤

１

狉
‖犳‖犅

狊，
犪
，

其中狉＝ｉｎｆ
犿

｛犪１
／犿
犿 ｝．结合（６）和（７）式，有
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‖犉狀，犖，（犳）－犉狀，犖，犞狀（）（犳）‖

狆犿
，狊≤犆

狀α犈狀（）犅犱，犪

犿狀
‖犳‖犅

狊，
犪
．

因此，由犅犽
，
犪 的范数定义有

‖犉狀，犖，（犳）－犉狀，犖，犞狀（）（犳）‖犅
狊，
犪 ≤犆

狀α犈狀（）犅犱，犪

犿狀
‖犳‖犅

狊，
犪
． （８）

结合（２）、（５）、（６）、（８）式进一步得到

‖犳－犉狀，犖，（犳）‖犅
狊，
犪 ≤ ‖犳－犞狀（犳）‖犅

狊，
犪
＋‖犞狀（犳）－犉狀，犖，（犳）‖犅

狊，
犪

＝ ‖犳－犞狀（犳）‖犅
狊，
犪
＋‖犉狀，犖，（犳）－犉狀，犖，犞狀（）（犳）‖犅

狊，
犪

≤犆（犈狀（犳）犅狊，犪 ＋
狀α犈狀（）犅犱，犪

犿狀
‖犳‖犅

狊，
犪
）． 

　　关于平移网络，我们建立了下面的Ｆａｖａｒｄ型估计．

定理３　设犱＝狊，犳∈犅
狊，
犪 ，∈犅

犱，
犪 ，｛犪１

／犿
犿 ｝，｛犪

－１／犿
犿 ｝∈犾∞，狆０＝ｉｎｆ

犿

｛狆犿｝＞１，而且犳（狓）

可以表示成为

犳（狓）＝ （犺）（狓）：＝
１
（２π）

狊∫［－π，π］
狊
（狓－狋）犺（狋）ｄ狋，犺∈犅

狊，
犪 ．

则当犖≥２狀时，有

‖犳－犕狀，犖，‖犅
狊，
犪 ≤犆｛狀

α犈狀（）犅狊，犪 ＋犈狀（）犅狊，犪 ｝‖犺‖犅
狊，
犪
．

　　证　由犔
狊，
狆犿
的定义及

‖犳‖

狆犿
，狊≤

１

狉
‖犳‖犅

狊，
犪
，

有

‖犺‖

狆犿
，狊≤犆‖‖


狆犿
，狊‖犺‖


狆犿
，狊≤犆‖‖犅

狊，
犪
‖犺‖犅

狊，
犪
．

取犜∈犜
狊
狀 使得

‖－犜‖犅
狊，
犪
＝犈狀（）犅狊，犪 ，

则犜犺∈犜
狊
狀，且有

‖（－犜）犺‖
狆犿
，狊≤犆‖－犜‖犅

狊，
犪
‖犺‖犅

狊，
犪

≤犆犈狀（）犅狊，犪 ‖犺‖犅
狊，
犪
．

从而

犈狀（犳）犅狊，犪 ≤ ‖（－犜）犺‖犅
狊，
犪

≤ｉｎｆ｛α＞０：∑
∞

犿＝１

犪犿

α
犿
（‖（－犜）犺‖

狆犿
，狊）
犿
≤１｝

≤ｉｎｆ｛α＞０：∑
∞

犿＝１

（犆
α
犈狀（）犅狊，犪 ‖犺‖犅

狊，
犪
）犿 ≤１｝

≤犆犈狀（）犅狊，犪 ‖犺‖犅
狊，
犪
． （９）

由于

犳^（犽）＝^（犽）^犺（犽），犽∈犣
狊，

所以

犞^狀（犳）（犾）

^（犾）
＝犞^狀（犺）（犾），０＜狘犾狘≤２狀．

借助于（６）、（７）式有
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‖犞狀（犳）－犕狀，犖，（犳）‖犅
狊，
犪 ≤犆犈狀（）犅狊，犪 ∑

－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

狘^犞狀（犺）（犾）狘

≤犆狀
α犈狀（）犅狊，犪 ‖犺‖犅

狊，
犪
． （１０）

结合（９）式得到

‖犳－犞狀（犳）‖犅
狊，
犪 ≤犆犈狀（犳）犅狊，犪 ≤犆犈狀（）犅狊，犪 ‖犺‖犅

狊，
犪
． （１１）



　　对犿＝（犿１，犿２，…，犿狊）∈犣
狊
＋（犣

狊
＋表示犣

狊 中坐标非负的点），｜犿｜＝犿１＋犿２＋…＋犿狊，

定义偏导数

犇犿犳＝

狘犿狘
犳

狓
犿
１
１ …狓

犿狊
狊

，

及Ｓｏｂｏｌｅｖ空间

犠犿，犅
狊，
犪
＝ ｛犳∈犅

狊，
犪 ：犇α（犳，狓）（α＝０，１，…，犿－１）绝对连续，且犇

犿（犳，狓）∈犅
狊，
犪 ｝．

由于［１２］

犇犿犞狀（犳，狓）＝犇
犿犕狀，犖，犞犖

（）（犳，狓）＝ （
１

４犖＋８狀＋１
）狊

× ∑
０≤犼≤４犖＋８狀

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）

^（犾）
ｅｘｐ（ｉ

２π犾犼
４犖＋８狀＋１［ ］）

×犇
犿犞犖（，狓－

２π犼
４犖＋８狀＋１

）

＝（
１

４犖＋８狀＋１
）狊

× ∑
０≤犼≤４犖＋８狀

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）

^（犾）
ｅｘｐ（ｉ

２π犾犼
４犖＋８狀＋１［ ］）

×犞犖（犇
犿
，狓－

２π犼
４犖＋８狀＋１

），

犇犿犕狀，犖，（犳，狓）＝（
１

４犖＋８狀＋１
）狊

× ∑
０≤犼≤４犖＋８狀

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）

^（犾）
ｅｘｐ（ｉ

２π犾犼
４犖＋８狀＋１［ ］）

×犇
犿
（狓－

２π犼
４犖＋８狀＋１

），

犇犿犖狀，犖，（犳，狓）＝（
１

４犖＋５
）１
^（犾）

× ∑
０≤犼≤４犖＋４

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犳）（犾）ｅｘｐ（ｉ
２π犼
４犖＋５

）

×犾
犿

（狘犿狘）（犾狓－

２π犼
４犖＋５

）

＝（
１

４犖＋５
） １

^
（狘犿狘）（犾）

× ∑
０≤犼≤４犖＋４

∑
－２狀≤犾≤２狀，犾≠０

犞^狀（犇
犿
犳）（犾）ｅｘｐ（ｉ

２π犼
４犖＋５

）

×
（狘犿狘）（犾狓－

２π犼
４犖＋５

）

和
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犇犿犞狀（，狓）＝犞狀（犇
犿
，狓），犇

犿犖狀，犖，（犳，狓）＝犖狀，犖，（狘犿狘）（犇
犿
犳，狓）．

借助本文中证明定理２时所用的方法，容易证明下面的结论

定理４　设犿∈犣
狊
＋，狀≥１为一整数，犳∈犠犿，犅

狊，
犪
，犅狊

，
犪 满足定理２中的条件，则

（１）如果∈犠犿，犅
狊，
犪
，对犖≥２狀，成立

‖犇
犿
犳－犇

犿犕狀，犖，（犳）‖犅
狊，
犪 ≤犆｛犈狀（犇

犿
犳）犅狊，犪 ＋

狀α犈狀（犇
犿
）犅狊，犪

犿狀
‖犳‖犅

狊，
犪
｝．

　　（２）如果∈犠犿，犅
１，
犪
，对犖≥１，成立

‖犇
犿
犳－犇

犿犖狀，犖，（犳）‖犅
狊，
犪 ≤犆｛犈狀（犇

犿
犳）犅狊，犪 ＋狀

α犈狀（犇
犿
）犅１，犪 ‖犳‖犅

狊，
犪
｝．

３　应用

设犕（狌）为犖 函数，犔犽
，
犕 为由犕（狌）所生成的每个变元均为２π周期的Ｏｒｌｉｃｚ空间

［１６］，

并记其所对应的Ｏｒｌｉｃｚ范数为‖·‖
犽，
犕，２π．如果存在狌０＞０，犓＞０使得犕（２狌０）≤犓犕（狌０），

则称犕（狌）∈Δ２．如果犕（狌）＝∑
∞

犿＝０

犪犿狌
犿，犪犿 ≥０，则称犕（狌）为整函数，记为犕（狌）∈犈犉．

由［１６］知道犕（狌）∈Δ２∩犈犉当且仅当犕（狌）＝∑
∞

犿＝２

犪犿狌
犿为多项式．此时，犔犽

，
犕 为特殊的犅犪

空间．因此，在Ｏｒｌｉｃｚ范数下定理１－定理４的结果仍成立．特别有下面的两个结论．

定理５　设∈犔
犱，
犕 ，犕（狌）∈Δ２∩犈犉，则Ｓｐａｎ（Δ，犑）＝犔

犽，
犕 当且仅当存在素点犽∈犣

犱

使得^（犽）≠０．

定理６　设狊≥犱≥１，狀≥１，犖≥犖狀 为正整数．设犳∈犔
狊，
犕 ，∈犔

犱，
犕 ，则有

‖犳－犉狀，犖，‖
狊，
犕，２π ≤犆｛犈狀（犳）犕，，狊＋

狀
１
２犈狀（）犕，，犱
犿狀

‖犳‖
狊，
犕，２π｝，

其中犈狀（）犕，，犱为在Ｏｒｌｉｃｚ范数下关于犜
狊
狀 的最佳逼近．
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