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摘要：该文讨论了带脉冲的ＥｍｄｅｎＦｏｗｌｅｒ方程次线性奇异Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题，利用上下解方法

得到了该类问题正解存在的充分必要条件．在脉冲的影响下得到了多解的存在性结果．
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１　引言

关于一般ＥｍｄｅｎＦｏｗｌｅｒ方程的边值问题

狓″＋狆（狋）狓λ ＝０， （１．１）

其中狋∈（０，１），狆∈犆（０，１），狆（狋）≥０，λ∈犚，已做了很多研究工作（见文［１－３］，［７］，

［９－１３］及其相关文献），并且得到了很好的结果．另一方面，许多人也考虑了带脉冲的微分

方程．例如，ＡＲＡｇｗａｌ，ＤＲ′Ｒｅｇａｎ，ＤＧｕｏ已讨论了脉冲边值问题并给出了一些正解存

在的充分条件［４－６］．但是由于缺乏脉冲上下解的方法，问题（１．１）还没有正解存在的充分必

要条件．本文中我们考虑脉冲奇异边值问题

狓″＋狆（狋）狓λ ＝０，　狋∈ （０，１）－｛狋１｝；

Δ狓狘狋＝狋１ ＝犐（狓（狋１））；

Δ狓狘狋＝狋１ ＝－
１

１－狋１
犐（狓（狋１））；

狓（０）＝狓（１）＝０

烅

烄

烆 ，

（１．２）

其中λ∈（０，１），狆（狋）＞０，狋∈（０，１），狆（狋）∈犆（０，１）在狋＝０和狋＝１有奇异性．

在第二节，我们得到了一个关于二阶脉冲微分方程边值问题上下解方法的新定理，它

改进了文［２］中的定理１．在第三节，我们用此定理得到了脉冲奇异问题（１．２）正解存在的充

分必要条件，这与文［１］中的结论不同．在第四节，虽然λ∈（０，１），但由于脉冲的影响，我

们给出了方程（１．２）多个正解的存在性定理，并给出了例子说明方程（１．２）可能没有正解．

２　预备知识

考虑两点边值问题



收稿日期：２００３１２１１；修订日期：２００４１２０１

Ｅｍａｉｌ：ｂｑｙａｎ８１９＠ｂｅｅｌｉｎｋ．ｃｏｍ

基金项目：山东省优秀中青年科学家奖励基金资助



狓″＋犳（狋，狓）＝０，　狋∈ （０，１）－｛狋１｝；

Δ狓狘狋＝狋１ ＝犐（狓（狋１））；

Δ狓′狘狋＝狋１ ＝－
１

１－狋１
犐（狓（狋１））；

狓（０）＝０，狓（１）＝０

烅

烄

烆 ，

（２．１）

其中犳：犇→犚连续，犇（０，１）×犚，Δ狓｜狋＝狋
１
＝狓（狋１＋０）－狓（狋１），Δ狓′｜狋＝狋

１
＝狓′（狋１＋０）－狓′

（狋１－０），犐：犚→犚连续单增．我们称狓（狋）是（２．１）式的解是指狓∈犘犆（［０，１］，犚）∩犘犆
２（（０，

１），犚），狋∈（０，１），（狋，狓（狋））∈犇且狓″（狋）＋犳（狋，狓（狋））＝０，狋∈（０，１）－｛狋１｝，Δ狓｜狋＝狋
１
＝

犐（狓（狋１）），Δ狓′｜狋＝狋
１
＝－

１

１－狋１
犐（狓（狋１）），狓（０）＝０，狓（１）＝０，其中犘犆（［０，１］，犚）＝｛狓：［０，１］

→犚｜狓（狋）在狋≠狋１ 连续，狓（狋）在狋＝狋１ 左连续，狓（狋１＋０）存在｝，犘犆
１（（０，１），犚）＝｛狓：（０，１）

→犚｜狓′（狋）在狋≠狋１ 连续，狓′（狋１＋０）和狓′（狋１－０）存在｝，犘犆
２（（０，１），犚）＝｛狓：（０，１）→犚｜狓″

（狋）在狋≠狋１ 连续，ｌｉｍ
狋→狋

＋
１

狓″（狋）和ｌｉｍ
狋→狋

－
１

狓″（狋）存在｝．对狓∈犘犆（［０，１］，犚），定义‖狓‖＝ｓｕｐ
狋∈［０，１］

｜狓（狋）

｜．由文［９］和［１４］知，犘犆（［０，１］，犚）是Ｂａｎａｃｈ空间．

设α∈犘犆（［０，１］，犚）∩犘犆
２（（０，１），犚）满足狋∈（０，１），（狋，α（狋））∈犇且

α″（狋）＋犳（狋，α（狋））≥０，　狋∈ （０，１）－｛狋１｝；

Δα狘狋＝狋１ ＝犐（α（狋１））；

Δα′狘狋＝狋１ ＝－
１

１－狋１
犐（α（狋１））；

α（０）≤０，α（１）≤０

烅

烄

烆 ，

则称α（狋）是问题（２．１）的一个下解．利用同样的方法可给出问题（２．１）上解的定义，只是把

上述不等式的方向改变即可．如果α，β∈犘犆（［０，１］，犚），狋∈［０，１］满足α（狋）≤β（狋），我们

定义

犇βα ＝ ｛（狋，狓）∈ （０，１）×犚狘α（狋）≤狓≤β（狋），狋∈ （０，１）｝．

那么我们有下列结果

定理２．１　设α（狋），β（狋）分别是问题（２．１）的下上解且

α（狋）≤β（狋），　狋∈ ［０，１］，

并假设犇βα犇．进一步假设存在函数犺∈犆（（０，１），犚
＋）使得

狘犳（狋，狓）狘≤犺（狋），　（狋，狓）∈犇βα

且

∫
１

０
狊（１－狊）犺（狊）ｄ狊＜＋∞．

则问题（２．１）至少有一解珚狓（狋）使得

α（狋）≤珚狓（狋）≤β（狋），　狋∈ （０，１）．

　　证　首先，定义辅助函数

犳
（狋，狓）＝

犳（狋，α（狋）），　狓＜α（狋）；

犳（狋，狓），　狓∈ （α（狋），β（狋））；

犳（狋，β（狋）），　狓＞β（狋
烅

烄

烆 ）；

犐（狓）＝

犐（α（狋１）），　狓＜α（狋１）；

犐（狓），　狓∈ （α（狋１），β（狋１））；

犐（β（狋１）），　狓＞β（狋１）
烅

烄

烆 ．

３２７Ｎｏ．５　　闫宝强等：带脉冲的ＥｍｄｅｎＦｏｗｌｅｒ方程次线性奇异边值问题的正解



容易看出

狘犳
（狋，狓）狘≤犺（狋），　（狋，狓）∈ （０，１）×犚．

考虑问题

狓″＋犳
（狋，狓）＝０，狋∈ （０，１）－｛狋１｝；

Δ狓狘狋＝狋１ ＝犐
（狓（狋１））；

Δ狓′狘狋＝狋１ ＝－
１

１－狋１
犐（狓（狋１））；

狓（０）＝０，狓（１）＝０

烅

烄

烆 ．

（２．２）

下证如果狓（狋）是（２．２）式的任一解，则狋∈［０，１］，一定有α（狋）≤狓（狋）≤β（狋）．所以狓（狋）是

（２．１）式的一个解．

事实上，如果存在狋∈（０，１）使得狓（狋）＜α（狋），则狋有下列三种情况

（１）假设狋＜狋１．取狉＝ｉｎｆ｛狋＜狋

｜狓（狊）＜α（狊），狊∈［狋，狋］，狋∈（０，１）｝，狉′＝ｓｕｐ｛狋＞狋

｜狓（狊）＜α（狊），狊∈［狋，狋］，狋∈（０，１）｝．现在我们讨论狉′，则有两种情况

（ａ）第一种情况是存在狋′∈（狋，狋１］使得狓（狋′）＝α（狋′）．在这种情况下，狉′≤狋１．则狋∈

（狉，狉′），狓（狉）＝α（狉），狓（狉′）＝α（狉′），狓（狋）＜α（狋）且狋∈（狉，狉′），有犳（狋，狓（狋））＝犳（狋，α（狋）），

因此

狓″（狋）＋犳（狋，α（狋））＝０，　狋∈ （狉，狉′）．

另一方面，由于α（狋）满足

α″（狋）＋犳（狋，α（狋））≥０，狋∈ （狉，狉′）．

令狕（狋）＝α（狋）－狓（狋），狋∈［狉，狉′］，有

狕（狉）＝狕（狉′）＝０，狕″（狋）≥０，狋∈ （狉，狉′）．

由最大值原理可得

狕（狋）≤０，狋∈ （狉，狉′）．

即狋∈（狉，狉′），α（狋）≤狓（狋），与α（狋）＞狓（狋）矛盾．

（ｂ）第二种情况是狋∈［狋，狋１］，狓（狋）＜α（狋）．在这种情况下，α（狋１＋０）＝α（狋１）＋Δα｜狋＝狋
１

＞狓（狋１）＋犐（α（狋１））＝狓（狋１）＋犐
（狓（狋１））＝狓（狋１＋０）．因此狉′＞狋１，且狓（狉）＝α（狉），狓（狉′）＝

α（狉′），狓（狋）＜α（狋），狋∈（狉，狉′），犳（狋，狓（狋））＝犳（狋，α（狋））．故

狓″（狋）＋犳（狋，α（狋））＝０，　狋∈ （狉，狉′）－｛狋１｝．

另一方面，由于α（狋）满足

α″（狋）＋犳（狋，α（狋））≥０，　狋∈ （狉，狉′）－｛狋１｝．

令狕（狋）＝α（狋）－狓（狋），对狋∈［狉，狉′］，则有

狕″（狋）≥０，　狋∈ （狉，狉′）－｛狋１｝；

Δ狕狘狋＝狋１ ＝０；

Δ狕′狘狋＝狋１ ＝０；

狕（狉）＝０，狕（狉′）＝０

烅

烄

烆 ．

由于狋∈（狉，狋１）∪（狋１，狉′），狕″（狋）≥０，因此狕′（狋）单增且在 （狉，狋１）∪（狋１，狉′）上连续．又

Δ狕′｜狋＝狋
１
＝０，因此我们可说狕′（狋）在（狉，狉′）上单增且连续．但据Ｌａｇｒａｎｇｅ中值定理和狕（狉）＝

０，狕（狋１）＞０知，存在狋′∈（狉，狋１）使得狕′（狋′）＞０．又由于狕（狋１＋０）＞０，狕（狉′）＝０．类似的，

存在狉″∈（狋１，狉′）使得狕′（狉″）＜０，矛盾．

据上述讨论排除可能性（１）．
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（２）假设狋＝狋１．类似的，令狉＝ｉｎｆ｛狋＜狋

｜狓（狊）＜α（狊），狊∈［狋，狋］，狋∈（０，１）｝，狉′＝

ｓｕｐ｛ｔ＞狋｜狓（狊）＜α（狊），狊∈［狋，狋］，狋∈（０，１）｝．在（狉，狉′）上的结果和（１）中的情形（ｂ）相

同。因此情形（２）不可能成立．

（３）假设狋＞狋１．令狉＝ｉｎｆ｛狋＜狋

｜狓（狊）＜α（狊），狊∈［狋，狋］，狋∈（０，１）｝，狉′＝ｓｕｐ｛狋＞狋

｜狓（狊）＜α（狊），狊∈［狋，狋］，狋∈（０，１）｝．我们现在讨论狉，也有两种可能性．

（ａ′）第一种可能性就是存在狋′∈（狋１，狋
］使得α（狋′）＝狓（狋′）或α（狋１＋０）＝狓（狋１＋０）。类

似于（１）中情形（ａ）的证明，容易证明这种情况会导致矛盾。

（ｂ′）第二种情况是狋∈（狋１，狋
］，狓（狋）＜α（狋），狓（狋１＋０）＝狓（狋１）＋犐

（狓（狋１））＜α（狋１＋

０）＝α（狋１）＋Δα｜狋＝狋
１
．由于犐（狓）单增，我们有狓（狋１）＜α（狋１）．因此在（狉，狉′）上的结果与（１）中

的情形（ｂ）相同．这不可能．

由 （１），（２）和（３）的证明，可得狋∈［０，１］，α（狋）≤狓（狋）．类似可得狓（狋）≤β（狋），狋∈

［０，１］．

综上所述，若狓（狋）是（２．２）式的解，则狓（狋）一定是（２．１）式的解．

由于｜犳
（狋，狓）｜≤犺（狋）和∫

１

０
狊（１－狊）犺（狊）ｄ狊＜＋∞，我们可以考虑积分方程

狓（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１－狋
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓（狋１）），　狋∈ ［０，１］， （２．３）

其中犌（狋，狊）是
狓″＝０，

狓（０）＝狓（１）｛ ＝０
的格林函数。易见（２．３）式的解一定是（２．２）式的解．

对狓∈犘犆（［０，１］，犚），定义

（犜狓）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋

１－狋
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓（狋１）），　狋∈ ［０，１］．

由控制收敛定理，容易看出犜：犘犆（［０，１］，犚）→犘犆（［０，１］，犚）是一个连续算子且犜（犘犆（［０，

１］，犚）有界．下面我们证明犜（犘犆（［０，１］，犚）是相对紧的．

事实上，对狋∈［０，１］－｛狋１｝，有

狘
ｄ（（犜狓）（狋））

ｄ狋
狘

≤狘
ｄ

ｄ狋∫
狋

０

（狊（１－狋）犳（狊，狓（狊））ｄ狊狘＋狘
ｄ

ｄ狋∫
１

狋
狋（１－狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊狘＋

１

１－狋１
狘犐

（狓（狋１））狘

≤∫
狋

０
狊狘犳

（狊，狓（狊））狘ｄ狊＋∫
１

狋

（１－狊）狘犳（狊，狓（狊））狘ｄ狊＋狘犐（狓（狋１））狘

＝γ（狋）＋狘犐（狓（狋１））狘．

我们仅需证明γ∈犔
１（［０，１］，犚＋）．这足以保证犜（犘犆（［０，１］，犚））是相对紧的．通过简单计

算可得

∫
１

０
狘γ（狊）狘ｄ狊

≤ｌｉｍ
狋→１

－

（１－狋）∫
狋

０
狊犺（狊）ｄ狊＋ｌｉｍ

狋→１
＋
狋∫

１

狋

（１－狊）犺（狊）ｄ狊＋２∫
１

０
狊（１－狊）犺（狊）ｄ狊

≤４∫
１

０
狊（１－狊）犺（狊）ｄ狊＜＋∞．

据ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ不动点定理知 ，犜 至少有一个不动点珚狓∈犘犆［０，１］．因此珚狓（狋）是方程

（２．１）的一个解． 
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３　正解存在的充分必要条件

为方便起见，我们列出下列假设

狆（狋）＞０，狆∈犆（０，１），　狋∈ （０，１），０＜λ＜１． （３．１）

　　我们有下面的结果

定理３．１　假设（３．１）式成立，犐∈犆（犚
＋，犚＋）单增且ｌｉｍ

狓→＋∞

犐（狓）

狓
＝０．则问题（１．２）有

犘犆（［０，１］，犚）正解的充分必要条件是

０＜∫
１

０
狋（１－狋）狆（狋）ｄ狋＜＋∞． （３．２）

　　证　１）必要性．设狓（狋）是问题（１．２）的一个正解．由狓″（狋）≤０，知狓′（狋）在（０，１）单减．

由于狓（０）＝０，狓（狋１）＞０，狓（狋１＋０）＞０，狓（１）＝０，由Ｌａｇｒａｎｇｅ中值定理知，存在狋′∈（０，

狋１），狋″∈（狋１，１）使得狓′（狋′）＞０，狓（狋″）＜０．

当狋∈（０，狋′）时，有

∫
狋′

狋
狆（狊）狓λ（狊）ｄ狊＝－∫

狋′

狋
狓″（狊）ｄ狊＝狓′（狋）－狓′（狋′）＜狓′（狋），

两边同乘以狓－λ（狋）并在［０，狋′］上积分，有

０≤∫
狋′

０
狓－λ（狋）∫

狋′

狋
狆（狊）狓λ（狊）ｄ狊ｄ狋≤∫

狋′

０
狓－λ（狋）狓′（狋）ｄ狋

＝
狓１－λ（狋′）－狓

１－λ（０）

１－λ
＜＋∞．

因为狓″（狋）≤０，狓（狋′）＞０，狋∈（０，狋′），所以狓（狋）在［０，狋′］上单增．这意味着

∫
狋′

狋
狆（狊）ｄ狊≤狓

－λ（狋）∫
狋′

狋
狆（狊）狓λ（狊）ｄ狊，　狋∈ （０，狋′］．

因此

０≤∫
狋′

０
狊狆（狊）ｄ狊＝∫

狋′

０
ｄ狋∫

狋′

狋
狆（狊）ｄ狊≤∫

狋′

０
狓－λ（狋）∫

狋′

狋
狆（狊）狓λ（狊）ｄ狊ｄ狋

≤∫
狋′

０
狓－λ（狋）∫

狋′

狋
狆（狊）狓λ（狊）ｄ狊ｄ狋＜＋∞．

利用类似的方法，可证得

∫
１

狋″

（１－狊）狆（狊）ｄ狊＜＋∞．

由于狆（狋）∈犆（０，１），可得

∫
狋″

狋′
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊＜＋∞．

从而 ０＜∫
１

０
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊＜＋∞．

　　２）充分性．假设（３．２）式成立．令

狇１（狋）＝ （１－狋）∫
狋

０
狊１＋λ（１－狊）λ狆（狊）ｄ狊＋狋∫

１

狋
狊λ（１－狊）

１＋λ
狆（狊）ｄ狊，　狋∈ ［０，１］，

狇２（狋）＝ （１－狋）∫
狋

０
狊狆（狊）ｄ狊＋狋∫

１

狋

（１－狊）狆（狊）ｄ狊，　狋∈ ［０，１］．

易知对狋∈（０，１）
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０＜狋（１－狋）∫
１

０
狊１＋λ（１－狊）

１＋λ
狆（狊）ｄ狊≤狇１（狋）＜狇２（狋）≤∫

１

０
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊．

设犔１ 是常数满足犔
１－λ
１ ＝［∫

１

０
狊１＋λ（１－狊）

１＋λ
狆（狊）ｄ狊］λ．由（３．１）式与ｌｉｍ

狓→＋∞

犐（狓）

狓
＝０知，存在犔２

使得犔２
１－λ
＞ｍａｘ｛犔１，［∫

１

０
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊］λ｝且

１－狋
１－狋１

犐（犔２狇２（狋１））

犔２
＋狇２（狋［ ］）

λ

－犔２
１－λ
≤０，　狋∈ （狋１，１］．

　　定义

α（狋）＝

犔１狇１（狋），　狋∈ ［０，狋１］；

犔１狇１（狋）＋
１－狋
１－狋１

犐（α（狋１）），　狋∈ （狋１，１烅

烄

烆
］

与 β（狋）＝

犔２狇２（狋），　狋∈ ［０，狋１］；

犔２狇２（狋）＋
１－狋
１－狋１

犐（β（狋１）），　狋∈ （狋１，１］
烅

烄

烆
．

则有 α（狋）≤β（狋），　狋∈ ［０，１］．

且对狋∈（０，狋１），易知

α″（狋）＋狆（狋）αλ（狋）＝－犔１狆（狋）狋
λ（１－狋）λ＋狆（狋）犔１

λ
狇１

λ（狋）

＝犔
λ
１狆（狋）狋

λ（１－狋）λ（（
狇１（狋）

狋（１－狋）
）λ－犔

１－λ
１ ）≥０，

对狋∈（狋１，１］，有

α″（狋）＋狆（狋）αλ（狋）＝－犔１狆（狋）狋
λ（１－狋）λ＋狆（狋）［犔１狇１（狋）＋

１－狋
１－狋１

犐（α（狋１））］
λ

≥－犔１
λ
狆（狋）狋λ（１－狋）λ＋狆（狋）犔λ１狇

λ
１（狋）≥０．

因此

α″（狋）＋狆（狋）αλ（狋）≥０，　狋∈ （０，１）－｛狋１｝；

Δα狘狋＝狋１ ＝犐（α（狋１））；

Δα′狘狋＝狋１ ＝－
１

１－狋１
犐（α（狋１））；

α（０）＝０，α（１）＝０

烅

烄

烆 ．

另一方面对狋∈（０，狋１），有

β″（狋）＋狆（狋）β
λ（狋）＝－犔２狆（狋）＋狆（狋）犔

λ
２狇２

λ（狋）＝犔λ２狆（狋）（狇
λ
２（狋）－犔

１－λ
２ ）≤０；

对狋∈（狋１，１］，有

β″（狋）＋狆（狋）β
λ（狋）＝－犔２狆（狋）＋狆（狋）［犔２狇２（狋）＋

１－狋
１－狋１

犐（β（狋１））］
λ

＝犔
λ
２狆（狋）［（狇２（狋）＋

１－狋
１－狋１

犐（β（狋１））

犔２
）λ－犔

１－λ
２ ］

≤０．

故

β″（狋）＋狆（狋）β
λ（狋）≤０，　狋∈ （０，１）－｛狋１｝；

Δβ狘狋＝狋１ ＝犐（β（狋１））；

Δβ′狘狋＝狋１ ＝－
１

１－狋１
犐（β（狋１））；

β（０）＝０，β（１）＝０

烅

烄

烆 ．
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因此由定理２．１可知问题（１．２）至少有一个解狓（狋）满足狋∈［０，１］α（狋）≤狓（狋）≤β（狋）．

定理证毕． 

定理３．２　假设（３．１）式成立，犐∈犆（犚
＋，犚＋）单增且ｌｉｍ

狓→＋∞

犐（狓）

狓
＝０．那么问题（１．２）有

犘犆１（［０，１］，犚）正解的充分必要条件是

０＜∫
１

０
狋λ（１－狋）λ狆（狋）ｄ狋＜＋∞． （３．３）

　　证　１）必要性．假设狓（狋）是问题（１．２）的一个犘犆
１［０，１］正解．则狓′（０）与狓′（１）存在．

利用与上定理相似的讨论可知存在狋′∈（０，狋１），狋″∈（狋１，１）使得狓′（狋′）＞０，狓′（狋″）＜０且狓

（狋）在（０，狋′）上单增，在（狋″，１）单减且狓′（０）＞狓′（狋′）＞０＞狓′（狋″）＞狓′（１）．可知狋∈［０，狋′］

狓（狋）≥狓（０）＋狓′（０）（狋－０）

且狋∈（狋″，１］

狓（狋）≥狓（１）＋狓′（１）（狋－１）．

故存在犮＞０使得

狓（狋）≥犮狋（１－狋），　狋∈ ［０，１］，

这意味着

０＜∫
狋′

０
狋λ（１－狋）λ狆（狋）ｄ狋≤犮

－λ

∫
狋′

０
狆（狋）狓λ（狋）ｄ狋

＝－犮
－λ

∫
狋′

０
狓″（狋）ｄ狋＝犮－λ（狓′（０）－狓′（狋′）＜＋∞

及

０＜∫
１

狋″
狋λ（１－狋）λ狆（狋）ｄ狋≤犮

－λ

∫
１

狋″
狆（狋）狓λ（狋）ｄ狋

＝－犮
－λ

∫
１

狋″
狓″（狋）ｄ狋＝犮－λ（狓′（狋″）－狓′（１））＜＋∞，

从而

０＜∫
１

０
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊＜＋∞．

　　２）充分性．假设（３．３）式成立．令

狇（狋）＝ （１－狋）∫
狋

０
狊１＋λ（１－狊）λ狆（狊）ｄ狊＋狊∫

１

狋
狊λ（１－狊）

１＋λ
狆（狊）ｄ狊．

则狇∈犆
１［０，１］∩犆

２（０，１），且对狋∈（０，１）

０＜狋（１－狋）∫
１

０
狊１＋λ（１－狊）

１＋λ
狆（狊）ｄ狊≤狇（狋）≤狋（１－狋）∫

１

０
狊λ（１－狊）λ狆（狊），

狇″（狋）＝－狋λ（１－狋）λ狆（狋）．

设犔１ 是常数满足犔
１－λ
１ ＝［∫

１

０
狊１＋λ（１－狊）λ＋

１
狆（狊）ｄ狊］λ，犔２是常数满足犔

１－λ
２ ＞ｍａｘ｛犔１，［∫

１

０
狊λ（１

－狊）λ狆（狊）ｄ狊］λ｝且

［１－狋
１－狋１

犐（犔２狇（狋１））

犔２
＋狇（狋）］λ－犔２

１－λ
≤０，　狋∈ （狋１，１］．

再设

α（狋）＝

犔１狇（狋），　狋∈ ［０，狋１］；

犔１狇（狋）＋
１－狋
１－狋１

犐（α（狋１）），　狋∈ （狋１，１烅

烄

烆
］
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与

β（狋）＝

犔２狇（狋），　狋∈ ［０，狋１］；

犔２狇（狋）＋
１－狋
１－狋１

犐（β（狋１）），　狋∈ （狋１，１］
烅

烄

烆
．

则有

α（狋）≤β（狋），　狋∈ ［０，１］．

与定理１充分性的证明相同，我们可知问题（１．２）有一正解狓∈犘犆（［０，１］，犚）∩犘犆
２（（０，

１），犚）满足狋∈［０，１］，α（狋）≤狓（狋）≤β（狋）．由（３．３）式，有

狆（狋）狓λ（狋）≤狆（狋）β
λ（狋）≤犔２狋

λ（１－狋）λ狆（狋），　狋∈ ［０，狋１］．

且对足够大的珚犔２＞犔２

狆（狋）狓λ（狋）≤狆（狋）β
λ（狋）≤珚犔２狋

λ（１－狋）λ狆（狋），　狋∈ （狋１，１］．

即

狘狓″（狋）狘≤珚犔２狋
λ（１－狋）λ狆（狋），　狋∈ （０，１）－｛狋１｝．

上述不等式与（３．３）式表明狓″（狋）在（０，１）上绝对可积．因此狓′（０＋０）与狓′（１－０）存在，即狓

∈犘犆
１［０，１］．定理证毕． 

４　多个正解的存在性

首先列出下面两个引理

引理４．１
［８］
　假设犘是Ｂａｎａｃｈ空间犈中的一个锥，Ω是犈 中的一个开集，且犜：犘→犘

是一个全连续算子．如果λ∈（０，１］与狓∈（Ω）∩犘有狓≠λ犜狓，则

犻（犜，Ω∩犘，犘）＝１．

　　引理４．２
［８］
　假设犘是Ｂａｎａｃｈ空间犈中的一个锥，Ω是犈 中的一个开集，且犜：犘→犘

是一个全连续算子．如果狓∈（Ω）∩犘有狓犜狓，则

犻（犜，Ω∩犘，犘）＝０．

　　对狓∈犘犆［０，１］，如果犳（狋，狓）连续的，犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））在［０，１］上可积，其中犌（狋，狊）

是
狌″＝０，

狌（０）＝０，狌（１）｛ ＝１
的格林函数．注意到，如果狓∈犘犆［０，１］是下列方程的一个解

狓（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）狓λ（狊）ｄ狊＋

１－狋
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓（狋１））， （４．１）

则狓（狋）是方程（１．２）的一个解．容易看出方程（４．１）与下列方程等价

狓（狋）－
１－狋
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓（狋１））＝∫
１

０
犌（狋，狊）狓λ（狊）ｄ狊． （４．２）

设

狔（狋）＝

狓（狋），　狋∈ ［０，狋１］；

狓（狋）－
１－狋
１－狋１

犐（狔（狋１）），　狋∈ （狋１，１烅

烄

烆
］，

方程（４．２）就变为

狔（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）（狔（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狔（狋１）））
λｄ狊． （４．３）

　　现在考虑方程（４．３）．对狔∈犆［０，１］，定义
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（犜狔）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）（狔（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狊

犐（狔（狋１）））
λｄ狊，　狋∈ ［０，１］，

犘＝ ｛狓∈犆（［０，１］，犚
＋）狘狓（狋）≥０，狓（狋）≥ ‖狓‖狋（１－狋），　狋∈ ［０，１］｝．

　　引理４．３　假设∫
１

０
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊＜＋∞且犐∈犆（犚，犚

＋）．则犜：犘→犘是一个全连续算

子．

证　对狓∈犘，假设‖犜狓‖＝ｍａｘ｛｜（犜狓）（狋）｜，狋∈［０，１］｝＝｜（犜狓）（狋０）｜．则由于

犌（狋，狊）

犌（狋０，狊）
＝

狋（１－狊）

狊（１－狋０）
≥狋（１－狋），　狋≤狊≤狋０；

狊（１－狋）

狋０（１－狊）
≥狋（１－狋），　狋０ ≤狊≤狋；

狋（１－狊）

狋０（１－狋）
≥狋（１－狋），　狋，狋０ ≤狊；

狊（１－狋）

狊（１－狋０）
≥狋（１－狋），　狋，狋０ ≥狊

烅

烄

烆
，

因此

（犜狓）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）（狔（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狊

犐（狔（狋１）））
λｄ狊

＝∫
１

０

犌（狋，狊）

犌（狋０，狊）
犌（狋０，狊）（狔（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狊

犐（狔（狋１）））
λｄ狊

≥狋（１－狋）∫
１

０
犌（狋０，狊）（狔（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狊

犐（狔（狋１）））
λｄ狊

＝ ‖犜狓‖狋（１－狋），　 狋∈ ［０，１］．

　　故犜（犘）犘．其它证明已证
［８］，在此省略． 

定理４．１　假设条件（３．１）和∫
１

０
狊（１－狊）狆（狊）ｄ狊＜＋∞ 成立．再假设

（ａ）

ｓｕｐ
犮∈（０，＋∞）

犮

∫
１

０
犌（狊，狊）狆（狊）ｄ狊（犮＋

１

１－狋１
犐（犮））λ

＞１； （４．４）

　　（ｂ）犐（狓）∈犆（犚
＋，犚＋）是非减的且

ｌｉｍ
狓→＋∞

犐（狓）λ

狓
＝＋∞．

则方程（１．２）至少有两个正解．

证　首先，由条件（ａ），取犚＞０使得

犚

∫
∞

０
犌（狊，狊）狆（狊）ｄ狊（犚＋

１

１－狋１
犐（犚））λ

＞１． （４．５）

取１＞狋′＞狋１．由条件（ｂ），存在犚１＞ｍａｘ｛犚，１｝使得狓≥犚１

犐λ（狓）≥犖
狓， （４．６）

其中

犖
＞ （∫

狋′

狋
１

犌（
１

２
，狊）狆（狊）（

１－狊
１－狋１

）λｄ狊（１－狋１）狋１）
－１．
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再取０＜狋″＜狋１．因为ｌｉｍ
狋→０

＋

狓λ

狓
＝＋∞，存在犚２＜犚使得狓≤犚２

狓λ ＞狓犖
，

其中

犖
＞ （∫

狋
１

狋″
犌（
１

２
，狊）狆（狊）狊（１－狊）ｄ狊）

－１．

定义

Ω１ ＝ ｛狓∈犆（［０，１］，犚）狘‖狓‖ ＜犚｝，

Ω２ ＝ ｛狓∈犆（［０，１］，犚）狘‖狓‖ ＜
犚１

狋１（１－狋１）
｝

与

Ω３ ＝ ｛狓∈犆（［０，１］，犚）狘‖狓‖ ＜犚２｝．

易见

Ω３ Ω１ Ω２．

　　下面我们考虑Ω１∩犘，Ω２∩犘 和Ω３∩犘的性质．

（１）我们要证明在Ω１∩犘上引理４．１的条件成立。反证法，若存在μ０∈（０，１］与和某

一狓∈Ω１∩犘，使得狓＝μ０犜狓，则狋∈（０，１］

狘狓（狋）狘＝狘∫
１

０
犌（狋，狊）狆（狊）（狓（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓（狋１）））
λｄ狊

≤∫
１

０
犌（狊，狊）狆（狊）ｄ狊（犚＋

１

１－狋１
犐（犚））λ．

因此

犚＝ ｍａｘ
狋∈［０，１］

狘狓（狋）狘≤∫
１

０
犌（狊，狊）狆（狊）ｄ狊（犚＋

１

１－狋１
犐（犚））λ，

这意味着

犚

∫
１

０
犌（狊，狊）狆（狊）ｄ狊（犚＋

１

１－狋１
犐（犚））λ

≤１．

这与（４．５）矛盾。从而由引理４．１，有

犻（犜，犘∩Ω１，犘）＝１． （４．７）

　　（２）我们证明在Ω２∩犘上引理４．２的条件成立，也就是，对狓∈Ω２∩犘，一定有狓

犜狓．反证法，事实上，若存在狓０∈Ω２∩犘，使得狓０≥犜狓０．由锥犘的性质，易知狓０（狋）≥狋

（１－狋）‖狓０‖＝狋（１－狋）
犚１

（１－狋１）狋１
，狋∈［０，１］，这意味着狓０（狋１）≥犚１．由于犜狓０≤狓０，则狋

∈［０，１］，（犜狓０）（狋）≤狓０（狋）．从而

狓（
１

２
）≥ （犜狓）（

１

２
）

＝∫
１

０
犌（
１

２
，狊）狆（狊）（狓（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狊

犐（狓（狋１）））
λｄ狊

≥∫
狋′

狋
１

犌（
１

２
，狊）狆（狊）（

１－狊
１－狋１

犐（狓（狋１）））
λｄ狊

≥∫
狋′

狋
１

犌（
１

２
，狊）狆（狊）（

１－狊
１－狋１

）λｄ狊犐（犚１）
λ
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＝∫
狋′

狋
１

犌（
１

２
，狊）狆（狊）（

１－狊
１－狋１

）λｄ狊犖犚１

＝∫
狋′

狋
１

犌（
１

２
，狊）狆（狊）（

１－狊
１－狋１

）λｄ狊犖狋１（１－狋１）
犚１

狋１（１－狋１）

＞ ‖狓‖．

这是一个矛盾．由引理４．２，可得

犻（犜，Ω２ ∩犘，犘）＝０． （４．８）

　　（３）我们证明在Ω３∩犘上引理４．２的条件成立。反证法，事实上，若存在狓０∈Ω３∩

犘，使得狓０≥犜狓０．从而，狋∈［０，１］，有狓０（狋）≥（犜狓０）（狋）．因此

狓（
１

２
）≥ （犜狓）（

１

２
）

＝∫
１

０
犌（
１

２
，狊）狆（狊）（狓（狊）＋

１－狊
１－狋１∑０＜狋１＜狊

犐（狓（狋１）））
λｄ狊

≥∫
狋
１

狋″
犌（
１

２
，狊）狆（狊）（狓（狊））λｄ狊

＝∫
狋
１

狋″
犌（
１

２
，狊）狆（狊）犖狓（狊）ｄ狊

≥∫
狋
１

狋″
犌（
１

２
，狊）犖狊（１－狊）ｄ狊‖狓‖

＞ ‖狓‖．

这是一个矛盾．由引理４．２，可得

犻（犜，Ω３ ∩犘，犘）＝０． （４．９）

　　据（４．７），（４．８）与（４．９）式，有

犻（犜，（Ω２－珚Ω１）∩犘，犘）＝－１， （４．１０）

犻（犜，（Ω１－珚Ω３）∩犘，犘）＝１． （４．１１）

因此犜有一个不动点狓１∈（Ω１－珚Ω３）∩犘与另一个不动点狓２∈（Ω２－珚Ω１）∩犘，且

狓１ ∈ （（Ω１－珚Ω３）∩犘），狓１ ∈ （（Ω２－珚Ω１）∩犘）．

可见狓１（狋），狓２（狋）是方程（４．３）的两个不同的解．定义

狔１（狋）＝狓１（狋）＋
１－狋
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓１（狋１））

与

狔２（狋）＝狓２（狋）＋
１－狋
１－狋１∑０＜狋１＜狋

犐（狓２（狋１））．

因此狔１（狋）与狔２（狋）是问题（１．２）的两个不同的正解．定理证毕． 
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