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多线性奇异积分算子的加权犔犻狆狊犮犺犻狋狕估计
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摘要：该文讨论了一类多线性积分算子的加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ有界性，通过将多线性积分算子用相应

的分数次积分估计，得到一种简明的证明方法．
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１　引言和主要结果

设Ω是犚
狀 上的零次齐次函数，且Ω∈犔狇（犛

狀－１），其中狇≥
狀
狀－β

，犛狀－１表示犚狀 中的单位球

面，犃表示定义在犚狀 中的函数．

定义多线性积分算子如下

犜犃犳（狓）＝∫犚
狀

Ω（狓－狔）

狘狓－狔狘
狀＋犿－１犚犿（犃；狓，狔）犳（狔）ｄ狔

及相应的极大算子为

犕犃犳（狓）＝ｓｕｐ
狉＞０

１

狉狀＋犿－１∫狘狓－狔狘＜狉狘Ω（狓－狔）犚犿（犃；狓，狔）犳（狔）狘ｄ狔．
犚犿（犃；狓，狔）表示犃（狓）在点狓关于狔的犿 阶Ｔａｙｌｏｒ展开式的余项，即

犚犿（犃；狓，狔）＝犃（狓）－∑
狘γ狘＜犿

１

γ！
犇γ犃（狔）（狓－狔）γ

且犇γ犃（狓）∈Λ
·

β
（｜γ｜＝犿－１）．其中Λ

·

β
表示Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间，即对β＞０，Λ

·

β
表示具有如下范数

的函数构成的集合

‖犳‖Λ
·

β
＝ ｓｕｐ

狓，犺∈犚
狀，犺≠０

狘Δ犺
［β］＋１犳（狓）狘

狘犺狘β
＜ ∞，

其中

Δ
１
犺犳（狓）＝犳（狓＋犺）－犳（狓），Δ

犽＋１
犺 犳（狓）＝Δ

犽
犺犳（狓＋犺）－Δ

犽
犺犳（狓），犽≥１．

　　众所周知，当犇γ犃∈犔
狉（犚狀）（１＜狉≤∞）和犇γ犃∈犅犕犗（犚

狀）时，关于与奇异积分算子

相关联的多线性算子的研究受到广泛的关注，出现很多成果（参见文［１］－［４］，［８］及相关的
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文献）．在１９８２年，Ｃｏｈｅｎ和 Ｇｏｓｓｅｌｉｎ
［１］用旋转的方法，证明了犜犃是在犔狆 有界的．

我们注意到当犿＝１时，犜犃 是由犜 和犃 生成的交换子［犃，犜］犳（狓）＝犃（狓）犜犳（狓）－

犜（犃犳）（狓），这里犜表示奇异积分

犜犳（狓）＝∫犚
狀

Ω（狓－狔）

狘狓－狔狘
狀犳（狔）ｄ狔．

　　１９９５年，ＭＰａｌｕｓｚｙｎｓｋｉ
［２］证明如果犃∈Λ

·

β
（０＜β＜１），Ω∈犆

∞（犛狀－１），且∫犛
狀－１
Ω（θ）ｄθ＝

０，则［犃，犜］是犔狆（犚狀）到犔狇（犚狀）（１＜狆＜
狀

β
，１
狆
－
１

狇
＝β
狀
）有界的．２００３年，陆善镇，伍火熊，

张璞［３］证明了当犇γ犃∈Λ
·

β
（０＜β＜１）时，则犜犃 是（犔

狆，犔狇）有界的．

本文则考虑将文献［１］中的条件犇α犃∈犅犕犗换为犇γ犃∈Λ
·

β
时，多线性奇异积分算子

犜犃 的加权有界性，是文献［３］中上述定理的一种推广，其中犃（狆，狇）权的定义见文献［４］。

我们的主要结果如下

定理１　设０＜β＜１，１＜狆＜
狀

β
，１
狇
＝
１

狆
－β
狀
，Ω 是犚

狀 上的零次齐次函数，且Ω∈

犔狊（犛狀－１）（狊≥
狀
狀－β

），犇γ犃∈Λ
·

β
（｜γ｜＝犿－１）．如果指标集｛β，狆，狇，狊｝满足下面的条件之

一

（ａ）狊′＜狆，狑（狓）
狊′
∈犃（狆／狊′，狇／狊′）；

（ｂ）狊＞狇，狑（狓）
－狊′
∈犃（狇′／狊′，狆′／狊′）；

（ｃ）β／狀＋１／狊＜１／狆＜１／狊′，存在狉满足，１＜狉＜
狊
（狀／β）′

使得狑（狓）狉′∈犃（狆，狇）；则存在

不依赖于犳和犃 的常数犆＞０，使得

‖犜犃犳‖犔
狇（狑狇）≤犆 ∑

狘γ狘＜犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β
‖犳‖犔

狆（狑狆）．

　　定理２　在定理１的条件下，如果指标集｛β，狆，狇，狊｝满足（ａ），（ｂ）和（ｃ）的条件之一，

则存在不依赖于犳和犃 的常数犆＞０，使得

‖犕犃犳‖犔
狇（狑狇）≤犆 ∑

狘γ狘＜犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β
‖犳‖犔

狆（狑狆）．

２　引理和定理的证明

引理１
［４］
　设０＜β＜狀，

１

狇
＝
１

狆
－β
狀
，１＜狆＜

狀

β
，Ω是犚

狀 上的零次齐次函数，且Ω∈

犔狊（犛狀－１）（狊＞１）．如果指标集｛β，狆，狇，狊｝满足下面的条件之一

（ａ）狊′＜狆，狑（狓）
狊′
∈犃（狆／狊′，狇／狊′）；

（ｂ）狊＞狇，狑（狓）
－狊′
∈犃（狇′／狊′，狆′／狊′）；

（ｃ）β／狀＋１／狊＜１／狆＜１／狊′，存在狉满足，１＜狉＜
狊
（狀／β）′

使得狑（狓）狉′∈犃（狆，狇）；则犜Ω，β

是从犔狆（狑狆）到犔狇（狑狇）的有界算子．其中

犜Ω，α犳（狓）＝∫犚
狀

Ω（狓－狔）

狘狓－狔狘
狀－α犳（狔）ｄ狔．

　　引理２
［１］
　设犃（狓）是犚

狀 上的犿 阶可微函数，且犇γ犃∈犔
犾
ｌｏｃ（犚

狀）（｜γ｜＝犿，犾＞狀）．则有

８５３ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２５Ａ



狘犚犿（犃；狓，狔）狘≤犆狘狓－狔狘
犿

∑
狘γ狘＜犿

（ １

狘犙狔狓狘∫犙
狔
狓

狘犇
γ犃（狕）狘

犾ｄ狕）
１
犾，

其中犙狔狓 是以狓为中心５槡狀｜狓－狔｜为直径的方体．

引理３
［２］
　０＜β＜１，１≤狇＜∞，则

‖犳‖Λ
·

β
＝ｓｕｐ

犙

１

狘犙狘
１＋β／狀∫犙

狘犳（狓）－犿犙（犳）狘ｄ狓

≈ｓｕｐ
犙

１

狘犙狘β
／狀
（１
狘犙狘∫犙

狘犳（狓）－犿犙（犳）狘狇ｄ狓）
１
狇．

　　引理４
［５］
　设犙


犙，犵∈Λ

·

β
（０＜β＜１），则

狘犿犙（犵）－犿犙（犵）狘≤犆狘犙狘β
／狀
‖犵‖Λ

·

β
．

　　最近，陆善镇，伍火熊，张璞
［３］研究了多线性算子犜犃，他们得到下面的重要的引理

引理５　设０＜β＜１，Ω是犚
狀 上的零次齐次函数，且犇γ犃∈Λ

·

β
（｜γ｜＝犿－１），则对任意

的狓∈犚
狀，有

狘犜犃犳（狓）狘≤犆 ∑
狘γ狘＝犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β

珡犜Ω，β犳（狓）．

　　这里

珡犜Ω，β犳（狓）＝∫犚
狀

狘Ω（狓－狔）狘
狘狓－狔狘

狀－β
狘犳（狔）狘ｄ狔．

　　证　对任意固定的狓∈犚
狀，取狉＞０，我们有

狘犜犃犳（狓）狘≤ ∑
∞

犽＝－∞∫２犽－１狉≤狘狓－狔狘＜２犽狉
狘Ω（狓－狔）狘
狘狓－狔狘

狀＋犿－１狘犚犿（犃；狓，狔）狘狘犳（狔）狘ｄ狔＝ ∑
∞

犽＝－∞

犐犽．

　　对于每个犐犽，令犙是以狓为中心，狉为直径的方体，犙犽＝２
犽犙．

设

犃犙犽（狔）＝犃（狔）－ ∑
狘γ狘＝犿－１

１

γ！
犿犙犽（犇

γ犃）狔γ，

则犚犿（犃；狓，狔）＝犚犿（犃犙犽；狓，狔）．由引理２得

狘犚犿（犃犙犽；狓，狔）狘≤狘犚犿－１（犃犙犽；狓，狔）狘＋犆 ∑
狘γ狘＝犿－１

狘犇
γ犃犙犽

（狔）狘狘狓－狔狘
犿－１

≤犆狘狓－狔狘
犿－１

∑
狘γ狘＝犿－１

（ １

狘犙狔狓狘∫犙
狔
狓

狘犇
γ犃犙犽

（狕）狘
犾ｄ狕）

１
犾

　＋犆狘狓－狔狘
犿－１

∑
狘γ狘＝犿－１

狘犇
γ犃犙犽

（狔）狘，

其中犙狔狓 是以狓为中心５槡狀｜狓－狔｜为直径的方体．注意到当｜狓－狔｜＜２
犽 时，则犙狔狓２狀犙．再

由引理２和引理３得到

（ １

狘犙狔狓狘∫犙
狔
狓

狘犇
γ犃犙犽

（狕）狘
犾ｄ狕）

１
犾 ＝（

１

狘犙狔狓狘∫犙
狔
狓

狘犇
γ犃（狕）－犿犙狔狓（犇

γ犃）狘
犾ｄ狕）

１
犾

≤（
１

狘犙狔狓狘∫犙
狔
狓

狘犇
γ犃（狕）－犿犙狔狓（犇

γ犃）狘
犾ｄ狕）

１
犾

＋狘犿犙狔狓（犇
γ犃）－犿２狀犙犽（犇

γ犃）狘＋狘犿２狀犙犽（犇
γ犃）－犿犙犽（犇

γ犃）狘

≤犆狘犙犽狘β
／狀
‖犇

γ犃‖Λ
·

β
≤犆（２

犽狉）β‖犇γ犃‖Λ
·

β

和

狘犇
γ犃犙犽

（狔）狘＝狘犇γ犃（狔）－犿犙犽（犇
γ犃）狘≤犆狘犙犽狘β

／狀
‖犇

γ犃‖Λ
·

β
≤犆（２

犽狉）β‖犇γ犃‖Λ
·

β
．
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从而

狘犚犿（犃犙犽；狓，狔）狘≤犆（２
犽狉）β狘狓－狔狘

犿－１

∑
狘γ狘＝犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β．

因此

犐犽≤ ∑
狘γ狘＜犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β∫２犽－１狉≤狘狓－狔狘＜２犽狉
（２犽狉）β

狘狓－狔狘
狀狘Ω（狓－狔）狘狘犳（狔）狘ｄ狔

≤犆 ∑
狘γ狘＜犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β∫２犽－１狉≤狘狓－狔狘＜２犽狉
狘Ω（狓－狔）狘
狘狓－狔狘

狀－β
狘犳（狔）狘ｄ狔，

从而

狘犜犃犳（狓）狘≤犆 ∑
狘γ狘＜犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β

珡犜Ω，β犳（狓）． 

　　下面的引理揭示了算子犜犃 与犕犃 的内在联系．

引理６　在定理１的条件下，则

珡犜犃犳（狓）≥犕犃犳（狓），

其中

珡犜犃犳（狓）＝∫犚
狀

狘Ω（狓－狔）狘
狘狓－狔狘

狀＋犿－１狘犚犿（犃；狓，狔）狘狘犳（狔）狘ｄ狔．

　　定理１的证明

由引理１和引理５可得

‖犜犃犳‖犔
狇（狑狇）≤犆 ∑

狘γ狘＝犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β
‖珡犜Ω，β‖犔

狇（狑狇）

≤犆 ∑
狘γ狘＝犿－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β
‖犳‖犔

狆（狑狆）． 

　　定理２的证明可由引理６和定理１直接推出。

３　进一步的结果

设

犜犃
１
，犃
２
，…，犃犽犳（狓）＝∫犚

狀

狘Ω（狓－狔）狘
狘狓－狔狘

狀＋犕－犽∏
犽

犼＝１

犚犿
犼
（犃犼；狓，狔）犳（狔）ｄ狔；

犕犃
１
，犃
２
，…，犃犽犳（狓）＝ｓｕｐ

狉＞０

１

狉狀＋犕－犽∫狘狓－狔狘＜狉狘Ω（狓－狔）狘∏
犽

犼＝１

狘犚犿
犼
（犃犼；狓，狔）狘狘犳（狔）狘ｄ狔，

其中

犚犿
犼
（犃犼；狓，狔）＝犃犼（狓）－ ∑

狘α狘＜犿犼

１

α！
犇γ犃犼（狔）（狓－狔）

α
　 （犼＝１，２，…，犽），

犕 ＝∑
犽

犼＝１

犿犼．

　　我们可得

定理３　设０＜β＜１，１＜狆＜
狀

β
，１
狇
＝
１

狆
－β
狀
，Ω 是犚

狀 上的零次齐次函数，且Ω∈

犔狊（犛狀－１）狊≥
狀
狀－β

，犇γ犃犼∈Λ
·

β
（｜γ｜＝犿犼－１）．如果指标集｛β，狆，狇，狊｝满足下面的条件之一

（ａ）狊′＜狆，狑（狓）
狊′
∈犃（狆／狊′，狇／狊′）；

（ｂ）狊＞狇，狑（狓）
－狊′
∈犃（狇′／狊′，狆′／狊′）；
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（ｃ）β／狀＋１／狊＜１／狆＜１／狊′，存在狉满足，１＜狉＜
狊
（狀／β）′

使得狑（狓）狉′∈犃（狆，狇）；则存在

不依赖于犳和犃 的常数犆＞０，使得

‖犜犃
１
，…，犃犽犳‖犔

狇（狑狇）≤犆∏
犽

犼＝１

（∑
狘γ狘＝犿

犼－１

‖犇
γ犃犼‖Λ

·

β
）‖犳‖犔

狆（狑狆）．

　　定理４　在定理３的条件下，如果指标集｛β，狆，狇，狊｝满足（ａ），（ｂ）和（ｃ）的条件之一，

则存在不依赖于犳、犃 和犃犼的常数犆＞０，使得

‖犕犃
１
，犃
２
，…，犃犽犳‖犔

狇（狑狇）≤∏
犽

犼＝１

（∑
狘γ狘＝犿

犼－１

‖犇
γ犃‖Λ

·

β
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　　注　我们可以类似定理１的证明得出定理３和定理４的证明，这里省略．
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