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摘要：该文研究单位圆盘上加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间的等价范数。作者首先推广文献［３］中的结

果，给出了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的狆Ｇａｒｓｉａ模刻画，然后用高阶导数刻画了加权解析Ｌｉｐｓ

ｃｈｉｔｚ函数，并给出了它的ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度特征。最后，还得到了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数

类似于ＢＭＯ指数衰减的ＪｏｈｎＮｉｒｅｎｂｅｒｇ定理。
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１　引言

单位圆盘上解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数空间的研究，从 Ｈａｒｄｙ和Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ的研究算起已有

近八十年的历史。人们从不同角度研究了解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间的结构性质以及它和一些经

典函数空间的关系，得到了解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数其导数的平均增长以及趋于边界的光滑性，

如ＨａｒｄｙＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄ定理和Ｚｙｇｍｕｎｄ定理等。特别是，人们发现解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数空间

可以用来描述小指标的Ｈａｒｄｙ空间的对偶空间。详细情况参见文献［２］。

近二十年来，人们进一步研究了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间，如文献［１］、［３］和［８］等。为

了研究加权Ｂｅｒｇｍａｎ空间，Ｂｌａｓｃｏ
［１］研究了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间中的函数趋于边界的光

滑性并由此给出了加权Ｂｅｒｇｍａｎ空间的对偶空间可以用加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间刻画的结

论。他还进一步将这个结论推广到向量值情形。１９９７年Ｄｙａｋｏｎｏｖ
［３］给出了加权解析Ｌｉｐ

ｓｃｈｉｔｚ空间两个非常重要的刻画。一个是用Ｇａｒｓｉａ模给出加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间的一个

等价范数；另一个是用函数绝对值刻画加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间，这是一个非常深刻的结论。

这个结论的一个简化证明由Ｐａｖｌｏｖｉｃ
［８］给出．

在本文中，我们主要研究单位圆盘上加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间的等价范数。我们的研究

基于Ｂｌａｓｃｏ
［１］和Ｄｙａｋｏｎｏｖ

［３］的工作。我们首先推广Ｄｙａｋｏｎｏｖ的结果，给出了加权解析

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的狆Ｇａｒｓｉａ模刻画（见定理４．１）。Ｄｙａｋｏｎｏｖ的结论是狆＝２的情形，我们把
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它推广到１≤狆＜∞的情形。接下来，我们研究了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的高阶导数刻画

问题。在解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间情形，这方面的结论可以追述到 Ｈａｒｄｙ和Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ的工

作［２］。我们将这个结论推广到加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数情形（见定理４．２）。我们还进一步给

出了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度特征（见定理４．３）。加权解析Ｌｉｐｓ

ｃｈｉｔｚ函数的ｐＧａｒｓｉａ模特征表明，加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间应当有与ＢＭＯ空间类似的某种

性质。情况确实如此，我们证明了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数类似于ＢＭＯ指数衰减的Ｊｏｈｎ

Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ定理（见定理４．４）。

由于一般的权没有齐次性，我们通常要用不同于解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间的方法来证明加

权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间上的相应结果。其中，我们主要充分使用了由Ｂｌａｓｃｏ和Ｄｙａｋｏｎｏｖ等

人发展起来的逐点估计技巧。

２　记号和预备知识

我们用犆表示复平面，犇＝
ｄｅｆ

｛狕∈犆：｜狕｜＜１｝表示单位圆盘，犜＝
ｄｅｆ

｛狕∈犆：｜狕｜＝１｝为其边界

一单位圆周；记珡犇＝
ｄｅｆ

犇∪犜，用犱犿 表示犇 上的欧氏面积测度；对犇 中的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可测集

犓，记｜犓｜＝犿（犓），则｜犇｜＝π；犱σ表示犜 上规范的弧长测度，即σ（犜）＝１。另外，未加说明

的术语见文献［２］、［４］、［９］和［１０］等。

犇上的解析函数的全体记为犎（犇）。对于犳∈犎（犇），狕∈犇，其狀阶导数记为犳
（狀）（狕）。

用犃（犇）代表在犇内解析且在珡犇 上连续的函数全体。

设犪∈犇，Ｍ̈ｏｂｉｕｓ变换φ犪：犇→犇定义为

φ犪（狕）＝
ｄｅｆ犪－狕
１－珔犪狕

，　狕∈犇．

定义

犵（狕，犪）＝
ｄｅｆ

ｌｏｇ
１－珔犪狕
犪－狕

＝ｌｏｇ
１

狘φ犪（狕）狘

为以犪为对数奇点的Ｇｒｅｅｎ函数。

由定义可得

φ犪φ犪（狕）＝狕，　φ
－１
犪 （狕）＝φ犪（狕），　狕∈犇．

固定犪∈犇，０＜狉＜１，用犇（犪，狉）表示以犪为伪双曲中心，狉为伪双曲半径的伪双曲圆盘，即

犇（犪，狉）＝
ｄｅｆ

｛狕∈犇：｜φ犪（狕）｜＜狉｝。事实上，伪双曲圆盘也是欧氏圆盘，它的欧氏圆心和半径分

别是 １－狉２

１－狉２｜犪｜
２犪和

１－｜犪｜
２

１－狉２｜犪｜
２狉，因此｜犇（犪，狉）｜＝π狉

２
（１－｜犪｜

２）２

（１－｜犪｜
２狉２）２

。

对狕∈犇，ζ∈犜

犘狕（ζ）＝
ｄｅｆ１－狘狕狘

２

狘ζ－狕狘
２

为Ｐｏｓｓｉｏｎ核；由Ｐｏｓｓｉｏｎ核诱导的调和测度为犱μ狕＝
ｄｅｆ

犘狕犱σ．对于一个函数犳∈犆（犜），它的

Ｐｏｓｓｉｏｎ积分定义如下

犘［犳］（狕）＝
ｄｅｆ

∫犜
犳（ζ）ｄμ狕（ζ），　狕∈犇．
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　　定理犃
［９，定理３．２．２］

　若犳∈犃（犇），则犳（狕）＝犘［犳］（狕），狕∈犇。

此定理说明了Ｐｏｓｓｉｏｎ核具有再生性。

设犳∈犔（犜），犐犜，犳犐＝
ｄｅｆ １

狘犐狘∫犐犳ｄσ，我们称犳犐 为犳在犐上的平均值。对狋∈犜，δ＞０，

犐（狋，δ）＝
ｄｅｆ

｛τ∈犜：｜τ－狋｜＜δ
２｝，这里狋称为是犐（狋，δ）的中心。注意，每个弧犐犜都可唯一地

表示成这种形式。当δ＞槡２时，犐（狋，δ）＝犜，而且｜犐（狋，δ）｜只依赖于δ。

定理犅
［９，命题５．１．４］

　对犐（狋，δ）犜，比率犐（狋，δ）／δ
２关于δ单调递增，且

１

π
≤
犐（狋，δ）

δ
２ ≤

１

２
，　δ∈ （０，槡２］．

　　定义２．１
［１］，［３］

　设狑：［０，２］→犚连续且狑（０）＝０，如果狑（狋）满足条件：对狋＞０，狑（狋）单

调上升，狑（狋）／狋单调下降，则称狑（狋）是权函数；如果狑（狋）还满足条件：存在常数犮（狑）＞０，

使得

∫
δ

０

狑（狋）

狋
ｄ狋＋δ∫

２

δ

狑（狋）

狋２
ｄ狋≤犮（狑）狑（δ）

成立，其中０＜δ＜２，则称狑（狋）是正则权函数。

若狑（狋）是权函数，由定义并经过简单计算有

（１）狑（狋）≥０；

（２）狑（犮狋）≤犮狑（狋），犮≥１及狑（犮狋）≥犮狑（狋），犮≤１．

常见的正则权函数是狑（狋）＝狋α（１－ｌｏｇ狋）β，其中α（１－ｌｏｇ２）＞β≥０且α＜１。

定义２．２
［１］，［３］

　设狑是权函数，犳：珡犇→犆，若

‖犳‖Λ狑
（珡犇）＝

ｄｅｆ

ｓｕｐ
狘犳（狕１）－犳（狕２）狘
狑（狘狕１－狕２狘）

：狕１，狕２ ∈珡犇，狕１ ≠狕２ ＜ ∞｛ ｝，
则称犳为珡犇 上的加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数。若将彼此相差仅为常数的函数视为同一元素，则全

体加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数赋以范数‖·‖Λ狑
（珡犇）构成Ｂａｎａｃｈ空间，记作Λ狑（珡犇）。相应的

犃狑 ＝
ｄｅｆ

犃∩犃狑（珡犇）。

　　在文献［３］中Ｄｙａｋｏｎｏｖ证明了犃狑 与犃∩Λ狑（犜）是一致的。当狑（狋）＝狋
α（０＜α＜１）时，

犃狑（珡犇）空间即为我们熟知的解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间犃α。

定理犆
［３，引理６和定理１］

　设狑是正则权函数，犳∈犃（犇），则

‖犳‖Λ狑
（珡犇）≈ ‖犳‖Λ狑

（犜）≈ｓｕｐ
狕∈犇

１－狘狕狘
狑（１－狘狕狘）

狘犳′（狕）狘．

　　定义２．３
［１１］，［１２］

　设μ是犇 上的Ｂｏｒｅｌ测度，若对任意狉（０＜狉＜１）

ｓｕｐ
犪∈犇

μ（犇（犪，狉））

狘犇（犪，狉）狘
＜ ∞，

则称μ为ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度。

关于ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度有如下刻画

定理犇
［１１，引理２．１］

　犇上Ｂｏｒｅｌ测度μ是ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度的充分必要条件为

ｓｕｐ
犪∈犇∫犇

狘φ犪′（狕）狘
２ｄμ（狕）＜ ∞，

这里φ犪（狕）是犇上的 Ｍ̈ｏｂｉｕｓ变换。

注　在本文中出现的犮，犮（狑）都代表常值，且在不同地方可以取不同的值。我们约定，
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对两个非负量犡和犢，犡≈犢 表示存在一个常数犮＞０，使得犮
－１犡≤犢≤犮犡 成立。另外，记珘狕

＝
狕

｜狕｜
，狕∈犆＼｛０｝，特别地，当狕＝０时，记珘狕＝１。

３　一些引理

在这一节中，作为准备工作，我们要证明几个引理。

引理３．１
［３，引理２］

　设狑是一个正则权函数，狕∈犇，则

∫犜
狑（狘ζ－珘狕狘）ｄμ狕（ζ）≤犮（狑）狑（１－狘狕狘）．

　　引理３．２
［３，引理３］

　设狑是一个正则权函数。若犳∈Λ狑（犜），狕∈犇，则

狘犘［犳］（狕）－犳（珘狕）狘≤犮（狑）‖犳‖Λ狑
（犜）狑（１－狘狕狘）．

　　引理３．３
［３，引理４］

　设狑是一个正则权函数。若犳∈Λ狑（犜），则

犘［犳］∈Λ狑（珡犇）且 ‖犘［犳］‖Λ狑
（珡犇）≤犮（狑）‖犳‖Λ狑

（犜）．

进一步，若犳∈犃（犇），则

‖犳‖Λ狑
（珡犇）≤犮（狑）‖犳‖Λ狑

（犜）．

　　引理３．４　设狑是一个权函数，犳∈犃狑，１≤狆＜∞。考虑下面两个量

犕０（犳）＝
ｄｅｆ

ｓｕｐ
狕∈犇

１－狘狕狘
狑（１－狘狕狘）

狘犳′（狕）狘，

犕狆（犳）＝
ｄｅｆ

ｓｕｐ
狕∈犇

１

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘

狆ｄμ狕（ζ（ ））
１
狆

，

则下面两个结论成立

（ａ）犕０（犳）≤犕狆（犳）；

（ｂ）若狑和狑狆 都是正则权函数，则

犕狆（犳）≤犮（狑）‖犳‖Λ狑
（犜）．

　　 证　（ａ）固定狕∈犇，由Ｃａｕｃｈｙ积分公式和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式得

１－狘狕狘
狑（１－狘狕狘）

狘犳′（狕）狘＝
１

狑（１－狘狕狘）
１

２πｉ∫犜

（犳（ζ）－犳（狕））
１－狘狕狘
（ζ－狕）

２ｄζ

≤
１

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘ｄμ狕（ζ）

≤
１

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘

狆ｄμ狕（ζ（ ））
１
狆

．

两边取上确界即得犕０（犳）≤犕狆（犳）。

（ｂ）注意到狑狆 是正则的，故引理３．１和引理３．２对狑狆 亦成立。固定ζ∈犜，狕∈犇，又

由于

（狓＋狔）狆 ≤２
狆－１（狓狆＋狔狆），　１＜狆＜ ∞，

这里狓和狔都大于零。故

狘犳（ζ）－犳（狕）狘
狆
≤ （狘犳（ζ）－犳（珘狕）狘＋狘犳（珘狕）－犳（狕）狘）

狆

≤２
狆－１（狘犳（ζ）－犳（珘狕）狘

狆＋狘犳（珘狕）－犳（狕）狘狆）

≤２
狆－１（‖犳‖

狆

Λ狑
（犜）狑

狆（狘ζ－珘狕狘）＋犮（狑）
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‖犳‖
狆

Λ狑
（犜）狑

狆（１－狘狕狘））

≤犮（狑）‖犳‖
狆

Λ狑
（犜）（狑狆（狘ζ－珘狕狘）＋狑

狆（１－狘狕狘））．

对上不等式的两边在犜上进行关于ｄμ狕（ζ）的积分，由引理３．１（狑
狆 代替狑）得

∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘

狆ｄμ狕（ζ）≤犮（狑）‖犳‖
狆

Λ狑
（犜）∫犜

狑狆（狘ζ－珘狕狘）ｄμ狕（ζ）＋狑
狆（１－狘狕狘（ ））

≤犮（狑）‖犳‖
狆

Λ狑
（犜）狑

狆（１－狘狕狘）．

故

１

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘

狆ｄμ狕（ζ（ ））
１
狆

≤犮（狑）‖犳‖Λ狑
（犜）．

再对上不等式的两边取上确界得

犕狆（犳）≤犮（狑）‖犳‖Λ狑
（犜）． 

　　注　狆＝１和狆＝２的情形已由Ｄｙａｋｏｎｏｖ证明
［３］。

引理３．５
［５，引理２．１］

　设０＜狉＜１，则对狕∈犇（犪，狉），有

１－狉
１＋狉

＜
１－狘狕狘

２

１－狘犪狘
２ ＜

１＋狉
１－狉

．

　　引理３．６　设狑（狋）＝狋α，０＜α＜１。令犳（狕）＝狕，狕∈珡犇，则犳∈犃α。但是，当
１

狆
＜α＜１时

ｓｕｐ
狕∈犇

１
（１－狘狕狘）α∫犜

狘犳（ζ）－犳（狕）狘
狆ｄμ狕（ζ（ ））

１
狆

＝ ∞．

　　 证　由定义直接计算得犳∈犃α。下面通过对狆值的分段讨论来证明，当
１

狆
＜α＜１时

ｓｕｐ
狕∈犇

１
（１－狘狕狘）α∫犜

狘犳（ζ）－犳（狕）狘
狆ｄμ狕（ζ（ ））

１
狆

＝ ∞．

当１＜狆≤２时，则

１
（１－狘狕狘）α∫犜

狘犳（ζ）－犳（狕）狘
狆ｄμ狕（ζ（ ））

１
狆

＝（１＋狘狕狘）
１
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α∫犜

狘ζ－狕狘
狆－２ｄσ（ζ（ ））

１
狆

≥（１＋狘狕狘）
１
狆＋１－

２
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α

＝（１＋狘狕狘）
１－
１
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α → ∞ ，　狘狕狘→１

－．

当２＜狆＜∞时，则

１
（１－狘狕狘）α∫犜

狘犳（ζ）－犳（狕）狘
狆ｄμ狕（ζ（ ））

１
狆

＝（１＋狘狕狘）
１
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α∫犜

狘ζ－狕狘
狆－２ｄσ（ζ（ ））

１
狆

≥（１＋狘狕狘）
１
狆－

２
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α∫犜

狘ζ－狕狘
狆ｄσ（ζ（ ））

１
狆

≥（１＋狘狕狘）
－
１
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α∫犜

（ζ－狕）ｄσ（ζ）

＝（１＋狘狕狘）－
１
狆（１－狘狕狘）

１
狆－α狘狕狘→ ∞，　狘狕狘→１

－．

综上所述得
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ｓｕｐ
狕∈犇

１
（１－狘狕狘）α∫犜

狘犳（ζ）－犳（狕）狘
狆ｄμ狕（ζ（ ））

１
狆

＝ ∞． 

　　注　狆＝２的情形在文献［３］中给出。注意，当
１

狆
＜α＜１时，狑狆＝狋狆α不是正则权函数。

引理３．７　设狑是一个正则权函数，则存在一个绝对常数犮＞０，使得

ｓｕｐ
犐

１

狘犐狘∫犐ｅｘｐ
狘犳－犳犐狘

狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑
（犜｛ ｝） ｄσ≤犮．

　　证　ζ∈犐，由犐表示的唯一性，我们不妨设犐＝犐（ζ０，δ），则

狘ζ－η狘＜狘ζ－ζ０狘＋狘η－ζ０狘＜２δ
２
≤２π狘犐狘，　η∈犐．

从而

狘犳（ζ）－犳犐狘＝ 犳（ζ）－
１

狘犐狘∫犐犳（η）ｄσ（η）

≤
１

狘犐狘∫犐狘犳（ζ）－犳（η）狘ｄσ（η）

≤ ‖犳‖Λ狑
（犜）狑（狘ζ－η狘）

≤２π‖犳‖Λ狑
（犜）狑（狘犐狘）．

故

１

狘犐狘∫犐ｅｘｐ
狘犳－犳犐狘

狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑
（犜｛ ｝） ｄσ≤ １

狘犐狘∫犐ｅｘｐ（２π）ｄσ＝ｅｘｐ（２π）＝犮，
两边取上确界即得

ｓｕｐ
犐

１

狘犐狘∫犐ｅｘｐ
狘犳－犳犐狘

狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑
（犜｛ ｝） ｄσ≤犮． 

４　主要结果

下面，我们给出本文的主要结论及其证明。

定理４．１　若狑和狑狆（１≤狆＜∞）都是正则权函数，则对任意犳∈犃狑

‖犳‖Λ狑
（珡犇）≈ｓｕｐ

狕∈犇

１

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘

狆ｄμ狕（ζ（ ））
１
狆

．

　　证　在定理的假设下，由定理Ｃ、引理３．３和引理３．４得

‖犳‖Λ狑
（珡犇）≈ ‖犳‖Λ狑

（犜）≈ｓｕｐ
狕∈犇

１

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘

狆ｄμ狕（ζ（ ））
１
狆

． 

　　注　由引理３．６可知，定理４．１中要求狑狆 为正则权函数的条件是不能去掉的。

下面，我们给出犃狑 的高阶导数刻画。

定理４．２　设狑是一个正则权函数，狀≥２是整数，则犳∈犃狑 的充分必要条件是

ｓｕｐ
狕∈犇

（１－狘狕狘）
狀

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀）（狕）狘＜ ∞．

　　证　由Ｃａｕｃｈｙ积分公式和引理３．４知，对狕∈犇有

（１－狘狕狘）
狀

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀）（狕）狘＝
（１－狘狕狘）

狀

狑（１－狘狕狘）
狀！

２πｉ∫犜

犳（ζ）－犳（狕）
（ζ－狕）

狀＋１ ｄζ

≤
狀！

狑（１－狘狕狘）∫犜

狘犳（ζ）－犳（狕）狘（１－狘狕狘
２）

狘ζ－狕狘
２ ｄσ（ζ）
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＝
狀！

狑（１－狘狕狘）∫犜
狘犳（ζ）－犳（狕）狘ｄμ狕（ζ）

≤犮（狑）‖犳‖Λ狑
（犜）．

再对上不等式两边取上确界，从而有

ｓｕｐ
狕∈犇

（１－狘狕狘）
狀

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀）（狕）狘≤犮（狑）‖犳‖Λ狑
（犜）＜ ∞．

　　另一方面，令犓狀＝ｓｕｐ
狕∈犇

（１－｜狕｜）
狀

狑（１－｜狕｜）
｜犳

（狀）（狕）｜＜∞。因为

犳
（狀－１）（狕）－犳

（狀－１）（０）＝狕∫
１

０
犳
（狀）（狋狕）ｄ狋，

故

狘犳
（狀－１）（狕）狘≤狘犳

（狀－１）（０）狘＋狘狕狘∫
１

０
狘犳

（狀）（狋狕）狘ｄ狋

≤狘犳
（狀－１）（０）狘＋犓狀狘狕狘∫

１

０

狑（１－狘狋狕狘）
（１－狘狋狕狘）

狀ｄ狋

＝狘犳
（狀－１）（０）狘＋犓狀∫

１

１－狘狕狘

狑（狋）

狋狀
ｄ狋．

　　下面我们就对狀分情况讨论。

当狀＝２时，由上得

狘犳′（狕）狘≤狘犳′（０）狘＋犓狀∫
１

１－狘狕狘

狑（狋）

狋２
ｄ狋

≤狘犳′（０）狘＋犓狀∫
２

１－狘狕狘

狑（狋）

狋２
ｄ狋

≤狘犳′（０）狘＋犮（狑）
狑（１－狘狕狘）

１－狘狕狘
，

这里用到了正则权函数的定义。故

１－狘狕狘
狑（１－狘狕狘）

狘犳′（狕）狘≤
１－狘狕狘
狑（１－狘狕狘）

狘犳′（０）狘＋犮（狑）≤
１

狑（１）
狘犳′（０）狘＋犮（狑）＜ ∞．

从而两边取上确界并由定理Ｃ就得犳∈犃狑。

当狀≥３时

狘犳
（狀－１）（０）狘≤狘犳

（狀－１）（０）狘＋犓狀∫
１

１－狘狕狘

狑（狋）

狋狀
ｄ狋

≤狘犳
（狀－１）（０）狘＋犓狀

狑（１－狘狕狘）

１－狘狕狘∫
１

１－狘狕狘

１

狋狀－１
ｄ狋

≤狘犳
（狀－１）（０）狘＋犓狀

狑（１－狘狕狘）

１－狘狕狘

１

狀－２

１
（１－狘狕狘）

狀－２－（ ）１

＝狘犳
（狀－１）（０）狘＋

犓狀
狀－２

·狑
（１－狘狕狘）

（１－狘狕狘）
狀－１－

犓狀
狀－２

·狑
（１－狘狕狘）

１－狘狕狘
．

从而有

（１－狘狕狘）
狀－１

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀－１）（狕）狘≤
（１－狘狕狘）

狀－１

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀－１）（０）狘＋
犓狀
狀－２

－
犓狀
狀－２

（１－狘狕狘）
狀－２

≤
１

狑（１）
狘犳

（狀－１）（０）狘＋
犓狀
狀－２

＜ ∞．
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故

ｓｕｐ
狕∈犇

（１－狘狕狘）
狀－１

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀－１）（狕）狘＜ ∞．

再从上式出发重复上述过程狀－２次，最终可得

ｓｕｐ
狕∈犇

１－狘狕狘
狑（１－狘狕狘）

狘犳′（狕）狘＜ ∞，

再由定理Ｃ得犳∈犃狑。 

注　ＫＺｈｕ
［１３］给出了单位圆盘上解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的高阶导数刻画，ＢＬｉ和ＣＯｕｙ

ａｎｇ
［７］将这个结论推广到复球上。我们这里的结论是关于加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的，这个

结论可望推广到复球上。需要指出的是，加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间可以用来描述加权Ｂｅｒｇ

ｍａｎ空间的对偶空间。所以，我们上面得到的结论可以看作是加权Ｂｅｒｇｍａｎ空间的对偶空

间的高阶导数刻画。

定理４．３　设犳∈犃狑，狀≥１。若狑是一个正则权函数，则下列命题等价

（ａ）‖犳‖Λ狑
（珡犇）＜∞；

（ｂ）ｄμ犳（狕）＝
ｄｅｆ（１－｜狕｜）

狀

狑（１－｜狕｜）
｜犳

（狀）（狕）｜ｄ犿（狕）是一个ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度。

证　由定理４．２和定理Ｃ知，条件（ａ）与ｓｕｐ
狕∈犇

（１－｜狕｜）
狀

狑（１－｜狕｜）
｜犳

（狀）（狕）｜＜∞是等价的。故只

需证（ｂ）与ｓｕｐ
狕∈犇

（１－｜狕｜）
狀

狑（１－｜狕｜）
｜犳

（狀）（狕）｜＜∞的等价性。

若犓狀＝ｓｕｐ
狕∈犇

（１－｜狕｜）
狀

狑（１－｜狕｜）
｜犳

（狀）（狕）｜＜∞，则

ｓｕｐ
犪∈犇∫犇

狘φ′（狕）狘
２ｄμ犳（狕）＝ｓｕｐ

犪∈犇∫犇

（１－狘狕狘）
狀

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀）（狕）狘狘φ′（狕）狘
２ｄ犿（狕）

≤犓狀ｓｕｐ
犪∈犇∫犇

狘φ′（狕）狘
２ｄ犿（狕）＝犓狀π＜ ∞．

故由定理Ｄ得，ｄμ犳（狕）是一个ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度。

反之，假设ｄμ犳（狕）是ＢｅｒｇｍａｎＣａｒｌｅｓｏｎ测度，则还是由定理Ｄ知

ｓｕｐ
犪∈犇∫犇

狘φ′（狕）狘
２ｄμ犳（狕）＜ ∞．

取定狉（０＜狉＜１），由次调和性得

狘犵（０）狘≤
１

π狉
２∫犇（０，狉）

狘犵（ξ）狘ｄ犿（ξ），犵∈犎（犇）．

令犵＝犳
（狀）
φ犪，则

狘犳
（狀）（犪）狘≤

１

π狉
２∫犇（０，狉）

狘犳
（狀）（φ犪（狕））狘ｄ犿（狕）

＝
１

π狉
２∫犇（犪，狉）

狘犳
（狀）（狕）狘狘φ犪′（狕）狘

２ｄ犿（狕）

≤
１

π狉
２∫犇
狘犳

（狀）（狕）狘狘φ犪′（狕）狘
２ｄ犿（狕）．

又对狕∈犇 （犪，狉），由引理３．５我们有

１－狉
１＋狉

≤
１－狘狕狘

２

１－狘犪狘
２ ≤

１＋狉
１－狉

，
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从而

１－狉
２（１＋狉）

≤
１－狘犪狘
１－狘狕狘

≤
２（１＋狉）

１－狉
．

故

（１－狘犪狘）
狀

狑（１－狘犪狘）
狘犳

（狀）（犪）狘≤
１

π狉
２∫犇

（１－狘犪狘）
狀

狑（１－狘犪狘）
狘犳

（狀）（狕）狘狘φ犪′（狕）狘
２ｄ犿（狕）

≤
１

π狉
２
［２
（１＋狉）

１－狉
］狀＋１∫犇

（１－狘狕狘）
狀

狑（１－狘狕狘）
狘犳

（狀）（狕）狘狘φ犪′（狕）狘
２ｄ犿（狕）

＝
２狀＋１（１＋狉）

狀＋１

π狉
２（１－狉）

狀＋１∫犇
狘φ犪′（狕）狘

２ｄμ犳（狕）＜ ∞，

（第二个不等号用到了权函数的定义）。从而两边取上确界即得

ｓｕｐ
犪∈犇

（１－狘犪狘）
狀

狑（１－狘犪狘）
狘犳

（狀）（犪）狘＜ ∞． 

　　在本节的最后，我们给出犃狑 类似于ＢＭＯ空间指数衰减的ＪｏｈｎＮｉｒｅｎｂｅｒｇ定理。

定理４．４　若狑和狑狆（１＜狆＜∞）都是正则权函数，则存在常数犮（狑）＞０使得，对任何

犳∈犃狑，弧段犐犜及狋＞０，有

σ｛ｅ
ｉθ
∈犐：狘犳（ｅ

ｉθ）－犳犐狘≥狋｝≤犮（狑）狘犐狘ｅｘｐ －
犮（狑）狋

狑（狘犐狘）犕狆（犳｛ ｝）．
这里犕狆（犳）见引理３．４中的定义。

证　对任意弧段犐犜及狋＞０，由引理３．４和引理３．７得

　σ｛ｅ
ｉθ
∈犐：狘犳－犳犐狘≥狋｝

＝∫｛ｅ
ｉθ
∈犐：狘犳－犳犐狘≥狋

｝
１·ｄσ

≤∫｛ｅ
ｉθ
∈犐：狘犳－犳犐狘≥狋

｝
ｅｘｐ －

狋
狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑

（犜｛ ｝） ·ｅｘｐ 狘犳－犳犐狘
狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑

（犜｛ ｝） ｄσ

≤ｅｘｐ －
狋

狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑
（犜｛ ｝） 狘犐狘· １

狘犐狘∫犐ｅｘｐ
狘犳－犳犐狘

狑（狘犐狘）‖犳‖Λ狑
（犜｛ ｝） ｄσ

≤犮（狑）狘犐狘ｅｘｐ －
犮（狑）狋

狑（狘犐狘）犕狆（犳｛ ｝）． 

　　注　定理４．４给出了加权解析Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数局部振动的特性。事实上，上述结论可以

改写为

１

狘犐狘
σ｛ｅ

ｉθ
∈犐：狘犳（ｅ

ｉθ）－犳犐狘≥狋｝≤犮（狑）ｅｘｐ －
犮（狑）狋

狑（狘犐狘）犕狆（犳｛ ｝）．
此时，不等式左边是犳在犐上远离均值的平均偏离程度，而右边是一种指数衰减。
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