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脉冲摄动微分系统的有界性
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摘要：通过利用变分犔狔犪狆狌狀狅狏函数方法，该文主要研究了脉冲摄动微分系统关于两个测度的

有界性．与以前结果相比，不难发现变分犔狔犪狆狌狀狅狏函数方法是犔狔犪狆狌狀狅狏函数方法的推广．
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１　引言

众所周知，脉冲摄动微分系统具有非常强的应用背景，一直以来都受到人们的广泛关

注．在研究脉冲摄动微分系统的稳定性质时，人们主要利用李雅普诺夫函数和参数变分公

式这两种方法．最近几年，文［１］将这两种研究摄动微分系统的重要方法结合起来，得到了

一种新的方法－变分李雅普诺夫函数方法，它既保留了两种方法的优点，又克服了它们所

存在的一些缺点．利用这种方法，作者得到了一些好的结果．另外，自然界中的许多现象

可以用脉冲微分系统加以描述，因此脉冲微分系统的定性研究受到了高度重视，并取得了

长足的进展（如文［２］）．但到目前为止，利用变分李雅普诺夫函数方法仅限于对无脉冲作

用的摄动微分系统进行研究，而对于脉冲摄动微分系统这方面的研究所见不多．本文研究

了固定时刻带脉冲的摄动系统的有界性，通过引入一新的稳定性定义，即（犺０，珘犺１）稳定性，

我们获得了一些判定脉冲摄动微分系统关于两个测度有界性的比较结果．为方便起见，我

们首先给出了相关的概念和函数集合．第三部分我们介绍了脉冲摄动微分系统的变分李雅

普诺夫函数方法的思想，第四部分我们利用变分李雅普诺夫函数方法建立了一个新的比较

定理，第五部分通过一个比较定理，我们获得了一些判定脉冲摄动微分系统关于两个测度

有界性的准则．最后通过一个例子说明了定理的应用．

２　预备知识

本文主要研究如下脉冲微分系统

（Ⅰ）

狔′＝犉（狋，狔），狋≠τ犽，

Δ狔＝犐犽（狔），狋＝τ犽，

狔（狋
＋
０）＝狓０，犽＝１，２

烅

烄

烆 ，…，

　　（Ⅱ）

狓′＝犳（狋，狓），狋≠τ犽，

Δ狓＝犺犽（狓），狋＝τ犽，

狓（狋＋０）＝狓０，犽＝１，２
烅

烄

烆 ，…，


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其中犳（狋，狓）＝犉（狋，狓）＋犚（狋，狓），犺犽（狓）＝犐犽（狓）＋犙犽（狓），犚（狋，狓）与犙犽（狓）均为摄动项，

犉，犳，犐犽，犺犽满足一定的条件以保证系统 （Ⅰ），（Ⅱ）的解整体存在唯一，并且对所有的犽，

当狋∈（τ犽，τ犽＋１］时，系统 （Ⅰ），（Ⅱ）的解关于初值具有连续依赖性．同时脉冲时刻满足：

０＜τ１＜τ２＜…＜τ犽＜… 且当犽→∞时，τ犽→∞．设狔（狋）＝狔（狋；狋０，狓０）及狓（狋）＝狓（狋；狋０，

狓０）分别为系统 （Ⅰ），（Ⅱ）的任意解．

进一步我们假定如下条件

（Ａ１）犉：犚＋×犚
狀
→犚

狀，对所有的犽，犉在 （τ犽－１，τ犽］×犚
狀上连续，并且在其上具有连续

偏导数犉

狓
；

（Ａ２）对每一个狓∈犚
狀，犽＝１，２，…，当（狋，狔）→（τ

＋
犽 ，狓）时，犉，

犉

狓
具有有限极限；

（Ａ３）犐犽：犚
狀
→犚

狀连续可微；

（Ａ４）犳：犚＋×犚
狀
→犚

狀在 （τ犽，τ犽＋１］×犚
狀上连续，且对每一个狓∈犚

狀，犽＝１，２，…，有

ｌｉｍ
（狋，狔）→（τ

＋
犽
，狓）
犳（狋，狔）＝犳（τ

＋
犽 ，狓）；

（Ａ５）对每一个狓∈犚
狀，犽＝１，２，…，有 ｌｉｍ

（狋，狔）→（τ
＋
犽
，狓）

犉（狋，狔）＝犉（τ
＋
犽 ，狓）；

（Ａ６）犺犽：犚
狀
→犚

狀连续．

对于 （狋，狓）∈（τ犽－１，τ犽］×犚
狀，犽＝１，２，…，我们引入变分李雅普诺夫函数犞（狊，狔（狋，狊，

狓（狊）））及其Ｄｉｎｉ导数，

犇＋犞（狋，狊，狓）

≡犇
＋犞（狊，狔（狋，狊，狓））

≡ｌｉｍ
犺→０

＋
ｓｕｐ

１

犺
［犞（狊＋犺，狔（狋，狊＋犺，狓＋犺犳（狊，狓）））－犞（狊，狔（狋，狊，狓））］， （２．１）

其中狔（狋；狊，狓）是系统 （Ⅰ）的满足狔（狊；狊，狓）＝狓的任意解．

定义２．１　设犞：犚＋×犚
狀
→犚＋，若犞 满足

（１）对所有的犽，犞 在 （τ犽，τ犽＋１］×犚
狀上连续且其一阶导数可积并对每一个狓∈犚

狀，

ｌｉｍ
（狋，狔）→（τ

＋
犽
，狓）

犞（狋，狔）＝犞（τ
＋
犽 ，狓）存在；（２）犞 关于狓满足局部李普希兹条件．则称犞∈犞０′．

定义２．２　 设λ：犚＋→犚＋是可测函数，若λ（狊）满足∫犐λ（σ）ｄσ＝∞，则称λ（狊）是积分

正的，其中犐＝∪
∞

犻＝１

［α犻，β犻］，α犻＜β犻＜α犻＋１且β犻－α犻≥δ＞０．

为方便起见，我们引入一个新的关于两个测度的有界性概念．

定义２．３　设犺０，犺１，犺∈Γ，狔（狋）＝狔（狋；狋０，狓０）是系统 （Ⅰ）的任一解，称系统 （Ⅰ）

为

（１）（犺０，珘犺１）等度有界的，若对任意α＞０，狋０∈犚＋，都存在β＝β（狋０，α）＞０使得

当 　犺０（狋
＋
０，狓０）＜α时，有 　犺１（狋

＋
０，狔（狋））＜β，　狋≥狋０，

　　（２）（犺０，珘犺１）一致有界的，若 （１）中β的选取与狋０无关；

（３）（犺０，珘犺１）拟最终有界的，若对任意的α＞０，狋０∈犚＋，都存在 犖＞０及犜＝犜（狋０，

α）＞０，使得

当 　犺０（狋
＋
０，狓０）≤α时，有 　犺１（狋

＋
０，狔（狋））＜犖 ，　狋≥狋０＋犜；

　　（４）（犺０，珘犺１）拟一致最终有界的，若 （３）中犜 的选取与狋０无关；

（５）（犺０，珘犺１）等度最终有界的，若 （１）与 （３）同时成立；
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（６）（犺０，珘犺１）一致最终有界的，若 （２）与 （４）同时成立．

定义２．４　 设犺０，犺１，犺∈Γ，狓（狋）＝狓（狋；狋０，狓０）是系统 （Ⅱ）的任一解，若对任意α＞

０，狋０∈犚＋，都存在β＝β（狋０，α）＞０使得

当 　犺０（狋
＋
０，狓０）＜α　 时，　 有 　犺（狋，狔（狋））＜β，　狋≥狋０；

则称系统 （Ⅱ）是 （犺０，犺）等度有界的．

参阅文［３］，我们可以给出其它相应的 （犺０，犺）有界性定义，这里不再赘述．

定义２．５　 若对任意α＞０，都存在β＝β（狋０，α）＞０使得

当 　０≤狌０ ＜α　 时，　 有 　‖狌０（狋；狋０，狌０）‖ ≤β，　狋≥狋０，

则称系统 （Ⅳ）是等度有界的，其中狌（狋，狋，狋０，狌０）为系统 （Ⅳ）

（Ⅳ）

ｄ狌
ｄ狊
＝犵（狋，狊，狓），　狊≠τ犽，

狌（τ＋犽）＝Ψ犽（狌（τ犽）），　狊＝τ犽，

狌（狋＋０）＝狌０ ≥０，　犽＝１，２

烅

烄

烆 ，…

的在 ［狋０，狋］上的任意解，且狌０（狋；狋０，狌０）≡狌（狋，狋，狋０，狓０）．若β与狋０无关，则称系统

（Ⅳ）是一致有界的．

我们也可给出系统 （Ⅳ）的其它有界性概念．

下面我们定义如下函数集合

Γ＝ ｛犺：犚＋×犚
狀
→犚＋，犺（狋，狓）在 （τ犽－１，τ犽］×犚

狀 上连续，

并对每一个狓∈犚
狀，犽＝１，２，…，

ｌｉｍ
（狋，狔）→（τ

＋
犽
，狓）

犺（狋，狔）＝犺（τ
＋
犽，狓）存在且ｉｎｆ

（狋，狓）
犺（狋，狓）＝０｝；

犓＝ ｛犪∈犆［犚＋，犚＋］，犪（０）＝０且犪（狌）关于狌严格递增｝；

犓犚＝ ｛犪∈犆［犚＋，犚＋］，犪（狌）关于狌严格递增，且ｌｉｍ
狌→∞
犪（狌）＝ ∞｝．

在给出主要结果之前，先给出下述引理．

引理２．１（见文［４］）　假设条件（Ａ１）～（Ａ３）成立，设狔（狋）＝狔（狋；狋０，狓０）是系统 （Ⅰ）

的定义在 ［狋０，∞）上的任意解，则有

（１）
狔
狓０
（狋；狋０，狓０）存在且是初值问题

（Ⅲ）

犣′＝犉狔（狋，狔（狋；狋０，狓０））犣，　狋≠τ犽，

Δ犣＝
犐犽

狔
（狔（τ犽））犣，　狋＝τ犽，

犣（狋＋０）＝犐，　犽＝１，２

烅

烄

烆 ，…

的解，并使得 狔
狓０
（狋０；狋０，狓０）为单位矩阵；

（２）
狔
狋０
（狋；狋０，狓０）存在且是 （Ⅲ）的解并满足

狔
狋０
（狋；狋０，狓０）＝－

狔
狓０
（狋；狋０，狓０）犉（狋０，狓０），　狋≥狋０．

　　在本文中，我们始终假设犉（狋，０）≡０，犳（狋，０）≡０，犐犽（０）≡０及犺犽（０）≡０，以保证系

统 （Ⅰ），（Ⅱ）有零解．这样，我们只需讨论系统 （Ⅰ），（Ⅱ）零解的有关性质．

３　脉冲摄动微分系统的变分李雅普诺夫函数思想

在这一部分中，我们将引入脉冲摄动微分系统的变分李雅普诺夫函数思想．对所有的
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犽，当狊∈（τ犽，τ犽＋１］时，在引理２．１的条件下，
狔（狋；狊，狓（狊））

狋０
，狔

（狋；狊，狓（狊））

狓０
存在并连续．

（Ⅰ）若令犘（狊）＝狔（狋；狊，狓（狊）），狋０≤狊≤狋．

对所有的犽，当狊∈（τ犽，τ犽＋１］时，犘（狊）左连续，此时

犘′（狊）＝
狔（狋；狊，狓（狊））

狋０
＋
狔（狋；狊，狓（狊））

狓０
犳（狊，狓）犌（狋，狊，狓）． （３．１）

两边对狊从狋０到狋积分，得∫
狋

狋
０

犘′（狊）ｄ狊＝∫
狋

狋
０

犌（狋，狊，狓）ｄ狊，而同时有

∫
狋

狋
０

犘′（狊）ｄ狊＝∫
τ１

狋
０

犘′（狊）ｄ狊＋∫
τ２

τ１

犘′（狊）ｄ狊＋…＋∫
τ狀

τ狀－１

犘′（狊）ｄ狊＋∫
狋

τ狀

犘′（狊）ｄ狊

＝犘（τ１）－犘（狋０）＋犘（τ２）－犘（τ
＋
１）

　＋…＋犘（τ狀）－犘（τ
＋
狀－１）＋犘（狋）－犘（τ

＋
狀）

＝犘（狋）－犘（狋０）－ ∑
狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽），

从而得犘（狋）＝犘（狋０）＋∫
狋

狋
０

犌（狋，狊，狓）ｄ狊＋ ∑
狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽），由犘（狊）的取法知，

狓（狋）＝狔（狋）＋∫
狋

狋
０

犌（狋，狊，狓）ｄ狊＋ ∑
狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽）． （３．２）

　　（Ⅱ）若令犘（狊）＝‖狔（狋；狊，狓（狊））‖
２，狋０≤狊≤狋．

对所有的犽，当狊∈（τ犽，τ犽＋１］时有犘′（狊）＝２狔（狋；狊，狓（狊））犌（狋，狊，狓）．两边对狊从狋０到

狋积分，同样可得

犘（狋）＝犘（狋０）＋∫
狋

狋
０

２狔（狋；狊，狓（狊））犌（狋，狊，狓）ｄ狊＋ ∑
狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽），

即 ‖狓（狋）‖
２
＝ ‖狔（狋）‖

２
＋∫

狋

狋
０

２狔（狋；狊，狓（狊））犌（狋，狊，狓）ｄ狊＋ ∑
狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽）． （３．３）

　　（Ⅲ）不失一般性，令

犘（狊）＝犞（狊，狔（狋；狊，狓（狊））），　狋０ ≤狊≤狋，

其中犞 ：犚＋×犚
狀
→犚＋，对所有的犽，犞 在 （τ犽，τ犽＋１］×犚

狀上连续且其一阶导数可积．并对

每一个狓∈犚
狀，存在 ｌｉｍ

（狋，狔）→（τ
＋
犽
，狓）

犞（狋，狔）＝犞（τ
＋
犽 ，狓）．

类似前面的讨论，同样有

犞（狋，狓（狋））＝犞（狋０，狔（狋））＋∫
狋

狋
０

ｄ犞
ｄ狊
（狊，狔（狋；狊，狓（狊）））ｄ狊＋ ∑

狋
０＜τ犽＜狋

Δ犞（τ犽）， （３．４）

其中狊∈（τ犽，τ犽＋１］，犽＝１，２，…．

进一步由引理２．１知，
狔
狋０
（狋；狋０，狓０），

狔
狓０
（狋；狋０，狓０）是系统 （Ⅲ）的解且满足

狔
狋０
（狋；狋０，狓０）＋

狔
狓０
（狋；狋０，狓０）犉（狋０，狓０）≡０，　狋≥狋０． （３．５）

由（３．１）～（３．２）及（３．４）知，

狓（狋）＝狔（狋）＋∫
狋

狋
０

犌（狋，狊，狓）ｄ狊＋ ∑
狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽）

＝狔（狋）＋∫
狋

狋
０

［狔
狋０
（狋；狊，狓（狊））＋

狔
狓０
（狋；狊，狓（狊））犉（狊，狓（狊））
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　＋
狔
狓０
（狋；狊，狓（狊））犚（狊，狓（狊））］ｄ狊＋ ∑

狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽）

＝狔（狋）＋∫
狋

狋
０

狔
狓０
（狋；狊，狓（狊））犚（狊，狓（狊））ｄ狊＋ ∑

狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽）． （３．６）

由（３．６）知，要估计 ‖狓（狋）‖，将必须估计 ‖
狔
狓０
（狋；狊，狓（狊））‖，‖犚（狊，狓（狊））‖ 及Δ犘

（τ犽），这便影响了摄动项的一些性质．但若利用 （３．３），（３．５）就有

‖狓（狋）‖
２
＝ ‖狔（狋）‖

２
＋∫

狋

狋
０

２狔（狋；狊，狓（狊））
狔
狓０
（狋；狊，狓（狊））犚（狊，狓（狊））ｄ狊＋ ∑

狋
０＜τ犽＜狋

Δ犘（τ犽），

从而克服了这一缺点．

４　一个新的比较结果

这一部分我们将利用变分李雅普诺夫函数方法建立一个新的比较定理．

定理４．１　 设犞 ：犚＋×犚
狀
→犚

犖
＋，犞∈犞

′
０ 且对每一个 （狋，狊），‖狔（狋，狊，狓）‖ 关于狓满

足局部李普希兹条件，又

犇＋犞（狊，狔（狋，狊，狓））≤犵（狋，狊，犞（狊，狔（狋，狊，狓））），　狊≠τ犽，

犞（狊，狔（狋，狊，狓＋犺犽（狓）））≤Ψ犽（犞（狊，狔（狋，狊，狓））），　狊＝τ犽，犽＝１，２｛ ，…，

其中犵：犚
２
＋×犚

犖
＋→犚

犖在 （τ犽，τ犽＋１］，犽＝１，２，…，上关于狊连续，且对每一个狋∈犚＋，狌∈

犚犖＋，对所有的犽都有 ｌｉｍ
（狋，狊，狑）→（狋，τ

＋
犽
，狌）
犵（狋，狊，狑）＝犵（狋，τ

＋
犽 ，狌）成立，并且犵（狋，狊，狌）关于狌

拟单调不减，Ψ犽：犚
犖
＋→犚

犖
＋不减．设狉（狋，狊，狋０，狌０）是系统 （Ⅳ）定义在 （狋０，狋］上的最大

解，则当犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））≤狌０ 时，有

犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤狉０（狋；狋０，狌０），　狋≥狋０， （４．１）

狉０（狋；狋０，狌０）≡狉（狋，狋，狋０，狌０），狔（狋；狋０，狓０）及狓（狋；狋０，狓０）分别是系统（Ⅰ），（Ⅱ）的解．

证　设狔（狋）＝狔（狋；狊，狓（狊））是系统 （Ⅰ）的在 （狋０，狋］上的以 （狊，狓（狊））为初始值的任

一解，并有犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））≤狌０．令犿（狋，狊）＝犞（狊，狔（狋，狊，狓））．从而对所有的犽，当狊

≠τ犽时，对充分小的犺＞０，有

犿（狋，狊＋犺）－犿（狋，狊）

＝犞（狊＋犺，狔（狋，狊＋犺，狓（狊＋犺）））－犞（狊，狔（狋，狊，狓（狊）））

＝犞（狊＋犺，狔（狋，狊＋犺，狓（狊＋犺）））－犞（狊＋犺，狔（狋，狊＋犺，狓＋犺犳（狊，狓（狊））））

＋犞（狊＋犺，狔（狋，狊＋犺，狓＋犺犳（狊，狓（狊））））－犞（狊，狔（狋，狊，狓（狊）））．

由于对每一个 （狋，狊），犞（狋，狓）及 ‖狔（狋，狊，狓）‖ 关于狓满足局部李普希兹条件，从而有

犇＋犿（狋，狊）≤犵（狋，狊，犿（狋，狊）），狊≠τ犽，狋０ ≤狊≤狋． （４．２）

而另一方面，当狊＝τ犽时，

犿（狋，τ＋犽）＝犞（τ
＋
犽，狔（狋；τ

＋
犽，狓（τ

＋
犽）））

＝犞（τ＋犽，狔（狋；τ
＋
犽，狓（τ犽）＋犺犽（狓（τ犽））））

＝Ψ犽（犿（狋，τ犽））．

因此当狊∈［狋０，τ１］时，由比较定理（见文［５］中Ｔｈ１．７．１）知，

犿（狋，狊）≤狉（狋，狊，狋０，狌０），　狊≤狋．

由于Ψ犽不减且犿（狋，τ１）≤狉（狋，τ１，狋０，狌０），从而有

９３１Ｎｏ．２　　　　　　　　傅希林等：脉冲摄动微分系统的有界性



犿（狋，τ＋１）≤Ψ１（犿（狋，τ１））≤Ψ１（狉（狋，τ１，狋０，狌０））＝狉（狋，τ
＋
１，狋０，狌０）． （４．３）

因此当狊∈（τ１，τ２］时，由 （４．２）～（４．３）及比较定理（见文［５］中Ｔｈ１．７．１）知，

犿（狋，狊）≤狉（狋，狊，狋０，狌０），　狊≤狋．

以此类推，可得结果犿（狋，狊）≤狉（狋，狊，狋０，狌０），狋０≤狊≤狋．特别地，当狊＝狋时，有

犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤狉０（狋；狋０，狌０），　狋≥狋０． 

　　推论４．１　在定理４．１中，若 犖＝１，犵（狋，狊，狌）≡０，狌０＝犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））且

（１）对所有的犽，Ψ犽（狌）＝狌，则有

犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０）），　狋≥狋０． （４．４）

特别地取犞（狋，狓）＝‖狓‖，则由 （４．４）得

‖狓（狋；狋０，狓０）‖ ≤ ‖狔（狋；狋０，狓０）‖，　狋≥狋０．

　　（２）Ψ犽（狌）＝犱犽狌，犱犽≥０对所有的犽均成立，则有

犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽，　狋≥狋０．

　　推论４．２　在定理４．１中，若 犖＝１，犵（狋，狊，狌）≡－α狌，狌０＝犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））且

Ψ犽（狌）＝犱犽狌 ，犱犽≥０对所有的犽均成立，则有

犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤ ［犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽］ｅｘｐ［－α（狋－狋０）］，　狋≥狋０．（４．５）

特别地取犞（狋，狓（狋））＝‖狓‖，则 （４．５）可写为

‖狓（狋；狋０，狓０）‖ ≤ ‖狔（狋；狋０，狓０）‖ ∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽ｅ
－α（狋－狋０

），　狋≥狋０．

　　由上式可以看出，摄动项的出现，有时会改变解的一些性质．

推论４．３　在定理４．１中，若犖＝１，犵（狋，狊，狌）＝λ′（狊）狌，狌０＝犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））且

Ψ犽（狌）＝犱犽狌，犱犽≥０对所有的犽均成立，则有

犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤ ［犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽］ｅｘｐ［λ（狋）－λ（狋０）］，　狋≥狋０．

　　推论４．４　在定理４．１中，若对所有的犽，有犉（狋，狔）≡０，犐犽（狔）＝狔，则犞（狋０，狓０）≤

狌０意味着犞（狋，狓（狋；狋０，狓０））≤狉（狋；狋０，狌０），　狋≥狋０．

事实上，此时狔（狋；狋０，狓０）≡狓０．更进一步 （２．１）化为

犇＋犞（狊，狓）≡ｌｉｍ
犺→０

＋
ｓｕｐ

１

犺
［犞（狊＋犺，狓＋犺犳（狊，狓））－犞（狊，狓）］．

从而说明本文的比较定理是文 ［４］中比较定理的推广．

５　主要结果

本部分在已知系统 （Ⅰ）具有某种有界性质的前提下，给出了脉冲摄动微分系统 （Ⅱ）

具有相应的有界性质的判别准则．

定理５．１　设犺０，犺１，犺∈Γ且

（１）犞∈犞
′
０，且对每一个 （狋，狊），‖狔（狋，狊，狓）‖关于狓满足局部李普希兹条件；

（２）犇＋犞（狋，狊，狓）≤０，　狋０≤狊≤狋；

（３）犞（τ
＋
犽 ，狓＋犺犽（狓））≤犞（τ犽，狓），　犽＝１，２，… ；

（４）存在函数犫∈犓犚，使得当 （狋，狓）∈犚＋×犚
狀时有犫（犺（狋，狓（狋）））≤犞（狋，狓（狋））；

（５）存在函数犪∈犓，使得当 （狋，狓）∈犚＋×犚
狀时有犞（狋，狓（狋））≤犪（犺１（狋，狓（狋）））．
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则由系统 （Ⅰ）的 （犺０，珘犺１）有界性质可推知系统 （Ⅱ）的 （犺０，犺）有界性质．

证　仅证当系统 （Ⅰ）为 （犺０，珘犺１）等度有界时，系统 （Ⅱ）为 （犺０，犺）等度有界．

由系统 （Ⅰ）的 （犺０，珘犺１）等度有界性知，对任意的α＞０，存在β１＝β１（狋０，α）＞０使得当

犺０（狋
＋
０ ，狓０）＜α时有

犺１（狋
＋
０，狔（狋））＜β１，　狋≥狋０． （５．１）

由条件（４），选取β＝β（狋０，α）＞０使得犫（β）＞犪（β１）．

下证当犺０（狋
＋
０ ，狓０）＜α时，犺（狋，狓（狋））＜β，狋≥狋０．

由条件（２）～（３）及推论４．１（１）知，犞（狋，狓（狋））≤犞（狋０，狔（狋））．进一步结合（５．１）式，得

犫（犺（狋，狓（狋）））≤犞（狋，狓（狋））≤犞（狋０，狔（狋））≤犪（犺１（狋０，狔（狋）））＜犪（β１）＜犫（β）．

因而有犺（狋，狓（狋））＜β，狋≥狋０．即系统 （Ⅱ）为 （犺０，犺）等度有界．

关于系统 （Ⅱ）的其它（犺０，犺）有界性质的证明可类似给出． 

定理５．２　设犺０，犺１，犺∈Γ且

（１）定理５．１中的条件（１），（３）～（５）成立；

（２）犇＋犞（狋，狊，狓）≤犵（狋，狊，犞（狊，狔（狋，狊，狓））），狋０≤狊≤狋，其中犵∈犆［犚
３
＋，犚］；

（３）系统 （Ⅰ）为 （犺０，珘犺１）等度有界的，

则由系统 （Ⅳ）的等度有界性能推知系统（Ⅱ）的（犺０，犺）等度有界性．

证　由于系统 （Ⅰ）是 （犺０，珘犺１）等度有界的，则对任意的α＞０，存在β１＝β１（狋０，α）＞０

使得当犺０（狋
＋
０ ，狓０）≤α时有犺１（狋

＋
０ ，狔（狋））≤β１，狋≥狋０．

记β２＝ ｍａｘ
犺
１
（狋
＋
０
，狔（狋））≤β１

犞（狋０，狔）＞０．由条件 （１）及（Ⅳ）的等度有界性知，存在β＝β（狋０，α）＞

０使得当０≤狌０≤β２时，有

‖狌（狋；狋０，狌０）‖ ≤犫（β），　狋≥狋０． （５．２）

记狓（狋）＝狓（狋；狋０，狓０），狔（狋）＝狔（狋；，狋０，狓０），则由条件（１）～（２）及定理４．１知，

犞（狋，狓（狋））≤狉０（狋；狋０，犞（狋０，狔（狋））），　狋≥狋０，

其中狉（狋，狊，狋０，狌０）是系统 （Ⅳ）在 （狋０，狋］上的最大解，狉０（狋；狋０，狌０）≡狉（狋，狋，狋０，狌０）且狌０＝犞

（狋０，狔（狋））＜β２．从而由条件 （１）及式 （５．２）得，

犫（犺（狋，狓（狋）））≤犞（狋，狓（狋））≤狉０（狋；狋０，犞（狋０，狔（狋）））＜犫（β），　狋≥狋０．

即犺（狋，狓（狋））＜β，狋≥狋０．因而系统 （Ⅱ）的解是 （犺０，犺）等度有界的． 

定理５．３　设犺０，犺１，犺∈Γ且

（１）犞∈犞
′
０，并对每一个 （狋，狊），‖狔（狋，狊，狓）‖关于狓满足局部李普希兹条件；

（２）存在函数犫∈犓犚，使得

犫（犺（狋，狓（狋）））≤犞（狋，狓（狋）），　（狋，狓）∈犚＋×犚
狀；

　　（３）存在函数犪∈犓，使得

犞（狋，狓（狋））≤犪（犺１（狋，狓（狋））），　（狋，狓）∈犚＋×犚
狀；

　　（４）存在一有界可微函数 犕（狊），使得 犕′（狊）＝犿（狊）且

犇＋犞（狋，狊，狓）≤犿（狊）犞（狋，狊，狓），　狋≠τ犽，　狋≤狊≤狋０；

　　（５）犞（τ
＋
犽 ，狓＋犺犽（狓））≤犱犽犞（τ犽，狓），其中犱犽＞０对所有的犽成立且∏

∞

犽＝１

犱犽 收敛．

则由系统 （Ⅰ）的（犺０，珘犺１）有界性质可以推知系统 （Ⅱ）的（犺０，犺）有界性质．

证　我们只需证明在系统（Ⅰ）为 （犺０，珘犺１）等度有界的条件下，系统（Ⅱ）是 （犺０，犺）等

度有界的．系统（Ⅱ）的其它（犺０，犺）有界性质可类似得到．
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由于系统（Ⅰ）是 （犺０，珘犺１）等度有界的，则对任意的α＞０，狋０∈犚＋都存在β１＝β１（狋０，α）

＞０，使得当犺０（狋０
＋，狓０）＜α时有

犺１（狋
＋
０，狔（狋））＜β１，　狋≥狋０． （５．３）

又因为 犕（狋）为一有界函数，从而存在常数犓＞０使得

‖犕（狋）‖ ＜犓，　狋≥狋０． （５．４）

又由犱犽＞０对所有的犽成立，且∏
∞

犽＝１
犱犽收敛，则存在 犖＞０使得

∏
∞

犽＝１

犱犽 ≤犖． （５．５）

从而对上述的α＞０，狋０∈犚＋，取β＝β（狋０，α）使得

犫（β）≥犪（β１）犖ｅｘｐ（犓－犕（狋０））．

下面证明当犺０（狋
＋
０ ，狓０）＜α时，有犺（狋，狓（狋））＜β，狋≥狋０．由条件（４）～（５）及推论４．３知，

犞（狋，狓（狋））≤ ［犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽］ｅｘｐ［犕（狋）－犕（０）］，　狋≥狋０． （５．６）

进一步由条件（２）～（３）及式（５．３）～（５．６）知，

犫（犺（狋，狓（狋）））≤犞（狋，狓（狋））

≤ ［犞（狋０，狔（狋；狋０，狓０））∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽］ｅｘｐ［犕（狋）－犕（０）］

＜ ［犪（犺１（狋０，狔（狋））∏
狋
０＜τ犽＜狋

犱犽］ｅｘｐ［犕（狋）－犕（０）］

＜犪（β１）犖ｅｘｐ（犓－犕（狋０））

≤犫（β）．

从而有犺（狋，狓（狋））＜β，狋≥狋０． 

类似定理５．３的证明，我们可以得到下面的定理．

定理５．４　设犺０，犺１，犺∈Γ且

（１）定理５．３的条件（１）～（３）及（５）成立；

（２）存在α≥０使得

犇＋犞（狋，狊，狓）≤－α犞（狋，狊，狓），　狋≠τ犽，　狋≤狊≤狋０．

则由系统（Ⅰ）的（犺０，珘犺１）有界性质可以推知系统（Ⅱ）的（犺０，犺）有界性质．

下面我们通过一个例子来说明定理的应用．

例子　考虑如下系统

（Ⅶ）

狔′＝－１－狔
２，　狋≠

犽π
４
，

Δ狔＝１，　狋＝
犽π
４
，

狔（０
＋）＝０，　犽＝１，２

烅

烄

烆 ，… ，

（Ⅷ）

狓′＝－１－狓
２
＋
狓＋６狋（１＋狓

２）

３（１＋狋
２）

，　狋≠
犽π
４
，

Δ狓＝β犽狓 ＝１＋β犽狓－１，　狋＝
犽π
４
，

狓（０＋）＝０，　犽＝１，２

烅

烄

烆 ，… ，

其中β犽 满足∏
∞

犽＝１

（１＋β犽）
２ 收敛．
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取犺０＝犺１＝犺＝‖狓‖，易知系统 （Ⅶ）是 （犺０，珘犺１）等度有界的．

取犞（狋，狓）＝狓２，则有

犇＋犞（狋，狓）＝２狓·狓′＝２狓·［－１－狓
２
＋
狓＋６狋（１＋狓

２）

３（１＋狋
２）

］

≤２‖狓‖·‖－１－狓
２
＋
狓＋３（１＋狋

２）（１＋狓
２）

３（１＋狋
２） ‖

＝
２狓２

３（１＋狋
２）≤

１

１＋狋
２犞（狋，狓），

犞（τ＋犽，狓＋犺犽（狓））＝ （狓＋β犽狓）
２
＝ （１＋β犽）

２狓２ ＝ （１＋β犽）
２犞（τ犽，狓）．

即存在有界可微函数 犕（狋）＝ａｒｃｔａｎ狋及数列犱犽＝（１＋β犽）
２，使得系统（Ⅶ），系统（Ⅷ）及犞

函数满足定理５．３的所有条件，从而由定理５．３知，系统（Ⅷ）是（犺０，犺）等度有界的．
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