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具有可变脉冲点的脉冲微分方程的稳定性
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摘要：该文考虑具有可变脉冲点的脉冲微分方程零解的稳定性。通过利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数以及

Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ技巧，可以得到关于具有可变脉冲点的脉冲微分方程零解的一致稳定和一致渐近稳

定的充分条件。
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１　引言

微分方程定性理论的一个主要问题就是找到方程解的一致稳定性条件。近年来，关于

脉冲微分方程的稳定性的研究以及将这些结果应用到混沌系统的部分论文有［１－１０］。这

里也有考虑更一般的具有定脉冲点的脉冲泛函微分方程的论文［５］，以及研究具有可变时滞

的脉冲微分方程的论文［１０］。在本篇论文中，我们主要考虑具有可变脉冲点的脉冲微分方

程的解的一致稳定性和一致渐近稳定性，通过Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数以及Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ技巧的应

用，我们可以得到关于这类方程的解的稳定性的一些结果。

２　基本的记号和定义

我们考虑下面的具有可变脉冲点的脉冲微分方程：

狓（狋）＝犳（狋，狓（狋）），　狋≥狋０，狋≠τ犽（狓（狋））， （１）

狓（狋）＝狓（狋－）＋犐犽（狓（狋
－）），　狋＝τ犽（狓（狋）），犽＝１，２，…， （２）

其中狓∈犚
狀，犳：［０，∞）×犚

狀
→犚

狀，犐犽：犚
狀
→犚

狀，犽＝０，１，２，…，狋≥狋０＞０，τ犽：犚
狀
→［０，∞），犣

＋是

所有正整数的集合。对于所有的狓∈犚
狀，令τ０（狓）＝狋０。对于给定的σ≥狋０ 和φ：犚

狀
→犚

狀 关

于（１）－（２）式的初始值问题是指满足（１）－（２）式，并且具有初始值狓（σ）＝φ。

我们用狓（狋；狋０，φ）来表示初始值问题（１）－（２）的通过（狋０，φ）的解，用犑（狋０，φ）来表示狓

（狋；狋０，φ）存在的最大区间。

我们应该注意到对于具有可变脉冲点的脉冲微分方程，所谓的解的＂击打＂现象是可能

发生的。“击打”现象是指积分曲线（狋，狓（狋；狋０，φ））与同一个超平面相交几次或者无穷多次
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的现象。我们将考虑解的“击打”现象不存在的（１）－（２）式类型的问题。

我们引入下面的条件

Ｈ１）犳∈犆（［０，∞）×犚
狀，犚狀）。

Ｈ２）函数犐犽：犚
狀
→犚

狀，犽＝０，１，２，…满足对于任意的犎＝常数＞０，存在一个ρ＞０，使得

由狓∈犛（ρ）＝｛狓∈犚
狀：‖狓‖＜ρ｝可得狓＋犐犽（狓）∈犛（犎），犽∈犣

＋。

Ｈ３）狋＝τ犽（狓）∈（犚
狀，（０，∞）），犽＝１，２，…，满足对于所有的狓∈犚

狀，０＜τ１（狓）＜τ２（狓）＜

…＜τ犽（狓）＜…，并且ｌｉｍ
犽→∞
τ犽（狓）＝∞在狓∈犚

狀 上是一致的。

Ｈ４）犑（狋０，φ）＝［狋０，∞）。

Ｈ５）关于初始值问题（１）－（２）的每一个积分曲线当狋＞狋０ 时与每一个超平面τ犽，犽＝１，

２，…相交不超过一次。

我们将假设（１）－（２）式的积分曲线（狋，狓（狋；狋０，φ））与超平面σ犽，犽＝１，２，…相交于狋犽，其

中狋１＜狋２＜…，也就是说（狋，狓（狋；狋０，φ））∈σ犽。由条件Ｈ３我们可得ｌｉｍ
犽→∞
狋犽＝∞。

令 犚＋＝［０，∞）；

犌犽 ＝ ｛（狋，狓）∈ ［狋０，∞）×犛（ρ），狋犽－１ ＜狋＜狋犽｝，　犽∈犣
＋

和 犓＝｛狑∈犆（犚
＋，犚＋）：递增并且狑（０）＝０｝。

定义１
［５］
　如果下面的条件满足，那么称函数犞：［狋０，∞）×犛（ρ）是属于狏０ 函数类的

ａ）函数犞 在每一个集合犌犽 上是连续的，并且对于所有的狋≥狋０，犞（狋，０）≡０；

ｂ）犞（狋，狓）在狓∈犛（ρ）上满足局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件；

ｃ）对每一个犽＝１，２，…，下面的式子成立

犞（狋犽
－，狓）＝ ｌｉｍ

犌犽　

∈

（狋，狔）→（狋犽
，狓）
犞（狋，狔），　犞（狋

＋
犽，狓）＝ ｌｉｍ

犌犽＋１　

∈

（狋，狔）→（狋犽
，狓）
犞（狋，狔）

并且满足犞（狋＋犽 ，狓）＝犞（狋犽，狓）。

定义２
［４］
　方程（１）－（２）的零解被称为是

（ａ）一致稳定的，如果对于任意的σ≥狋０ 和ε＞０，存在一个δ＝δ（ε）＞０满足当‖φ‖＜δ

时，有‖狓（狋；σ，φ）‖＜ε，狋≥σ成立。

（ｂ）一致渐近稳定的，如果它是一致稳定的，并且存在一个δ＞０满足对于任意的ε＞０，

存在一个犜＝犜（ε）＞０使得由σ≥狋０和‖φ‖＜δ可以得到‖狓（狋；σ，φ）‖＜ε，当狋≥σ＋犜时

成立。

３　主要结果

在这一部分中，我们假设下面的条件总是满足的

１）条件Ｈ１－Ｈ５成立；

２）犳：犚
＋×犚狀→犚

狀，对于所有的狋∈犚
＋，犳（狋，０）＝０成立。存在一个常数犔＞０使得对

于狋∈犚
＋，狓，狔∈犚

狀，式‖犳（狋，狓）－犳（狋，狔）‖≤犔‖狓－狔‖成立；

３）犐犽：犚
狀
→犚

狀 满足犐犽（０）＝０；

４）ρ∈（０，犎），若狓∈犚
狀，那么狓＋犐犽（狓）∈犚

狀；

５）τ犽：犚
狀
→犚

＋，且对于所有的狓∈犚
狀，狋０＝τ０（狓）＜τ１（狓）＜τ２（狓）＜…，和ｌｉｍ

犽→∞
τ犽（狓）＝∞

成立；我们有下面的结果

定理１　如果存在犞∈狏０，α，β∈犓 使得下面的条件满足
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１）对于所有的（狋，狓）∈犚
＋×犚狀，有α（‖狓‖）≤犞（狋，狓）≤β（‖狓‖）成立；

２）对于（狋，狓）∈犚
＋×犚狀 有犞

·
（狋，狓）≤０，并且对于所有的犽∈犣

＋和狋＝τ犽（狓），有犞（狋，狓＋

犐犽（狓））≤（１＋犫犽）犞（狋，狓），其中犫犽≥０，∑
∞

犽＝１

犫犽 ＜ ∞。

那么（１）－（２）式的零解是一致稳定的。

证　不失一般性，我们假设狋０＜狋１。

由于∑
∞

犽＝１

犫犽＜∞，犫犽≥０，我们可得∏
∞

犽＝１

（１＋犫犽）＝犕 且１≤犕＜∞。令σ≥狋０。对于给定

的ε＞０，由函数α，β的性质，我们可以选择一个δ＝δ（ε）＞０满足犕β（δ）＜α（ε）。

令狓（狋；σ，φ）＝狓（狋）是（１）－（２）式经过（σ，φ）的解，其中‖φ‖＜δ。我们将证明下面的式

子

‖狓（狋）‖ ＜ε，　狋≥σ

是成立的。

令σ∈［狋犽－１，狋犽）其中犽∈犣
＋。我们可以证明

犞（狋，狓（狋））≤β（δ），　σ≤狋＜狋犽． （３）

显然，犞（σ，狓（σ））＝犞（σ，φ）≤β（‖φ‖）≤β（δ）。假设（３）式不成立，那么存在一个狋^∈（σ，狋犽）

满足

犞（^狋，狓（^狋））＞β（δ）≥犞（σ，狓（σ））．

这就意味着这里有一个狋̌∈（σ，^狋］满足

犞
·
（̌狋，狓（̌狋））＞０． （４）

由条件２）我们有犞
·
（̌狋，狓（̌狋））≤０这与（４）式矛盾，因此（３）式成立。

由条件２）我们还有

犞（狋犽，狓（狋犽））＝犞（狋犽，狓（狋
－
犽）＋犐犽（狓（狋

－
犽）））≤ （１＋犫犽）犞（狋

－
犽，狓（狋

－
犽））≤ （１＋犫犽）β（δ）．

因此

犞（狋，狓（狋））≤ （１＋犫犽）β（δ），　σ≤狋≤狋犽． （５）

　　下面我们证明下式成立

犞（狋，狓（狋））≤ （１＋犫犽）β（δ），　狋犽 ≤狋＜狋犽＋１． （６）

如果该式不成立，那么存在一个狊^∈（狋犽，狋犽＋１）满足

犞（^狊，狓（^狊））＞ （１＋犫犽）β（δ）≥犞（狋犽，狓（狋犽））．

这就意味着这里有一个狊̌∈（狋犽，^狊］满足

犞
·
（̌狊，狓（̌狊））＞０． （７）

由条件２）我们有犞
·
（̌狊，狓（̌狊））≤０这与（７）式矛盾，因此（６）式成立。

由条件２）我们还可以得到

犞（狋犽＋１，狓（狋犽＋１））≤ （１＋犫犽＋１）犞（狋
－
犽＋１，狓（狋

－
犽＋１））≤ （１＋犫犽＋１）（１＋犫犽）β（δ）．

因此

犞（狋，狓（狋））≤ （１＋犫犽＋１）（１＋犫犽）β（δ），　狋犽 ≤狋≤狋犽＋１． （８）

　　通过推导，我们可以证明，一般的，对任意的犿＝０，１，２，…有下式成立

犞（狋，狓（狋））≤ （１＋犫犽＋犿＋１）…（１＋犫犽）β（δ），　狋犽＋犿 ≤狋≤狋犽＋犿＋１．

该式结合（３）式我们可得

犞（狋，狓（狋））≤犕β（δ），　狋≥σ．
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因此，由条件１）

α（‖狓‖）≤犞（狋，狓（狋））≤犕β（δ）＜α（ε），　狋≥σ．

可得‖狓（狋）‖＜ε，狋≥σ。

证毕。 

定理２　如果存在犞∈狏０，α，β∈犓，函数犠（狊）∈犆（犚
＋，犚＋），犠（０）＝０，狑（狊）＞０使得下

面的条件满足

１）对于（狋，狓）∈犚
＋×犚狀，有α（‖狓‖）≤犞（狋，狓）≤β（‖狓‖）成立；

２）对于所有的犽∈犣
＋和狋＝τ犽（狓），有犞（狋，狓＋犐犽（狓））≤（１＋犫犽）犞（狋，狓）成立，其中犫犽≥

０，∑
∞

犽＝１

犫犽 ＜ ∞；

３）存在一个狊≥０时连续非减的函数狆（狊），并且该函数满足当狊≥０时，狆（狊）＞犕狊（其

中犕 ＝∏
∞

犽＝１

（１＋犫犽））。对于所有的（１）－（２）式的解狓（狋）满足当犞（狋，狓（狋））≤狆（犞（狋，狓（狋）））

时，有犞
·
（狋，狓（狋））≤－犠（‖狓（狋）‖）成立，其中（狋，狓）∈犚

＋×犚狀。

那么（１）－（２）式的零解是一致渐近稳定的。

证　由于犫犽≥０，∑
∞

犽＝１

犫犽 ＜ ∞，我们可得１≤犕＜∞。显然，定理２的条件暗含着定理１

的条件成立，因此对于给定的狇＞０，我们可以找到一个δ＞０使得犕β（δ）＝α（狇），并且当‖φ

‖＜δ时，对于任意的狋≥σ，有‖狓（狋；σ，φ）‖≤狇成立，并且

犞（狋，狓（狋））≤犕β（δ），　狋≥σ． （９）

现在令ε＞０为给定的，我们可以假定ε足够小，满足ε＜狇。那么，这里存在一个犱＝犱（ε）＞０

满足当犕－１
α（ε）≤狊≤犕β（δ）时，狆（狊）－犕狊＞犱成立。令犖＝犖（ε）＞０是满足犕β（δ）≤犕

－１

（α（ε）＋犖犱）的最小正整数。令狓（狋）＝狓（狋；σ，φ）以及

γ＝ ｉｎｆ
β
－１（犕

－１（α（ε）））≤狊≤狇

犠（狊），　犺＝
犕β（δ）（１＋珨犕）

γ
．

其中珨犕＝∑
∞

犽＝１
犫犽。

令犜＝犜（ε）＝（２犖－１）犺，我们将证明

犞（狋，狓（狋））≤α（ε），　狋≥σ＋犜． （１０）

　　为了证明该式，首先我们证明

犞（狋，狓（狋））≤α（ε）＋（犖－１）犱，　狋≥σ＋犺． （１１）

　　假设对于所有的狋∈犑１＝［σ，σ＋犺］，有下式成立

犞（狋，狓（狋））＞犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］．

那么对于狋∈犑１，我们有犕
－１
α（ε）＜犞（狋，狓）≤犕β（δ），因此由条件１）及以上的证明可得

β
－１（犕－１（α（ε）））＜ ‖狓（狋）‖ ≤α

－１（犕β（δ））＝狇，

狆（犞（狋，狓（狋）））＞犕犞（狋，狓（狋））＋犱≥犕
－１（α（ε）＋犖犱）

≥犕β（δ）≥犞（狋，狓（狋））．

由条件３），对狋∈犑１ 我们有下式成立

犞
·
（狋，狓（狋））≤－犠（‖狓（狋）‖）≤－γ．

因此对于狋∈犑１ 有

犞（狋，狓（狋））≤犞（σ，狓（σ））－γ（狋－σ）＋ ∑
σ≤狋犼≤狋

［犞（狋犼，狓（狋犼））－犞（狋
－
犼，狓（狋

－
犼））］
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≤犕β（δ）－γ（狋－σ）＋∑
∞

犼＝１

犫犼犞（狋
－
犼，狓（狋

－
犼））

≤犕β（δ）＋犕β（δ）珨犕－γ（狋－σ）．

这就意味着

犞（σ＋犺，狓（σ＋犺））≤犕β（δ）（１＋珨犕）－γ
犕β（δ）（１＋珨犕）

γ
＝０，

与假设矛盾，因此存在一个狋^∈犑１ 满足

犞（^狋，狓（^狋））≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］． （１２）

令犿＝ｍｉｎ｛犽∈犣
＋：狋犽＞^狋｝。我们将证明

犞（狋，狓（狋））≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］，　^狋≤狋≤狋犿． （１３）

如果（１３）式不成立，那么存在一个狉１∈（^狋，狋犿）满足

犞（狉１，狓（狉１））＞犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］≥犞（^狋，狓（^狋））．

同时这里也存在一个狉２∈（^狋，狉１］满足犞
·
（狉２，狓（狉２））＞０并且

犞（狋，狓（狋））≤犞（狉２，狓（狉２）），　^狋≤狋≤狉２，

犕－１［α（ε）＋（犖－１）犱］≤犞（狉２，狓（狉２））．

由该式及（９）式可得犕－１
α（ε）≤犞（狉２，狓（狉２））≤犕β（δ）。

对于σ≤狊≤^狋注意到

犞（狊，狓（狊））≤犕β（δ）≤犕
－１［α（ε）＋犖犱］

≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］＋犱

≤犞（狉２，狓（狉２））＋犱＜狆（犞（狉２，狓（狉２）））．

因此我们有

犞（狉２，狓（狉２））＜狆（犞（狉２，狓（狉２）））．

由条件３）我们可得犞
·
（狉２，狓（狉２））≤０，这是一个矛盾，因此（１３）式成立。由（１３）式和条件２）

我们有

犞（狋犿，狓（狋犿））＝犞（狋犿，狓（狋
－
犿）＋犐犽（狓（狋

－
犿）））

≤ （１＋犫犿）犞（狋
－
犿，狓（狋

－
犿））

≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］（１＋犫犿）．

因此

犞（狋，狓（狋））≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］（１＋犫犿），　^狋≤狋≤狋犿．

　　同样的，我们可证得

犞（狋，狓（狋））≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］（１＋犫犿）（１＋犫犿＋１），　狋犿 ≤狋≤狋犿＋１．

通过推导，我们可以证明，一般的对犻＝０，１，２，…有

犞（狋，狓（狋））≤犕
－１［α（ε）＋（犖－１）犱］（１＋犫犿）…（１＋犫犿＋犻＋１），　狋犿＋犻≤狋≤狋犿＋犻＋１．

因此对狋≥^狋有犞（狋，狓（狋））≤α（ε）＋（犖－１）犱成立，因此（１１）式成立。

下面，我们证明

犞（狋，狓（狋））≤α（ε）＋（犖－２）犱，　狋≥σ＋３犺．

　　假设对于所有的狋∈犑２＝［σ＋２犺，σ＋３犺］，有下式成立

犞（狋，狓（狋））＞犕
－１［α（ε）＋（犖－２）犱］．

那么对于狋∈犑２，由（１１）式我们有

狆（犞（狋，狓（狋）））＞犕犞（狋，狓（狋，狓（狋）））＋犱
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＞犕犕
－１［α（ε）＋（犖－２）犱］＋犱

≥犞（狋，狓（狋））．

对狋∈犑２ 由条件３）我们有

犞
·
（狋，狓（狋））≤－犠（‖狓（狋）‖）≤－γ．

因此对狋∈犑２ 有下式成立

犞（狋，狓（狋））≤犞（σ＋２犺，狓（σ＋２犺））－γ（狋－σ－２犺）

＋ ∑
σ＋２犺≤狋犼≤狋

［犞（狋犼，狓（狋犼））－犞（狋
－
犼，狓（狋

－
犼））］

≤犕β（δ）－γ（狋－σ－２犺）＋∑
∞

犼＝１

犫犼犞（狋
－
犼，狓（狋

－
犼））

≤犕β（δ）＋犕β（δ）珨犕－γ（狋－σ－２犺）．

令狋＝σ＋３犺可得

犞（σ＋３犺，狓（σ＋３犺））≤犕β（δ）（１＋珨犕）－γ
犕β（δ）（１＋珨犕）

γ
＝０，

与假设矛盾，因此存在一个珋狋∈犑２ 满足

犞（珋狋，狓（珋狋））≤犕
－１［α（ε）＋（犖－２）犱］．

类似的我们可以证明

犞（狋，狓（狋））≤α（ε）＋（犖－２）犱，　狋≥珋狋．

因此

犞（狋，狓（狋））≤α（ε）＋（犖－２）犱，　狋≥σ＋３犺．

通过推导，我们可以证明，一般的有

犞（狋，狓（狋））≤α（ε）＋（犖－犻）犱，　狋≥σ＋（２犻－１）犺，犻＝１，２，…，犖．

因此，当取犻＝犖，我们可得

犞（狋，狓（狋））≤α（ε），　狋≥σ＋（２犖－１）犺．

因此（１０）式成立。由（１０）式及条件１）我们可得

‖狓（狋）‖ ≤ε，　狋≥σ＋犜．

证毕。 

４　结论

在本文中，通过利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ技巧，我们得到了在不定时间有脉

冲作用的脉冲微分方程零解的稳定性的一些判别定理。我们可以看到，脉冲对系统的稳定

性所起的作用。
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