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关于（余）反射的等价性和可扩张性及其应用

潘庆年

（广东惠州学院数学系　惠州５１６０１５）

摘要：该文研究了（余）反射的等价性和可扩张性及应用，得到的主要结果如下：（１）余反射余代

数范畴和反射代数范畴是等价的．（２）反射和余反射都具有可扩张性．使用这些结果可以用来

推广和化简［１－４］中部分结论．

关键词：代数；余代数；反射；余反射．
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１　引言

反射和余反射的概念由著名数学家ＴａｆｔＥＪ和ＲａｄｆｏｒｄＤＥ从不同的角度、几乎同时

地提出［１－３］，Ｔａｆｔ的工作集中在（余）反射同调性质的研究及对偶关系的刻画，而Ｒａｄｆｏｒｄ的

工作着重于有限性条件的描述．至今，函子（）ｏ、（）以及（余）反射性仍是Ｈｏｐｆ代数结构方

面一个有意义的课题，并且在量子群的讨论有着广泛的应用前景［６－７］．本文的主要兴趣在于

（余）反射等价、可扩张性及其它们的应用．

本文所讨论的对象发生在一个固定的域犓 上，我们假定读者熟悉基本的 Ｈｏｐｆ代数知

识，因此直接使用［４］中的一些结果而不加说明．

设犃是代数范畴，犆是余代数范畴．

象文献［４］，我们定义两个反变函子如下

犆
犉＝ （）

→


犃，犃
犌＝ （）

→
ｏ

犆，

对每一个犃∈Ｏｂ犃，犆∈Ｏｂ犆，存在两个自然映射η犆 和ζ犃 使得（见［４］）

ζ犃：犃→犃
ｏ，〈ζ犃（犪），犳〉＝ 〈犳，犪〉，犳∈犃

ｏ，犪∈犃． （１．１）

η犆：犆→犆
ｏ，〈η犆（犮），犵〉＝ 〈犵，犮〉，犵∈犆

，犮∈犆． （１．２）

　　收集文献［１－３］中一些必要的概念和结果如下

定义１　设犃是代数

（ａ）假如ζ犃 是单射，则称犃是真的（Ｐｒｏｐｅｒ）．

（ｂ）假如ζ犃 是满射，则称犃是弱反射的（Ｗｅａｋｌｙｒｅｆｌｅｘｉｖｅ）．

（ｃ）假如ζ犃 是双射，则称犃为反射的（ｒｅｆｌｅｘｉｖｅ）．
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定义２　设犆是余代数

（ａ）犆称为余反射的，假如η犆 是满射．

（ｂ）犆称为强余反射的，假如犆是几乎Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，即犆的每一个左（右）余有限维

（Ｃｏｆｉｎｉｔｅ）理想都是有限生成的．

注１　注意η犆 总是单射．

注２　空间犞 的满足ｄｉｍ（犞／犞１）＜＋∞的子空间犞１ 称为余有限维（Ｃｏｆｉｎｉｔｅ）．

引理１　（ａ）犳∈Ｈｏｍ犆（犆，犇）是单（满）射，当且仅当犳

∈Ｈｏｍ犃（犇

，犆）是满（单）射．

（ｂ）如果犵∈Ｈｏｍ犃（犃，犅）是满射，那么犵
ｏ
∈Ｈｏｍ犆（犅

ｏ，犃ｏ）是单射．

（ｃ）设犅是真的，犃 是弱反射的．如果犵∈Ｈｏｍ犃（犃，犅）是单射，那么犵
ｏ
∈Ｈｏｍ犆（犅

ｏ，

犃ｏ）是满射．

（ｄ）设犃、犅都是反射代数，那么犵∈Ｈｏｍ犃（犃，犅）是单（满）射当且仅当犵
ｏ
∈Ｈｏｍ犆（犅

ｏ，

犃ｏ）是满（单）射．

证明见［１－３］，这里从略．

一般来说，犵∈Ｈｏｍ犃（犃，犅）是单射，并不能推出犵
ｏ
∈Ｈｏｍ犆（犅

ｏ，犃ｏ）是满射，相关的反

例见［１］．

２　等价性及其应用

设犃１ 表示反射代数构成的犃的子范畴，犆１ 表示余反射余代数构成的犆的子范畴．

定理１　犃１ 和犆１ 是一对等价范畴．

证　分三步进行．

（１）可以证明存在一个从恒等函子１犆到积函子犌犉＝（）
ｏ的自然变换η使得

１犆～
η

犌犉，η：犆狘→η犆， （２．１）

这里η犆 如（１．２）式所定义．

同样，存在一个从函子１犃 到函子犉犌＝（）
ｏ的自然变换ζ使得

１犃 ～
η

犉犌，ζ：犃狘→ζ犃， （２．２）

这里ζ犃 由（１．１）式所定义．

仅证（２．１）式，（２．２）式可以同理得证．为了证明（２．１）式，只要证明下列交换图

犆
　η犆
→
　
犆ｏ

↓

犳
　 　

犳

↓
 ｏ

犇
　η犇
→
　
犇ｏ

　， （２．１）′

事实上，犮∈犆，犱∈犇，我们有

〈犳
ｏ

η犆（犮），犱
〉＝ 〈η犆（犮），犳

（犱）〉＝ 〈犳（犱），犮〉＝ 〈犱，犳（犮）〉＝ 〈η犇犳（犮），犱
〉．

　　（２）可以证明犉在犆１ 上的限制犉｜犆
１
是一个从犆１ 到犃１ 的函子，即是犆∈Ｏｂ犆１ 包含着

犉（犆）∈Ｏｂ犃１，也就是要证ζ犉（犆）是一个同构．

作用犉在下图

犆
η
→
犆

犌犉（犆），

我们得到
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犉犌（犉（犆））
犉（η犆
→
）
犉（犆），

另一方面，我们有反向图

犉（犆）
ζ犉（犆
→
）

犉犌（犉（犆）），

结合两图，可以得到等式

犉（η犆）ζ犉（犆）＝１犉（犆）， （２．３）

事实上，对犳∈犉（犆），狓∈犆，可以验证等式

〈犉（η犆）ζ犉（犆）（犳），狓〉＝ 〈ζ犉（犆）（犳），η犆（狓）〉＝ 〈η犆（狓），犳〉＝ 〈犳，狓〉，

即是（２．３）式．

类似地，可以证犌｜犆
１
是一个从犃１ 到犆１ 的函子及等式

犌（ζ犃）η犌（犃）＝１犌（犃） （２．４）

　　（３）综合（１）、（２）知，在犃１ 和犆１ 上，所有η犆 及ζ犃 都是同构，故

犌犉 
η

１犆
１
　（自然同构）， （２．５）

犌犉 
ζ

１犃
１
　（自然同构）， （２．６）

这就完成了定理的证明． 

下面介绍定理１的应用

（１）Ｔａｆｔ在［１］中证明了这样一些结论：对于余反射余代数犆，犇，如果犳：犇
→犆

是同

构，那么一定存在γ：犆→犇是同构使得γ＝犳；同样，对于反射代数犃，犅，如果犵：犅
ｏ
→犃

ｏ是

同构，那么一定存在同构β：犃→犅使得β
ｏ＝犵．根据定理１，犉＝（）是犆１ 到犃１ 的忠实、完全

的函子，而犌＝（）ｏ 是 犃１ 到犆１ 的忠实、完全的函子．那么，犉 是 Ｈｏｍ犆
１
（犆，犇）到 Ｈｏｍ犃

１

（犇，犆）的双射，且在犉映射之下，Ｈｏｍ犆
１
（犆，犇）集合中的单（满）同态与 Ｈｏｍ犃

１
（犇，犆）

集合的满（单）同态相互对应；特别地，Ｈｏｍ犆
１
（犆，犇）中的同构与 Ｈｏｍ犃

１
（犇，犆）的同构在

犉之下一一对应．类似地，在Ｈｏｍ犃
１
（犃，犅）与 Ｈｏｍ犆

１
（犅ｏ，犃ｏ）之间有同样的对应关系．这就

最大限度地推广了［１］中的结论．

（２）Ｓｗｅｅｄｌｅｒ在［４］中指出犉、犌是一对伴随函子（见［４］中定理６．０．５），但其留给读者

验证的部分几乎是“只能体会而不能实现的”．由定理１证明中的（２．３）式（２．４），可以把这

个定理的证明用计算的方法来实现，不但简化了证明，而且可以得到一个具体的理解．

３　扩张性及其应用

在许多范畴中，经常讨论这类问题，对于正合列

０→犃１ →犃→犃２ →０，

如果犃１，犃２ 满足某种性质（Ｐ），是否可以推出犃 也满足（Ｐ）呢？如果可以推出，那么就称

（Ｐ）是可扩张的．例如，几乎Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ代数与有理模都是可扩张
［２－４］．我们将证明（余）反

射都是可扩张的．

引理２　（ａ）犉＝（）是犆上的正合函子．

（ｂ）犌＝（）ｏ是犃上的左正合函子．

（ｃ）设是０→犃１→犃→犃２→０是犃上的正合列．如果犃１ 是弱反射的而且犃是真的，那

么

０→犃
ｏ
２ →犃

ｏ
→犃

ｏ
１ →０

９３３Ｎｏ．３　　　　　潘庆年：关于（余）反射的等价性和可扩张性及其应用



也是正合的．

证　对于任何两个线性空间犞１，犞２ 及线性变换犺：犞１→犞２，我们有等式

Ｋｅｒ犺 ＝ （Ｉｍ犺）⊥，Ｉｍ犺 ＝ （Ｋｅｒ犺）⊥．

这样，（ａ）成立．由引理１（ｃ）及引理２（ｂ），（ｃ）也成立．仅证（ｂ）即可，分两步进行

（１）设０→犃１ →
犳
犃 →

犵
犃２→０是正合列，为了证明

０→犃
ｏ
２

犵
→
ｏ

犃ｏ
犳
→
ｏ

犃ｏ１

是左正合的，只须证明Ｋｅｒ犳
ｏ＝Ｉｍ犵

ｏ．

注意到犳
ｏ是犳

在犃ｏ上的限制，因此

Ｋｅｒ犳
ｏ
＝Ｋｅｒ犳


∩犃

ｏ
＝ （Ｉｍ犳）⊥∩犃

ｏ．

　　（２）既然犵
ｏ是犵

在犃ｏ２ 上的限制，那么

Ｉｍ犵
ｏ
＝犵

（犃ｏ２）＝犵
（犃

２ ∩犃
ｏ
２）犵

（犃
２ ）∩犵

（犃ｏ２）Ｉｍ犵

∩犃

ｏ
狆，（３．１）

下面证明反包含．对于任何犪ｏ∈Ｉｍ犵

∩犃

ｏ，存在犫∈犃
２ 使得

犵
（犫）＝犪

ｏ，且犑Ｋｅｒ犪

犃，

这里犑是犃 的一个余有限维理想．容易验证

犵（犑）Ｋｅｒ犫
．

犵：犃→犃２ 是一个满射，犑是犃 的余有限维理想，可证犵（犑）是犃２ 的余有限维理想，按犃
ｏ
２ 的

定义知犫∈犃
ｏ
２，即犪

ｏ
∈犵

ｏ（犃ｏ２），故

Ｉｍ犵

∩犃

ｏ
犵

ｏ（犃ｏ２）犵
ｏ（犃

２ ）＝Ｉｍ犵
ｏ． （３．２）

　　由（３．１）、（３．２）两式，得到

Ｉｍ犵
ｏ
＝Ｉｍ犵


∩犃

ｏ
＝ （Ｋｅｒ犵）⊥∩犃

ｏ，

　　最后，我们到达下列等式

Ｋｅｒ犳
ｏ
＝Ｋｅｒ犳


∩犃

ｏ
＝ （Ｉｍ犳）⊥∩犃

ｏ
＝ （Ｋｅｒ犵）⊥∩犃

ｏ
＝Ｉｍ犵

ｏ．

证明完成． 

定理２　设０→犆１→犆→犆２→０是犆上正合列．

（ａ）如果犆１、犆２ 是强余反射，那么犆也是强余反射的．

（ｂ）假如犆２ 是余反射的，那么犆１ 余反射当且仅当犆余反射，特别地，由犆１、犆２ 余反射

可以推出犆余反射的，即余反射是可扩张的．

证　（ａ）注意犉＝（）是正合函子，故

０→犆

２ →犆


→犆


１ →０ （３．３）

也是正合的，由几乎Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ代数的可扩张性知犆是几乎Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ，故（ａ）成立．

（ｂ）在（３．３）中，根据定理１，犆２ 是反射，而犆

１ 总是真的，使用引理２（ｃ）及交换图

（２．１）′，我们可以得到下列交换图

→０ 犆 →１ →犆 犆 →２ ０

　 　
η犆
↓


１
　　

η
↓


犆
　　

η犆
↓


２

→０ 犆ｏ →１ 犆 →
ｏ 犆ｏ →２ ０

　．

注意η犆２是同构，由“短五引理”，η犆 是同构当且仅当η犆１是同构，当且仅当η犆１是同构，即是：犆

是余反射当且仅当犆１ 是余反射，证毕． 

类似地，我们有

定理３　设在函子犌＝（）
ｏ的作用下，下列正合列
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０→犃１ →犃→犃２ →０

保持正合性．

（ａ）如果犃１，犃２ 是弱反射（真的），那么犃也是．

（ｂ）如果犃１，犃，犃２ 中任何两个是反射的，那么第三个也是．

特别地，（弱）反射都是可扩张的．

证　类似于定理２，从略． 

下面介绍定理２－３的一些应用．由定理２－３，很容易得到：（１）如果犆１ 和犆２ 是（强）余

反射的，那么犆１犆２ 也是．（２）如果犃１ 和犃２ 是真的（弱反射或反射的），那么犃１犃２ 也是

真的（弱反射或反射的）．上述结论在［１－３］中的证明并不简单，但这里几乎成了显然的事

实．我们可以使用定理２－３去化简化［１－３］中许多工作，恕不一一列举．

致谢　感谢复旦大学朱胜林教授的宝贵意见．
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