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具有年龄结构的线性周期种群动力系统的

最优收获控制问题
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摘要：研究一类具有年龄结构的线性周期种群动力系统的最优收获控制问题，即讨论了具有周

期的生死率和周期变化的收获项的犔狅狋犽犪犕犮犽犲狀犱狉犻犮犽模型．利用 犕犪狕狌狉＇狊定理，作者证明了控

制问题最优解的存在性，同时借助于法锥概念，还得到了控制问题最优解存在的必要条件。最

后，在适当的假设下，得到了最优控制问题的唯一解。该文的结论推广了某些已有的结果．
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１　引言及问题的概述

近二十年来，具有年龄结构的种群动力系统的最优控制被广泛研究，而且国内外学者在

这方面已做了不少研究工作，如文献［２－８］及其中所引文献．据我们所知，自从 Ｍ．Ｂｒｏｋａｔａ

首次研究具有年龄结构的种群动力系统的最优控制问题［２－３］以来，许多学者致力于这方面

工作，特别是Ｇｕｔｒｉｎ，Ｍｕｒｐｈｙ的文献
［４－５］及 Ｍｕｒｐｈｙ，Ｓｍｉｔｈ的文献［６］为这方面研究奠定

了基础．这些工作主要是在非周期环境下考虑最优控制问题的最优性条件（极大值原理）和

最优控制的近似化方法．关于具有年龄结构的种群动力系统的最优收获控制在文献［１０］被

ＡｎｉｔａＳ，ＩａｎｎｅｌｌｉＭ，ＫｉｍＭＹ和ＰａｒｋＥＪ研究，但在他们讨论的指标泛函中没有考虑种群

个体的年龄因素，这不太符合实际问题．因此，本文在指标泛函中考虑种群个体年龄因素，

研究如下最优控制问题（Ｐ）

Ｍａｘｉｍｉｚｅ∫
犜

０∫
犪
＋

０
狌（犪，狋）犵（犪）狆

狌（犪，狋）ｄ犪ｄ狋，　狌∈犝， （Ｐ）

其中狆
狌 是下列系统

犇狆（犪，狋）＋μ（犪，狋）狆（犪，狋）＝犳（犪，狋）－狌（犪，狋）狆（犪，狋），　（犪，狋）∈犙，

狆（０，狋）＝∫
犪
＋

０
β（犪，狋）狆（犪，狋）ｄ犪，　狋∈犚，

狆（犪，狋）＝狆（犪，狋＋犜），　（犪，狋）∈

烅

烄

烆 犙

（１．１）

的解，这里犙＝（０，犪＋）×犚 （犪＋，犜∈（０，＋∞）），犇狆表示狆的方向导数，即
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犇狆（犪，狋）＝ｌｉｍ
ε→０

狆（犪＋ε，狋＋ε）－狆（犪，狋）

ε
．

狌（犪，狋）表示狋时刻年龄为犪 的收获率，是控制变量，并且假设

狌∈ ｛犝｝＝ ｛犺∈犔
∞（犙）；θ１（犪，狋）≤犺（犪，狋）

＝犺（犪，狋＋犜）≤θ２（犪，狋）　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙｝，

其中，θ１，θ２∈犔
∞（犙），０≤θ１（犪，狋）＝θ１（犪，狋＋犜）≤θ２（犪，狋）＝θ２（犪，狋＋犜），ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，

犵（犪）表示年龄为犪的种群个体的重量，积分

∫
犜

０∫
犪
＋

０
狌（犪，狋）犵（犪）狆

狌（犪，狋）ｄ犪ｄ狋， （１．２）

表示在一个周期区间［０，犜］内收获种群的总重量，而且犵满足下面的假设条件

犵∈犆
１（［０，犪＋］），　犵（犪）＞０，　犪∈ （０，犪＋）， （Ａ１）

　　模型（１．１）刻画了含有收获项且具有年龄结构的种群动力系统的季节性变化种群发展

规律，即在（１．１）中，狆（犪，狋）表示狋时刻年龄为犪的种群密度，β（犪，狋），μ（犪，狋）分别表示种群的

出生率和死亡率，狌（犪，狋）为收获率，犳（犪，狋）表示外界向环境内的输入率．

文献［１３］提供了可研究的有价值的性能指标函数，文献［１０］考虑了下列性能指标

∫
犜

０∫
犪
＋

０
狌（犪，狋）狆

狌（犪，狋）ｄ犪ｄ狋， （１．３）

其中狆
狌 是系统（１．１）的解．

本论文将着重强调种群个体的年龄因素，如大多数鱼类种群（及许多动物类种群）是由

不同年龄阶段的鱼构成．显然任何一种鱼随其成长，其价值越大．因此最优收获 不仅要考

虑单位时间内收获种群的数量，还要考虑收获不同年龄阶段鱼的数量．从生态观点看，函数

犵表示年龄为犪的种群个体的重量，并且满足假设条件（Ａ１）．当犵（犪）≡１，犪∈（０，犪＋）时，

目标函数（１．２）式可简化为（１．３）式，因此我们推广了文献［１０］的结果．

在本文中，我们作如下假设

β∈犔
∞（犙），β（犪，狋）≥０，β（犪，狋）＝β（犪，狋＋犜），ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙， （Ａ２）

μ（犪，狋）＝μ０（犪）＋珘μ（犪，狋），　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，

μ０ ∈犔
１

犾狅犮（［０，犪＋）），μ０（犪）≥０，　ａ．ｅ．犪∈ ［０．犪＋），

∫
犪
＋

０
μ０（犪）ｄ犪＝＋∞，

珘
μ∈犔

∞（犙），珘μ（犪，狋）≥０，　珘μ（犪，狋）＝珘μ（犪，狋＋犜），　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙

烅

烄

烆 ．

（Ａ３）

犳∈犔
∞（犙），犳（犪，狋）≥０，犳（犪，狋）＝犳（犪，狋＋犜），　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙． （Ａ４）

　　关于系统（１．１）中各项更详细的生态含义和基本假设（Ａ２）－（Ａ４）的具体含义可参考专

著［１，１２］．

另外，我们还假设

狉（犃μ）＜１， （Ａ５）

其中狉（犃μ）是线性有界算子犃μ 的谱半径，犃μ 定义如下

犃μ：犔∞
犜（犚）→犔

∞
犜（犚），（犃μ犺）（狋）＝∫

犪
＋

０
犓（狋，狊；μ）犺（狋－狊）ｄ狊．

犺∈犔
∞
犜（犚）＝｛犺∈犔

∞（犚）；犺（狋）＝犺（狋＋犜）　ａ．ｅ．狋∈犚｝，这里

犓（狋，狊；μ）＝
β（狊，狋）ｅｘｐ｛－∫

狊

０
μ（犪－σ，狋－σ）ｄσ｝，　 当０≤狊≤ｍｉｎ｛狋，犪＋｝，

０，　 其它
烅

烄

烆 ．
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　　为了方便起见，我们引入如下的定义和性质

定义１．１　犔∞
犜（犙）＝｛犺（犪，狋）∈犔

∞（犙）；犺（犪，狋）＝犺（犪，狋＋犜）　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙 ｝．

定义１．２　系统（１．１）的解，是指函数狆∈犔∞
犜（犙），它在每一条特征线犛：犪－狋＝犽（常数）

上绝对连续，且满足下列条件

犇狆（犪，狋）＋μ（犪，狋）狆（犪，狋）＝犳（犪，狋）－狌（犪，狋）狆（犪，狋），　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，

ｌｉｍ
ε→０

＋
狆（ε，狋＋ε）＝∫

犪
＋

０
β（犪，狋）狆（犪，狋）ｄ犪，　ａ．ｅ．狋∈犚，

狆（犪，狋）＝狆（犪，狋＋犜），　ａ．ｅ．　（犪，狋）∈犙

烅

烄

烆 ．

（１．４）

　　由标准证明
［９］，我们易得到下列命题

命题１．３　若条件（Ａ２）－（Ａ５）成立，则系统（１．１）有唯一的解狆
狌
∈犔犜

∞（犙），而且

（１）如果犳（犪，狋）≥０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，则狆
狌（犪，狋）≥０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙；

（２）如果犳（犪，狋）＞０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，则狆
狌（犪，狋）＞０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙；

（３）如果狌１，狌２ 满足条件（Ａ３），且狌１（犪，狋）≤狌２（犪．狋），ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，犳（犪，狋）≥０，ａ．

ｅ．（犪，狋）∈犙，则狆
狌
２（犪，狋）≤狆

狌
１（犪，狋），ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙．其中狆

狌犻（犪，狋），犻＝１，２，分别表示系

统（１．１）对应于狌：＝狌犻，犻＝１，２的解；

（４）在犔∞
犜（犙）中，如果犳狀→犳，则在犔

∞
犜 （犙）中有狆

狌
狀→狆

狌。其中狆
狌
狀，狆

狌，分别表示系统

（１．１）对应于犳：＝犳狀，犳＝犳的解．

命题１．４　设条件（Ａ２）－（Ａ５）成立，则系统（１．１）至多有如下意义的一个弱解

∫
犜

０∫
犪
＋

０

｛－犇φ（犪，狋）＋μ（犪，狋）φ（犪，狋）－β（犪，狋）φ（０，狋）｝狆（犪，狋）ｄ犪ｄ狋

＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
犳（犪，狋）φ（犪，狋）ｄ犪ｄ狋，

其中φ在每一条特征线犪－狋＝犽（常数）上绝对连续，且满足下列条件

φ∈犔
∞
犜（犙），

犇φ∈犔
１（（０，犪＋）×（０，犜）），

μφ∈犔
１（（０，犪＋）×（０，犜））

烅

烄

烆 ．

　　为了方便，我们用Φ表示满足上述条件所有的φ构成的集合．

２　最优解的存在性

本段我们将讨论最优控制问题（Ｐ）解的存在性．

定里２．１　若条件（Ａ１）－（Ａ５）成立，则控制问题（Ｐ）至少存在一个最优解．

证　设

犑（狌）＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
狌（犪，狋）犵（犪）狆

狌（犪，狋）ｄ犪ｄ狋，　狌∈犝，

及

犱＝ｓｕｐ
狌∈犝
犑（狌）．

　　由命题１．３的（３）及条件（Ａ１）知

０≤犑（狌）≤犕‖θ２‖犔
∞
犜
（犙）∫

犜

０∫
犪
＋

０
狆
θ１（犪，狋）ｄ犪ｄ狋，　狌∈犝．

（其中狆θ１是系统（１．１）对应于狌：＝θ１ 的解，犕＝ ｍａｘ
犪∈［０，犪＋

］
犵（犪））．
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因此，我们容易得到犱∈［０，∞），取控制列｛狌狀｝狀∈犖犝，使得

犱－
１

狀
≤犑（狌狀）≤犱． （２．１）

由比较定理（命题１．３）得０≤狆
狌狀（犪，狋）≤狆θ１（犪，狋），ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，于是存在｛狆

狌狀｝的子列，

我们仍记为｛狆
狌狀｝，在犔２（犙）中弱收敛于狆，即狆

狌狀 →
弱

→狆
．

　　由 Ｍａｚｕｒ＇ｓ定理及其推论［１１］，我们得知狆
狌狀（狀＝１，２，…．）的凸组合序列｛珟狆狀｝满足

珟狆狀 ＝ ∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻狆

狌犻，λ
狀
犻 ≥０，∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻 ＝１（犽狀 ≥狀＋１），

且｛珟狆狀｝在犔
２（犙）中收敛于狆，即

珟狆狀 →狆
．

由条件（Ａ１）知，｛犵珟狆狀｝在犔
２（犙）中强收敛于犵狆，即

犵珟狆狀 →犵狆
． （２．２）

设控制珘狌狀 定义如下

珘狌狀（犪，狋）＝

∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻狆

狌犻（犪，狋）狌犻（犪，狋）

∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻狆

狌犻（犪，狋），

　 当∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻狆

狌犻（犪，狋）≠０，

θ１（犪，狋），　 当∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻狆

狌犻（犪，狋）＝０

烅

烄

烆
．

容易证明：珘狌狀∈犝，且有

珟狆狀（犪，狋）＝狆
珘狌狀（犪，狋），　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙．

同理，存在｛珘狌狀｝的子列，我们仍记为｛珘狌狀｝，使得

珘狌狀 →狌
，

犑（珘狌狀）＝ ∑

犽狀

犻＝狀＋１

λ
狀
犻犑（狌犻）→犱，　狀→＋∞

烅

烄

烆 ．

（２．３）

由（２．２），（２．３）式及条件（Ａ１）得知

犱＝ｌｉｍ
狀→＋∞
犑（珘狌狀）＝∫

犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）狌（犪，狋）狆（犪，狋）ｄ犪ｄ狋． （２．４）

　　现在证明下列等式

狆
（犪，狋）＝狆

狌


（犪，狋）　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙， （２．５）

为了证明等式（２．５），我们首先要利用命题１．４得知：狆
珘狌狀是系统（１．１）对应于狌：＝珘狌狀 的一个

弱解，即对φ∈Φ，有

∫
犜

０∫
犪
＋

０

［－犇φ（犪，狋）＋（μ（犪，狋）＋珘狌狀（犪，狋））φ（犪，狋）－β（犪，狋）φ（０，狋）］狆
珘狌狀（犪，狋）ｄ犪ｄ狋

＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
犳（犪，狋）φ（犪，狋）ｄ犪ｄ狋． （２．６）

再对等式（２．６）取极限（狀→＋∞），对φ∈Φ，有

∫
犜

０∫
犪
＋

０

［－犇φ（犪，狋）＋（μ（犪，狋）＋狌
（犪，狋））φ（犪，狋）－β（犪，狋）φ（０，狋）］狆

（犪，狋）ｄ犪ｄ狋

＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
犳（犪，狋）φ（犪，狋）ｄ犪ｄ狋．
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　　于是再由命题１．４得知：等式（２．５）成立．从而，由（２．３）、（２．４）式可以推得此定理成立，

证毕． 

３　极大值原理

本段讨论最优控制问题（Ｐ）的解所满足的必要条件，通过讨论，我们得到了Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ＇

ｓ极大值原理．

首先证明下列有用的引理．

引理３．１　设（狌，狆
狌


）是最优问题（Ｐ）的最优对，对ε＞０，且ε足够小，对υ∈犜犝（狌
）

（犜犝（狌
）表示犝在狌处的切锥），有狌＋ευ∈犝，则在犔∞

犜（犙）中下列极限存在．

１

ε
（狆
狌

＋ευ
－狆

狌


）→狕，　 当ε→０
＋，

其中狕是方程

犇狕（犪，狋）＋μ（犪，狋）狕（犪，狋）＝－υ狆
狌


－狌
狕，　 （犪，狋）∈犙，

狕（０，狋）＝∫
犪
＋

０
β（犪，狋）狕（犪，狋）ｄ犪，　狋∈犚，

狕（犪，狋）＝狕（犪，狋＋犜），　 （犪，狋）∈

烅

烄

烆 犙

（３．１）

的解．

证　系统（３．１）解的存在唯一性可由命题１．２证得．令

狑ε（犪，狋）＝
１

ε
［狆
狌

＋ευ（犪，狋）－狆

狌


（犪，狋）］－狕（犪，狋），　（犪，狋）∈犙．

显然狑ε是方程

犇狑（犪，狋）＋μ（犪，狋）狑（犪，狋）＝－狌
狑－υ［狆

狌

＋ευ
－狆

狌


］，　 （犪，狋）∈犙，

狑（０，狋）＝∫
犪
＋

０
β（犪，狋）狑（犪，狋）ｄ犪，　狋∈犚，

狑（犪，狋）＝狑（犪，狋＋犜），　 （犪，狋）∈

烅

烄

烆 犙

的解．

由于在犔∞
犜（犙）中，（狆

狌

＋ευ－狆

狌


）→０（ε→０
＋），注意到命题１．３的（４），我们可推得：在

犔∞
犜（犙）中有狑ε→０（ε→０

＋）．因此，此结论成立，证毕． 

由标准证明（［９］），我们易得到下列引理：

引理３．２　如果狉（犃μ）＜１，θ１（犪，狋）－
犵′（犪）

犵（犪）
≥０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，则系统

犇狇－μ狇＋
犵′（犪）

犵（犪）
狇＝狌

（１＋狇）－
犵（０）

犵（犪）β
（犪，狋）狇（０，狋），　（犪，狋）∈犙，

狇（犪＋，狋）＝０，　狋∈犚，

狇（犪，犜）＝狇（犪，狋＋犜），　（犪，狋）∈犙

烅

烄

烆 ，

（３．２）

有唯一的非正解狇．

这里的函数狇在每一条特征线犪－狋＝犽（常数）上绝对连续，并且满足下列条件：

犇狇－μ狇＋
犵′（犪）

犵（犪）
狇＝狌

（１＋狇）－
犵（０）

犵（犪）β
（犪，狋）狇（０，狋），　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，

ｌｉｍ
ε→０

＋
狇（犪＋－ε，狋－ε）＝０，　ａ．ｅ．狋∈犚

烅

烄

烆 ，

（３．３）
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与

狇∈犔
∞
犜（犙），

犇狇∈犔
１（（０，犪＋）×（０，犜）），

珔
μ狇∈犔

１（（０，犪＋）×（０，犜
烅

烄

烆 ）），

（３．４）

其中

珔
μ（犪，狋）＝μ（犪，狋）＋狌

（犪，狋）－
犵′（犪）

犵（犪）
，（犪，狋）∈犙．

　　定理３．３　设条件（Ａ１）－（Ａ５）成立，犳（犪，狋）＞０，θ１（犪，狋）－
犵′（犪）

犵（犪）
≥０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，

如果狌是最优控制问题（Ｐ）的解，狇是下列方程

犇狇－μ狇＋
犵′（犪）

犵（犪）
狇＝狌

（１＋狇）－
犵（０）

犵（犪）β
（犪，狋）狇（０，狋），　（犪，狋）∈犙，

狇（犪＋，狋）＝０，　狋∈犚，

狇（犪，狋）＝狇（犪，狋＋犜），　 （犪，狋）∈

烅

烄

烆 犙

（３．５）

的解．则有

狌（犪，狋）＝
θ１（犪，狋），　 当１＋狇（犪，狋）＜０，

θ２（犪，狋），　 当１＋狇（犪，狋）＞０｛ ．
（３．６）

　　证　系统（３．５）的解狇存在唯一性可由引理３．２推得．用犖犝（狌
）表示犝在狌处的法锥

（在犔∞（犙）中）．

对任意υ∈犜犝（狌
），当ε＞０且充分小时，有狌＋ευ∈犝，由于狌是最优控制问题（Ｐ）的

解，从而有

∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）狌狆

狌


ｄ犪ｄ狋≥∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）（狌 ＋ευ）狆

狌

＋υｄ犪ｄ狋．

因此有

∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）狌

狆
狌

＋υ
－狆

狌


ε
ｄ犪ｄ狋＋∫

犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）υ狆

狌

＋υｄ犪ｄ狋≤０． （３．７）

　　由命题１．３立即可推出：在犔∞
犜（犙）中有狆

狌

＋υ
→狆

狌


（ε→０
＋）．

对（３．７）式取极限ε→０
＋，并由引理３．１，我们得

∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）（狌狕＋υ狆）ｄ犪ｄ狋≤０． （３．８）

　　在（３．５）式中的第一个等式两边乘以（犵狕）（犪，狋）并在［０，犜］×［０，犪＋］积分得

∫
犜

０∫
犪
＋

０

（犇狇－μ狇＋
犵′

犵
狇）犵狕ｄ犪ｄ狋

＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）狕（犪，狋）［狌（１＋狇）－

犵（０）

犵（犪）β
（犪，狋）狇（０，狋）］ｄ犪ｄ狋．

　　利用（３．１）与（３．５）式得

－∫
犜

０∫
犪
＋

０

（犇狕＋μ狕）犵狇ｄ犪ｄ狋＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
狌（１＋狇）犵（犪）狕（犪，狋）ｄ犪ｄ狋． （３．９）

　　由（３．１）与（３．９）式，我们得到

∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵狇υ狆

狌


ｄ犪ｄ狋＝∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵狌

狕ｄ犪ｄ狋． （３．１０）

　　对任意υ∈犜犝（狌
），当ε＞０，且充分小时，有狌＋ευ∈犝，从而由（３．８）与（３．１０）式可知
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∫
犜

０∫
犪
＋

０
犵（犪）υ（犪，狋）（１＋狇（犪，狋））狆

狌


（犪，狋）ｄ犪ｄ狋≤０，

即犵（１＋狇）狆
狌


∈犖犝（狌
），于是由法锥元素的特征刻画得知

狌（犪，狋）＝
θ１（犪，狋），　 当犵（犪）（１＋狇（犪，狋））狆

狌


（犪，狋）＜０，

θ２（犪，狋），　 当犵（犪）（１＋狇（犪，狋））狆
狌


（犪，狋）＞０
烅
烄

烆 ．

　　由于犳（犪，狋）＞０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙．并注意到命题１．３，立即可推得，狆
狌


（犪，狋）＞０，ａ．ｅ．

（犪，狋）∈犙，因此（３．６）式成立，证毕． 

由文献［９］的标准证明，我们可得如下推论．

推论３．４　方程（３．５）的解狇也是下列方程

犇狇－（μ＋θ１－
犵′

犵
）狇＝θ１＋（θ２－θ１）（１＋狇）

＋
－
犵′（犪）

犵（犪）β
狇（０，狋），　（犪，狋）∈犙，

狇（犪＋，狋）＝０，　狋∈犚，

狇（犪，狋）＝狇（犪，狋＋犜），　 （犪，狋）∈

烅

烄

烆 犙

（３．１１）

的解，并且方程（３．１１）有唯一解．

下面，考虑最优控制问题（Ｐ）解的唯一性．在给出结论之前，我们需要作进一步假设

犵（犪）μ（犪，狋）－犵′（犪）＞０，　ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙，

且对任意狋０ ∈犚，
犵（０）β（·，狋０）

犵（·）μ（·，狋０）－犵′（·）

在任一非零测度子集上不是严格正常数

烅

烄

烆 ．

（Ａ６）

　　若条件（Ａ１）－（Ａ６）成立，则我们易得如下结论．

定理３．５　如果条件（Ａ１）－（Ａ６）及犳（犪，狋）＞０，ａ．ｅ．（犪，狋）∈犙成立，则最优控制问题

（Ｐ）有唯一解狌，并且解狌由（３．６）式给出．

证　此定理的证明与文献［１０］中的定理３．１．４证明类似，这里我们省略不证． 

注３．６　如果犵（犪）≡１，犪∈（０，犪＋）时，目标泛函（１．２）式和假设条件（Ａ６）分别简化

为（１．３）式和文献［１０］中的（Ａ６），于是我们的结论是文献［１０］的推广．

注３．７　在种群密度犘（犪，狋）中可以考虑时间滞后，如文献［１４－１５］。此问题有等于我

们进一步讨论。
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