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具有相位阻尼的 犕犻犾犫狌狉狀主方程控制的双光子犑犆模型
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摘要：该文利用超算子技术求出了相位阻尼下非共振双光子ＪＣ模型主方程的解析解，研究了

其相位阻尼对光子数分布振荡，原子数反转与恢复和亚泊松光子分布等非经典效应的影响．研

究表明：相位阻尼能抑制原子反转与恢复和腔场的非经典效应．

关键词：ＪＣ模型；Ｍｉｌｂｕｒｎ方程；相位阻尼．

犕犚（２０００）主题分类：３５Ｂ３０；３５Ｂ４５　　中图分类号：Ｏ４１３．１；Ｏ４１１．１　　文献标识码：Ａ

文章编号：１００３３９９８（２００５）０４５４６５５３

１　引言

众所周知，ＪＣ模型是一个非常重要的理论模型
［１］，它在旋波近似和无阻尼情况下是可

解的．然而，由于阻尼在任何实际情况下都是存在的，因此从理论和实验上看，阻碍尼情况

下ＪＣ模型的解具有更重要的意义．研究
［２－４］发现：由ＪＣ模型预见的原子反转振荡的塌缩

与恢复与采用微波腔中的里德堡原子所做的实验完全一致．在这些实验中，人们必须考虑

阻尼效应．

过去十年，很多作者利用解析近似方法［５－８］和数值计算方法［９－１２］处理过具有阻尼的Ｊ

Ｃ模型．例如，Ｄａｅｕｂｌｅｒ，Ｒｉｓｋｅｎ和Ｓｃｈｏｅｎｄｏｒｔ
［１３］求出了热库处于绝对零度时阻尼情况下

ＪＣ模型中场强和原子数反转的解析表达式；Ａｇａｒｗａｌ和Ｐｕｒｉ
［１４］提出了光场处于真空态时

的初态解析解．然而，以上工作中处理的阻尼都是能量扩散．在这种扩散的能量量子系统

中，系统与环境之间存在能量交换，其相互作用的哈米顿量与系统的哈米顿量不对易．在另

一种阻尼，我们称之为相们阻尼［１５］，它是在量子系统与环境的的作用过程中由量子系统和

原子碰撞的散射诱发的．在这种情况下，系统与环境的哈米顿量相互对易，系统与环境之间

不存在能量交换．在相互作用过程中系统仅仅产生一个相位变化．最近研究表明：相位阻

尼能诱发消相干能严重地降低了量子计算中所接收量子比特的保真度［１６］．本文旨在研究

具有相位阻碍尼的ＪＣ模型．我们将给出在非共振双光子条件下具有相位阻尼的主方

程［１７－１９］的解析解，并解析地研究了场和原子的动力学性质，证明了相位阻尼能抑制非经典

效应．而当相位阻尼为零时，我们能获得通常的结果．
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２　描述相位阻尼的主方程及解析解

大家知道与一个由无数谐振子组成的热库相互作用的系统，其哈米顿量［２０－２２］可表示为
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这里第二项表示热库哈米顿量，第三项代表系统与热库相互作用，最后一项表示重整化项．

方程（１）描述的阻尼就是相位阻尼．根据文献［２３］中的方法，在 Ｍａｒｋｏｖｉａｎ近似下，薛定谔

表象下描述系统的约化密度的主方程式可表示为

ｄρ（狋）

ｄ狋
＝
１

犻
［犎，ρ（狋）］－γ［犎，［犎，ρ（狋）］］， （２）

这里γ为系统相位阻尼常数．

在旋波近似下利用双光子过程描述二能级原子与单模腔场相互作用非共振ＪＣ模型哈

米顿量［２４］由下式给出
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这里ω０ 为原子跃迁频率，ω为腔场频率，λ为场与原子耦合常数，^犪
＋和犪^分别是场产生和消

灭算符，^σ３ 为原子反转算符，^σ±是原子“自旋倒转”算符且满足关系式［^σ＋ ，^σ－］＝２^σ３ 和［^σ３，

σ^±］＝±２^σ±．为简单起见，我们全文假设＝１．

为求在哈米顿量（３）下主方程（２）中约化密度矩阵＾ρ（狋）的精确解，我们引入三个超算符

犚^，^犛和犜^，利用它们在密度算符中的作用分别定义如下
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ｅｘｐ（^犛τ）^ρ（狋）＝ｅｘｐ（－ｉ^犎τ）^ρ（狋）ｅｘｐ（ｉ^犎τ）， （５）
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以上三式中的哈米顿量 犎^ 由方程（３）式给出．于是我们获得主方程（２）的形式解如下

＾
ρ（狋）＝ｅｘｐ（^犚狋）ｅｘｐ（^犛狋）ｅｘｐ（^犜狋）^ρ（０）， （７）

这里＾ρ（０）为初始原子与腔场系统的密度矩阵．

假设场初始制备在相干态｜犆〉，原子制备在激发态｜犲〉，则系统的初始密度矩阵取如下

形式

＾
ρ（０）＝
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（ ）０ ０
． （８）

我们将哈米顿量（３）分解为能相互对易的两项之和，即

犎^ ＝ 犎^０＋犎^１，［^犎０，^犎１］＝０， （９）

在两维原子基底下，^犎０ 和 犎^１ 分别取如下形式

犎^０ ＝ω
狀^＋１ ０

０ 狀^－（ ）１ ，　犎^１ ＝
δ λ^犪

２

λ^犪
＋２
－（ ）δ ， （１０）

这里狀^＝^犪＋犪^和δ＝
１

２
（ω０－２ω）．

类似地哈米顿量（３）的平方也能分解为相互对易的两项之和
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犎^２
＝犃^＋犅^，　［^犃，^犅］＝０． （１１）

算符犃^和犅^ 在两维原子基下可表示为
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　　利用方程（９）和（１１），通过复杂的计算，我们能将形式解（７）表示为
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其中算符＾ρ２（狋）为辅助密度算符，定义如下

＾
ρ２（狋）＝ｅｘｐ（^犛狋）ｅｘｐ（^犜狋）^ρ（０）． （１５）

　　由于方程（１４）的形式使用不方便，我们必须知道密度算符＾ρ（狋）的矩阵元来计算观察量

的期待值．因此，我们在两维原子基底下详细地计算密度算符的矩阵元．因为 犎^０ 和 犎^１ 对

易，从方程（９）我们得到
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　　方程（１６）也能表示如下
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这里算符
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其中
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为方便起见，我们引入算符
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于是方程（１７）变为
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　　假设 犕^
（犽）（狋）≡犎^

犽^
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（犽）（狋），其矩阵元可由下列各式详细给出
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其中

φ
（犽）′
－ （^狀）＝

λ

δ
２
＋λ

２犪^２犪^＋槡
２φ

（犽）
－ （^狀）， （２５）

（^ρ２（狋））犻，犼 ＝狘Ψ犻（狋）〉〈Ψ犼（狋）狘，（犻，犼＝１，２）， （２６）

狘Ψ（狋）〉＝ｅｘｐ｛－γ狋［ω
２（^狀＋１）＋λ

２犪^２犪^＋２＋δ
２］｝狘狕ｅ－

ｉω狋〉． （２７）

最后，我们就得到了非共振双光子ＪＣ模型的主方程（３）的精确解的详细表达式
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　　利用这个解能计算各种有意义算符的平均值．下面我们利用它来研究阻尼相位对ＪＣ

模型中腔场和原子动力学的影响．

３　原子反转

我们在这节推导出原子反转的解析表达式，然后研究相位阻尼对原子反转的影响．原

子反转定义为处于激发态的原子的几率减去处于基态的原子的几率．利用解（２８），原子反

转能表示为
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　　通过漫长而直接的计算，我们得到方程（３０）右边两个矩阵元的期待值如下
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２）狘犉３－（狀）狘
２

－２Ｒｅ（犉
＋ （狀－２）犉３－（狀））（１＋δ）犪（狀）（狀（狀－１））

１／２］｝狘Ψ（狀－２，狋）狘
２．

（３２）

其中

犉＋ （^狀，狋）＝犉＋ （^狀－２，狋）＝犈－ （^狀，狋）犇－ （^狀，狋）＋犈３（^狀，狋）＋犈３（^狀，狋）犇３－（^狀，狋）^犪
＋２犪^２，
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犉３±（^狀，狋）＝犈３（^狀，狋）犇± （^狀，狋）＋犈± （^狀，狋）犇３±（^狀，狋），

犈± （^狀，狋）＝ｃｏｓ［γ狋 犃± （^狀槡 ）］－２ωδ（^狀＋１）
ｓｉｎｈ［γ狋 犃± （^狀槡 ）］

犃± （^狀槡 ）
，

犈３（^狀，狋）＝－２ωλ（^狀－１）
ｓｉｎｈ［γ狋 犃－ （^槡 狀）］

犃－ （^狀槡 ）
，

犃－ （^狀）＝犃＋ （^狀－２）＝ （２ωδ）
２（^狀－１）

２
＋（２λω）

２（^狀－１）
２犪^＋２犪^２，

犇－ （^狀，狋）＝犇＋（狀－２，狋）＝ｃｏｓ［狋（δ
２
＋λ

２犪^＋２犪^２）］－δ
ｓｉｎｈ［狋（δ

２
＋λ

２犪^＋２犪^２）］

δ
２
＋λ

２犪^＋２犪^槡
２

，

犇３－（^狀，狋）＝犇３＋（^狀－２，狋）＝－ｉλ
ｓｉｎｈ［狋（δ

２
＋λ

２犪^＋２犪^２）］

δ
２
＋λ

２犪^＋２犪^槡
２

． （３３）

引入

狘ψ（狀，狋）狘
２
＝狘〈狀狘ψ（狋）狘狀〉狘

２
＝狘犙狀狘

２ｅｘｐ｛－γ狋［ω
２（狀＋１）

２
＋δ

２
＋λ

２（狀＋１）（狀＋２）］｝，

（３４）

犪（狀）＝
狀（狀－１）

δ
２
＋狀（狀－１）λ［ ］２

１／２

λ， （３５）

且 犙狀 ＝ｅｘｐ（－
１

２
狘犮狘

２）犮
狀

狀槡！
． （３６）

将方程（３１）和（３２）代入方程（３），并且考虑到关系式α
犽
±（狀）＝β

犽
±（狀＋２），我们发现

〈^σ３（狋）〉＝
１

４∑
∞

狀＝０

狘Ψ（狀，狋）狘
２｛狘犉狋（狀）狘

２［（１＋δ
２
－犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α
２
＋（狀））

＋（２－２δ
２
＋犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α＋（狀）α－（狀））

＋（（１－δ）
２
－犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α
２
－（狀））］

＋狘犉３－（狀＋２）狘
２［（犪２（狀）－（１－δ）

２）（狀＋１）（狀＋２）ｅｘｐ（２γ狋α
２
＋（狀））

－２（１－δ
２
＋（狀＋１）（狀＋２）犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α＋（狀））

＋犪（狀）（１＋δ＋（（狀＋１）（狀＋２））
１／２犪２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α

２
－（狀））］

＋２Ｒｅ（犉
＋ （狀）犉３－（狀＋２））犪（狀）δ［（狀＋１）（狀＋２）］

１／２

·［ｅｘｐ（２γ狋α
２
＋（狀））＋ｅｘｐ（２γ狋α

２
－（狀））］｝． （３７）

　　下面我们讨论共振情形，即δ＝０．这时原子核反转简化为

〈^σ３（狋）〉＝∑
∞

狀＝０

狘犙狀狘
２ｅｘｐ［－４γλ

２狋（狀＋１）（狀＋２）］ｃｏｓ［２γ狋（（狀＋１）（狀＋２））
１／２］，（３８）

　　这表明主方程（２）中的相位阻尼项导致了主程式（３８）衰减因子：ｅｘｐ｛－４γλ２（狀＋１）（狀＋

２）狋｝，的出现，它就是原子反转恢复被破坏的原因．从上述表达式我们知道随着相位阻尼γ

的增加，能观察到原子核反转恢复将迅速变坏．当相位阻尼消失时，表达式（３８）式将简化为

通常的表达式

〈^σ３（狋）〉＝∑
∞

狀＝０

狘犙狀狘
２ｃｏｓ［２γ狋（（狀＋１）（狀＋２））

１／２］． （３９）

４　腔场的动力学性质

我们知道ＪＣ模型中的场在时间演化过程中呈现出许多非经典性质，如光子数分布振
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荡和亚泊松光子数分布．下面将对此进行研究．

１）光子数分布

ＪＣ模型中光子数振荡是一种腔场的非经典效应．下面我们讨论ＪＣ模型中辐射场的

光子数分布以进一步理解相位阻尼对这种非经典行为的影响．腔场院约化密度算符可通过

总的密度算符＾ρ（狋）对原子态取迹而获得，即，^ρ犉＝犜狉犃^ρ（狋）．于是在辐射场中发现狀个光子

的几率为

犘（狀，狋）＝∑
∞

狀＝０

（２γ狋）
犽

犽！
［〈狀狘犕^

（犽）
１１ （狋）狘狀〉＋〈狀狘犕^

（犽）
２２ （狋）狘狀〉］． （４０）

　　利用上式很容易计算腔场的强度，结果是

〈^狀（狋）〉＝
１

４∑
∞

狀＝０

狀狘ψ（狀，狋）狘
２｛狘犉＋（狀）狘

２［（１＋δ
２
＋α

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α
２
＋（狀））

＋（２－２δ
２
－犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α＋（狀）α－（狀））

＋（（１－δ）
２
＋犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α
２
－（狀））］

＋狘犉３－（狀＋２）狘
２［（犪２（狀）＋（１－δ）

２（狀＋１）（狀＋２）ｅｘｐ（２γ狋α
２
＋（狀））

－２（１－δ
２
＋（狀＋１）（狀＋２）犪

２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α＋（狀）α－（狀））

－犪（狀）（１＋δ－（（狀＋１）（狀＋２））
１／２犪２（狀））ｅｘｐ（２γ狋α

２
０（狀））］

＋２Ｒｅ（犉
＋ （狀）犉３－（狀＋２））犪（狀）（（狀＋１）（狀＋２））

１／２

·［（２－δ）ｅｘｐ（２γ狋α
２
＋（狀））－４δｅｘｐ（２γ狋α＋（狀）α－（狀））－２ｅｘｐ（２γ狋α

２
０（狀））］｝．

（４１）

　　如果考虑共振情况：δ＝０，其光子数分布表达式简化为

犘（狀，狋）＝
１

２
狘犙狀狘

２｛１＋ｅｘｐ［－４γλ
２狋（狀＋１）（狀＋２）］ｃｏｓ［２λ狋（（狀＋１）（狀＋２））

１／２］｝

＋
１

２
狘犙狀－２狘

２｛１－ｅｘｐ［－４γλ
２狋狀（狀＋１）］ｃｏｓ［２λ狋（狀（狀－１））

１／２］｝， （４２）

同时腔场的强度由下式给出

〈^狀（狋）〉＝珔狀＋１－犲
珔狀

∑
∞

狀＝０

珔狀狀

狀！
ｅｘｐ［－４γλ

２狋（狀＋１）（狀＋２）］ｃｏｓ［２λ狋（狀（狀－１））
１／２］，（４３）

这里珔狀２｜犮｜
２ 为腔场的初始平均光子数．显然在方程（４２）和（４３）中衰减因子ｅｘｐ｛－４γλ

２狋（狀

＋１）（狀＋２）｝和ｅｘｐ｛－４γλ
２狋狀（狀－１）｝的出现来源于主方程（３）中的相位阻尼，它们导致了光

子数分布振荡行为的减弱．当相位阻尼消失时，方程（４２）和（４３）转变为

　犘（狀，狋）＝｜犙狀｜
２ｃｏｓ２［λ狋（（狀＋１）（狀＋２））

１／２］＋｜犙狀－２｜
２ｓｉｎ２［λ＋（狀（狀－１））

１／２］ （４４）

和

〈^狀（狋）〉＝珔狀＋１－犲
珔狀

∑
∞

狀＝０

珔狀狀

狀！
ｃｏｓ［２λ狋（（狀－１）狀）

１／２］， （４５）

这就是通常无阻尼情况下腔场强度和光子数分布的表达式．

２）亚泊松光子统计

ＭａｎｄｅｌＱ特征量能很好地测度亚泊松光子分布，其定义如下

犙＝
〈^狀２〉－〈（Δ^狀）

２〉
〈^狀〉

， （４６）

当犙＜０时，光子呈亚泊松分布，当犙＝０时，呈泊松分布，而犙＞０时，光子呈超泊松分

布．对共振双光子ＪＣ模型而言，光子数平均值〈^狀〉如方程式（４５）式表示．光子数平方的平
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均值〈^狀２〉可表示为

〈^狀２〉＝∑
∞

狀＝０

狀２狆（狀，狋）． （４７）

借助方程（４４）和（４７），可得

〈^狀２〉＝（１＋珔狀）
２
－
１

２
犲－
珔狀

∑
∞

狀＝０

（２狀＋１）（２狀＋３）

狀！
（珔狀）狀

·ｅｘｐ［－４λ
２
γ狋（狀＋１）（狀＋２）］ｃｏｓ［２λ狋 （狀＋１）（狀＋２槡 ）］， （４８）

其中珔狀＝｜犮｜
２．利用方程（４７）和（４８）可直接得到Ｍａｎｄｅｌ特征量犙的精确表达式．当相位阻

尼为零时，即，γ＝０，ＪＣ模型中腔场在由ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ方程控制的时间演化中呈现亚泊松

分布．于是从方程（４３），（４６），和（４８），可知：当λ
２
γ狋１，在任意给定时刻狋，有

〈^狀〉≈珔狀＋１，〈^狀
２〉≈ （１＋珔狀）

２， （４９）

因此 犙＝
４珔狀＋１
４珔狀＋４

＞０， （５０）

　　这表明腔场的态呈现超泊松分布．因此 ，我们得出结论：随着相位阻尼的增加，ＪＣ模

型中场态从亚泊松分布向超泊松分布或泊松分布演化．

５　结论

总之，我们研究了具有相位阻尼的ＪＣ模型．当场初始时处于相干态而原子处于激发

态时，我们利用超算符技巧获得了非共振双光子ＪＣ模型主方程式的解析解．我们给出了

原子反转的精确表达式，研究了腔场的动力学性质．尤其是研究了相位阻尼对如原子反转，

光子数振荡和亚泊松光子统计等非经典效应的影响 ．我们证明了相位阻尼能抑制ＪＣ模型

中的非经典效应．值得注意的是：尽管这些结果是从非共振双光子ＪＣ模型中得到的，但是

这种方法可直接推广到非共振多光子ＪＣ模型的情形中去．
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