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摘要：该文推导了具任意次非线性项的Ｌｉéｎａｒｄ方程犪″（ξ）＋犾犪（ξ）＋犿犪
狇（ξ）＋狀犪

２狇－１（ξ）＝０和

犪″（ξ）＋狉犪′（ξ）＋犾犪（ξ）＋犿犪
狇（ξ）＋狀犪

２狇－１（ξ）＝０解的若干性质，通过适当变换，并结合假设待定

法求出了它们的钟状和扭状显式精确解．据此，求出了一批具任意次非线性项的发展方程的钟

状和扭状显式精确孤波解，其中包括广义 ＢＢＭ 型方程、二维广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程、广义

ＰｏｃｈｈａｍｍｅｒＣｈｒｅｅ方程和非线性波方程等．
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１　引言

由于Ｌｉéｎａｒｄ方程在物理、力学、生物学中的重要性，对它们的各种定性讨论已有很多，

参见文献［１－４］及其所附文献．但由于解非线性方程的复杂性，对它们的求解研究却很少．

实际上求出它们的精确解，不仅可以验证定性研究的结果，还可以用来鉴别数值方法和近似

方法的良好与否，更可以进行定量分析．许多求非线性发展方程孤波解的问题可转化为研究

Ｌｉéｎａｒｄ方程的求解问题，例如物理学和力学中的重要模型方程．

具任意次非线性项的广义ＢＢＭ方程
［５－７］

狌狋＋犪狌
狆狌狓＋犫狌

２狆狌狓－δ狌狓狓狋 ＝０　（δ≠０，狆＞０）， （１．１）

二维广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程
［８，９］

狌狋狋－犽（狌狓狓 ＋狌狔狔）＋犫１狌＋犫２狘狌狘
２狆狌＋犫３狘狌狘

４狆狌＝０　（狆＞０）， （１．２）

广义ＰｏｃｈｈａｍｍｅｒＣｈｒｅｅ方程
［１０－１２］（简称ＰＣ方程）

狌狋狋－狌狋狋狓狓 ＋狉狌狓狓狋－（犫１狌＋犫２狌狆
＋１
＋犫３狌

２狆＋１）狓狓 ＝０　（δ≠０，狆＞０） （１．３）

和具任意次非线性项的波方程［１３－１６］

狌狋狋－犽狌狓狓 ＋狉狌狋＋犫１狌＋犫２狌
狆＋１＋犫３狌

２狆＋１ ＝０　（狆＞０） （１．４）
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等等．方程（１．１）－（１．４）都是物理学和力学中重要模型方程的自然推广，当狆＝１时就可得

到原型方程，方程（１．４）把ＳｉｎｈＧｏｒｄｏｎ方程的近似方程，
４ 方程，一维 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方

程，ＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇＨｉｇｇｓ方程，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程以及非线性电报方程等作为其特例．因此求

出方程（１．１）－（１．４）的精确解是很有意义的．

易知，若我们求广义ＢＢＭ方程（１．１）满足条件

狌′（ξ），狌″（ξ）→０，　狘ξ狘→ ∞，ξ＝狓－ν狋 （１．５）

及解的渐近值犆＋＝ｌｉｍ
ξ→＋∞

狌（ξ），犆－＝ｌｉｍ
ξ→－∞

狌（ξ）满足方程

－ν狓＋
犪

狆＋１
狓狆＋１＋

犫
２狆＋１

狓２狆＋１ ＝０ （１．６）

的孤波解狌（狓，狋）＝狌（狓－ν狋）＝狌（ξ），则方程（１．１）的孤波解狌（ξ）满足

狌″（ξ）－
１

δ
狌（ξ）＋

犪

δν（狆＋１）
狌狆＋１（ξ）＋

犫

δν（２狆＋１）
狌２狆＋１（ξ）＝０． （１．７）

　　对二维广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程（１．２），若我们求型如

狌（狓，狔，狋）＝ｅ
犻η犪（ξ），其中η＝狆１狓＋狆２狔－μ狋，ξ＝犾１狓＋犾２狔－ν狋 （１．８）

的孤波解，并取μ，ν满足

μν＝犽（狆１犾１＋狆２犾２）， （１．９）

则振幅犪（ξ）满足

犪″（ξ）＋
犽（狆

２
１＋狆

２
２）＋犫１－μ

２

ν
２
－犽（犾

２
１＋犾

２
２）

犪（ξ）＋
犫２

ν
２
－犽（犾

２
１＋犾

２
２）
犪２狆＋１（ξ）

＋
犫３

ν
２
－犽（犾

２
１＋犾

２
２）
犪４狆＋１（ξ）＝０． （１．１０）

　　对于广义ＰＣ方程（１．３），若我们求满足条件

狌′（ξ），狌″（ξ），狌（ξ）→０，　狘ξ狘→ ∞， （１．１１）

且解的渐近值犆＋，犆－满足代数方程

犫３狓
２狆＋１＋犫２狓

狆＋１－（ν
２
－犫１）狓＝０ （１．１２）

的孤波解，则经二次积分后知其孤波解满足

狌″（ξ）＋
狉

ν
狌′（ξ）－

（ν
２
－犫１）

ν
２ 狌（ξ）＋

犫２

ν
２狌

狆＋１（ξ）＋
犫３

ν
２狌

２狆＋１（ξ）＝０． （１．１３）

　　对非线性波方程（１．４），易知其孤波解狌（ξ）满足

狌″（ξ）－
狉ν

ν
２
－犽
狌′（ξ）＋

犫１

ν
２
－犽
狌（ξ）＋

犫２

ν
２
－犽
狌狆＋１（ξ）＋

犫３

ν
２
－犽
狌２狆＋１（ξ）＝０． （１．１４）

　　上述方程（１．７）、（１．１０）、（１．１３）、（１．１４）都是下列具任意次非线性项的Ｌｉéｎａｒｄ方程

犪″（ξ）＋犾犪（ξ）＋犿犪
狇（ξ）＋狀犪

２狇－１（ξ）＝０， （１．１５）

犪″（ξ）＋狉犪′（ξ）＋犾犪（ξ）＋犿犪
狇（ξ）＋狀犪

２狇－１（ξ）＝０ （１．１６）

的特殊情况．因此本文将研究Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）、（１．１６）的求解问题及其在孤波求解方面

的应用．在第２和３节中我们将推导出方程（１．１５）和（１．１６）解的若干性质，据此设想出解

的结构，再运用假设待定方法求出方程（１．１５）和（１．１６）的钟状和扭状精确解．作为应用，本

文将在第４和５节中求出方程（１．１）－（１．４）的钟状和扭状精确孤波解．

２　基本结果

我们先推导Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）满足条件
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犪′（ξ），犪″（ξ）→０，狘ξ狘→ ∞ （２．１）

的非平凡解的一个有用公式．设犆＋＝ｌｉｍ
ξ→＋∞
犪（ξ），犆－＝ｌｉｍ

ξ→＋∞
犪（ξ），方程（１．１６）乘以犪′（ξ），并

从－∞至ξ积分，得

１

２
（犪′（ξ））

２
＋狉∫

ξ

－∞

［犪′（ξ）］
２ｄξ＋

犾
２
犪２（ξ）＋

犿

狇＋１
犪狇＋１（ξ）＋

狀
２狇
犪２狇（ξ）＝犆１， （２．２）

式中的犆１ 是积分常数．在（２．２）式中令ξ→－∞，并注意条件（２．１）即得

犾
２
犆２－＋

犿

狇＋１
犆狇＋１－ ＋

狀
２狇
犆２狇－ ＝犆１， （２．３）

在（２．２）式中令ξ→＋∞，并把（２．３）式代入可得

狉∫
＋∞

－∞

［犪′（ξ）］
２ｄξ＝

犾
２
（犆２－－犆

２
＋）＋

犿

狇＋１
（犆狇＋１－ －犆

狇＋１
＋ ）＋

狀
２狇
（犆２狇－－犆

２狇
＋）． （２．４）

另直接由方程（１．１６）知

犾犆＋＋犿犆
狇
＋＋狀犆

２狇－１
＋ ＝０， （２．５）

犾犆－＋犿犆
狇
－＋狀犆

２狇－１
－ ＝０． （２．６）

结合（２．５）和（２．６）式可得

犿（犆狇＋１－ －犆
狇＋１
＋ ）＝－犾（犆

２
－－犆

２
＋）－狀（犆

２狇
－－犆

２狇
＋）． （２．７）

（２．７）式代入（２．４）式就可得Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）满足条件（２．１）的解的一个有用公式

∫
＋∞

－∞

［犪′（ξ）］
２ｄξ＝

狇－１
２狉（狇＋１）

［犾（犆２－－犆
２
＋）－

狀

狇
（犆２狇－－犆

２狇
＋）］． （２．８）

　　据（２．８）式就可知Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）满足条件（２．１）的解具如下性质

（１）若犪（ξ）是方程（１．１６）满足条件（２．１）的解，则狉与
狇－１

狇＋１
［犾（犆２－ －犆

２
＋）－

狀

狇
（犆２狇－ －

犆２狇＋）］同号．

（２）若犪（ξ）是方程（１．１６）满足条件（２．１）的解，则犪′（ξ）在（－∞，＋∞）上平方可积．

（３）当狉≠０时，方程（１．１６）只可能有｜犆＋｜≠｜犆－｜的解，不可能有渐近值相等的非平凡

解，也不存在渐近值的绝对值相等而符号相反的非平凡解．因为当｜犆＋｜＝｜犆－｜时必有

∫
＋∞

－∞

［犪′（ξ）］
２ｄξ＝０，可推知犪（ξ）＝常数，它是平凡的．进一步可知，当狉≠０时，广义ＰＣ方

程（１．３）和非线性波方程（１．４）只可能有渐近值｜犆＋｜≠｜犆－｜的扭状孤波解，不可能有渐近

值相等的钟状孤波解，也不存在渐近值的绝对值相等而符号相反的扭状孤波解．

（４）当狉＝０时，Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）既可以有渐近值相等的钟状解，也可以有满足

犾（犆２－－犆
２
＋）－

狀

狇
（犆２狇－－犆

２狇
＋）＝０ （２．９）

但犆＋≠犆－的扭状解．进一步可知，广义ＢＢＭ 型方程（１．１），二维广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程

（１．２）和当狉＝０时的广义ＰＣ方程（１．３）及非线性波方程（１．４），既可以有渐近值相等的钟

状孤波解，也可以有渐近值犆＋≠犆－但满足等式（２．９）的扭状孤波解．

３　犔犻é犪狉犱方程（１．１５）和（１．１６）的精确解

我们首先求Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）的钟状解．作变换
［１７］

犪（ξ）＝ ［φ（ξ）］
１
狇－１，　狇≠１， （３．１）

代入（１．１５）式可得
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１

狇－１
φ（ξ）φ″（ξ）＋

２－狇
（狇－１）

２φ′
２（ξ）＋犾φ

２（ξ）＋犿φ
３（ξ）＋狀φ

４（ξ）＝０． （３．２）

假设方程（３．２）有解型如

φ（ξ）＝
犃ｅα

（ξ＋ξ０
）

（１＋ｅα
（ξ＋ξ０

））２＋犅ｅα
（ξ＋ξ０

）＝

犃ｓｅｃｈ２
α
２
（ξ＋ξ０）

４＋犅ｓｅｃｈ
２α
２
（ξ＋ξ０）

， （３．３）

其中犃、犅、α是待常数，ξ０ 是任意参数．

把（３．３）式代入（３．２）式，我们得

１
（狇－１）

２α
２
＋犾＝０，

－
１

狇－１
α
２（２＋犅）＋２犾（２＋犅）＋犿犃 ＝０，

２（１－２狇）
（狇－１）

２α
２
＋［２＋（２＋犅）

２］犾＋犿犃（２＋犅）＋狀犃
２
＝０

烅

烄

烆
．

（３．４）

解之，得犃、犅、α的二组解

α＝狘狇－１狘 －槡 犾　（犾＜０），

犃１，２ ＝±
２狘狇犾（１＋狇）狘

狇［狇犿
２
－狀犾（１＋狇）

２
槡 ］

，

犅１，２ ＝－２±
２犿狘狇（１＋狇）狘

（１＋狇） 狇［狇犿
２
－狀犾（１＋狇）

２
槡 ］

烅

烄

烆
．

（３．５）

　　注１　由于（３．３）式中ｓｅｃｈ狓是偶函数，α＝－｜狇－１｜ －槡 犾时的解与α＝｜狇－１｜ －槡 犾时

的解相同，所以已把α＝－｜狇－１｜ －槡 犾舍去了．

把（３．５）式代入（３．３）式，我们就得方程（３．２）的两个解

φ１（ξ）＝

狘犾狇（１＋狇）狘

狇［狇犿
２
－狀犾（１＋狇）

２
槡 ］

ｓｅｃｈ２
１

２
狘狇－１狘 －槡 犾（ξ＋ξ０）

２＋（－１＋
犿狘狇（１＋狇）狘

（１＋狇） 狇［狇犿
２
－狀犾（１＋狇）

２
槡 ］

ｓｅｃｈ２
１

２
狘狇－１狘 －槡 犾（ξ＋ξ０）

，

（３．６）

φ２（ξ）＝

－
狘犾狇（１＋狇）狘

狇［狇犿
２
－狀犾（１＋狇）

２
槡 ］

ｓｅｃｈ２
１

２
狘狇－１狘 －槡 犾（ξ＋ξ０）

２－（１＋
犿狘狇（１＋狇）狘

（１＋狇） 狇［狇犿
２
－狀犾（１＋狇）

２
槡 ］

）ｓｅｃｈ２
１

２
狘狇－１狘 －槡 犾（ξ＋ξ０）

．

（３．７）

容易验证，在犾＜０，狇≠０，±１条件下，当狀狇≥０时狇［狇犿
２－狀犾（１＋狇）

２］＞０，且

当狀狇＞０或狀狇≥０且犿（１＋狇）＞０时，φ１（ξ）＞０，ξ∈犚；

当狀狇＞０或狀狇≥０且犿（１＋狇）＜０时，φ２（ξ）＜０，ξ∈犚．

综上我们可得如下定理

定理１　设犾＜０，狇≠０，±１．

（１）若狀狇＞０或狀狇≥０且犿（１＋狇）＞０时，Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）有钟状解

犪（ξ）＝ ［φ１（ξ）］
１
狇－１； （３．８）

　　（２）若狇使（狕）
１
狇－１有意义（狕为任一负数），又条件狀狇＞０或条件狀狇≥０且犿（１＋狇）＜０
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成立，则Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）还有钟状解

犪（ξ）＝ ［φ２（ξ）］
１
狇－１； （３．９）

以上（３．８）和（３．９）式中的φ１（ξ）和φ２（ξ）分别由（３．６）和（３．７）式给定．

易验，以上所求方程（１．１５）的解（３．８）（３．９）满足（２．１）式，且解的形状是钟状的．

现在我们求Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）的扭状解．

与解方程（１．１５）时一样，先作变换（３．１），则此时有

１

狇－１
φ（ξ）φ″（ξ）＋

２－狇
（狇－１）

２φ′
２（ξ）＋

狉
（狇－１）φ

（ξ）φ′（ξ）

＋犾φ
２（ξ）＋犿φ

３（ξ）＋狀φ
４（ξ）＝０． （３．１０）

　　假设（３．１０）式有解型如

φ（ξ）＝
犃ｅα

（ξ＋ξ０
）

１＋ｅ
α（ξ＋ξ０

）＝
犃
２
［１＋ｔａｎｈ

α
２
（ξ＋ξ０）］． （３．１１）

把（３．１１）式代入（３．１０）式，经化简可得犃、α、犾应满足方程组

α
２
＋狉（狇－１）α＋（狇－１）

２犾＝０，

－α
２
＋狉α＋２（狇－１）犾＋（狇－１）犿犃 ＝０，

狀犃２＋犿犃＋犾＝０
烅

烄

烆 ．

（３．１２）

解以上方程组，并经检验可知方程组（３．１２）有两组解

犃１ ＝－
狇

（狇－１）（１＋狇）狀
［（狇－１）犿－狉 －

（狇－１）
２狀

槡 狇
］，

α１ ＝ －
（狇－１）

２狀

槡 狇
犃１，

犾１ ＝－狀犃
２
１－犿犃１

烅

烄

烆 ，

（３．１３）

犃２ ＝－
狇

（狇－１）（１＋狇）狀
［（狇－１）犿＋狉 －

（狇－１）
２狀

槡 狇
］，

α２ ＝－ －
（狇－１）

２狀

槡 狇
犃１，

犾２ ＝－狀犃
２
２－犿犃２

烅

烄

烆 ．

（３．１４）

把（３．１３）和（３．１４）代入（３．１１）式，即可得如下定理

定理２　设狀狇＜０，狇≠±１．

（１）若狇使犃１
１
狇－１有意义，取犾＝犾１＝－狀犃

２
１－犿犃１，则Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）有扭状解

犪１（ξ）＝
犃１
２
１＋ｔａｎｈ

１

２
－
（狇－１）

２狀

槡 狇
犃１（ξ＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狇－１

， （３．１５）

　　（２）若狇使犃２
１
狇－１有意义，取犾＝犾２＝－狀犃

２
２－犿犃２，则Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）有扭状解

犪２（ξ）＝
犃２
２
１－ｔａｎｈ

１

２
－
（狇－１）

２狀

槡 狇
犃２（ξ＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狇－１

， （３．１６）

（３．１５）和（３．１６）式中的犃１ 和犃２ 分别由（３．１３）和（３．１４）式给定．

注２　（１）若犃１、犃２ 均大于０，此时对狇≠０，±１的一切实数均使犃犻
１
狇－１（犻＝１，２）有意

义；（２）当犃１ 或犃２ 中有一小于０时，如犃１＜０，则当狇使
１

狇－１
是整数或者 １

狇－１
＝
犼

２犽＋１
（犽，犼

都是整数）时犃１
１
狇－１有意义；对其它定理中的类似之处可作相仿的说明．
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易验，以上所求Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）的解满足（２．１）式且解的渐近值满足代数方程

犾狓＋犿狓狇＋狀狓
２狇－１ ＝０， （３．１７）

运用广义积分的换元法我们还可验证，以上所求的解犪１（ξ）和犪２（ξ）满足等式（２．８）．

当狉＝０时，有

犃１ ＝犃２ ＝－
狇犿

（１＋狇）狀
，犾１ ＝犾２ ＝－

狇犿
２

（１＋狇）
２狀
，α１，２ ＝±狘狇－１狘 －槡 犾，

所以我们又可得关于Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）的如下定理３

定理３　设狇≠０，±１，犿≠０，狀狇＜０且狇使 －
狇犿
（１＋狇）（ ）狀

１
狇－１

有意义，取犾＝
狇犿

２

（１＋狇）
２狀
，则

方程（１．１５）有扭状解

犪（ξ）＝ －
犿狇

２狀（１＋狇）
１±ｔａｎｈ

１

２
狘狇－１狘 －槡 犾（ξ＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狇－１

． （３．１８）

易验，以上所求（３．１８）式满足（２．１）式且解的渐近值满足（２．９）式．

至此，我们不仅求出了期望的 Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）的钟状解和扭状解，还得到了

Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６）的扭状解．

在以下第４－５节我们将根据定理１－３求出方程（１．１）－（１．４）的孤波解．

４　方程（１．１）、（１．２）和狉＝０时方程（１．３）（１．４）的钟状及扭状孤波解

４．１　广义犅犅犕方程（１．１）的钟状及扭状孤波解

据第１节知，广义ＢＢＭ方程（１．１）满足条件（１．５）和（１．６）的孤波解狌（狓，狋）＝狌（狓－ν狋）

＝狌（ξ）满足（１．７）式．对比Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５），在定理１和定理３中令狇＝狆＋１，犾＝－
１

δ
，

犿＝
犪

δν（狆＋１）
，狀＝

犫

δν（２狆＋１）
，并经整理可得如下定理

定理４　设ν是行波速度，δ＞０．

（１）若犫ν＞０或犫ν≥０且犪ν＞０，则广义ＢＢＭ方程（１．１）有钟状孤波解

狌（狓，狋）＝

狘ν狘（狆＋１）（狆＋２） ２狆＋槡 １

犪２（２狆＋１）＋犫ν（狆＋１）（狆＋２）槡 ２
ｓｅｃｈ２

狆

２槡δ
（狓－ν狋＋ξ０）

２＋ －１＋
犪狘ν狘 ２狆＋槡 １

ν 犪２（２狆＋１）＋犫ν（狆＋１）（狆＋２）槡（ ）２ ｓｅｃｈ２ 狆２槡δ（狓－ν狋＋ξ０
熿

燀

燄

燅

）

１
狆

；

（４．１）

　　（２）若狆使（狕）
１
狆有意义（狕为任一负数），又犫ν＞０或犫ν≥０且犪ν＜０成立，则广义ＢＢＭ

方程（１．１）有钟状孤波解

狌（狓，狋）＝

－
狘ν狘（狆＋１）（狆＋２） ２狆＋槡 １

犪２（２狆＋１）＋犫ν（狆＋１）（狆＋２）槡 ２
ｓｅｃｈ２

狆

２槡δ
（狓－ν狋＋ξ０）

２－ １＋
犪狘ν狘 ２狆＋槡 １

ν 犪２（２狆＋１）＋犫ν（狆＋１）（狆＋２）槡（ ）２ ｓｅｃｈ２ 狆２槡δ（狓－ν狋＋ξ０
熿

燀

燄

燅

）

１
狆

；

（４．２）

　　（３）设犪≠０，犫≠０，且狆使（－犪犫）
１
狆有意义，则广义ＢＢＭ方程（１．１）有扭状孤波解

狌（狓，狋）＝ －
犪（２狆＋１）

２犫（狆＋２）
１±ｔａｎｈ

狆

２槡δ
（狓－ν狋＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狆

， （４．３）
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其中波速ν＝－
犪２（２狆＋１）

犫（狆＋１）（狆＋２）
２．

在（４．１）式中令狆＝１，犪＝１，犫＝０，就可得［７］中对ＢＢＭ方程所求出的钟状孤波解．

４．２　二维广义犓犾犲犻狀犌狅狉犱狅狀方程（１．２）的钟状及扭状孤波解

据第１节知，若我们求二维广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程（１．２）型如（１．８），而μ、ν满足条件

（１．９）的孤波解，则振幅犪（ξ）满足方程（１．１０）．对比Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５），在定理１和定理３

中令狇＝２狆＋１，犾＝
犽（狆

２
１＋狆

２
２）＋犫１－μ

２

ν
２－犽（犾２１＋犾

２
２）

，犿＝
犫２

ν
２－犽（犾２１＋犾

２
２）
，狀＝

犫３

ν
２－犽（犾２１＋犾

２
２）
，可得如下定

理

定理５　设μ、ν满足［犽（狆
２
１＋狆

２
２）＋犫１－μ

２］［ν
２－犽（犾２１＋犾

２
２）］＜０，且μν＝犽（狆１犾１＋狆２犾２），

记

犙＝
１

（２狆＋１）犫
２
２－４（狆＋１）

２犫３（犽（狆
２
１＋狆

２
２）＋犫１－μ

２
槡 ）

．

　　（１）若犫３（ν
２－犽（犾２１＋犾

２
２））＞０或犫３（ν

２－犽（犾２１＋犾
２
２））≥０且犫２（ν

２－犽（犾２１＋犾
２
２））＞０，则方程

（１．１０）有解

犪１（ξ）＝

２犙狘犽（狆２１＋狆２２）＋犫１－μ
２狘（狆＋１） ２狆＋槡 １ｓｅｃｈ２狆 －

犽（狆２１＋狆２２）＋犫１－μ
２

ν２－犽（犾２１＋犾２２槡 ）
（犾１狓＋犾２狔－ν狋＋ξ０）

２＋ －１＋
犫２犙狘狏２－犽（犾２１＋犾２２）狘 ２狆＋槡 １

狏２－犽（犾２１＋犾２２（ ））
ｓｅｃｈ２狆

犽（狆２１＋狆２２）＋犫１－μ
２

ν２－犽（犾２１＋犾２２槡 ）
（犾１狓＋犾２狔－ν狋＋ξ０

熿

燀

燄

燅
）

１
２狆

，

（４．４）

进而二维广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程（１．２）有孤波解狌（狓，狔，狋）＝ｅ
犻（狆１狓＋狆２狔－μ狋

）
犪１（犾１狓＋犾２狔－ν狋），

其中犪１（ξ）由（４．４）式给出．

（２）若狆使（狕）
１
２狆有意义（狕为任一负数），又犫３（ν

２－犽（犾２１＋犾
２
２））＞０或犫３（ν

２－犽（犾２１＋犾
２
２））

≥０且犫２（狏
２－犽（犾２１＋犾

２
２））＜０成立，则方程（１．１０）有解

犪２（ξ）＝

－２犙狘犽（狆２１＋狆２２）＋犫１－μ
２狘（狆＋１） ２狆＋槡 １ｓｅｃｈ２狆 －

犽（狆２１＋狆２２）＋犫１－μ
２

ν２－犽（犾２１＋犾２２槡 ）
（犾１狓＋犾２狔－ν狋＋ξ０）

２－ １＋
犫２犙狘狏２－犽（犾２１＋犾２２）狘 ２狆＋槡 １

狏２－犽（犾２１＋犾２２（ ））
ｓｅｃｈ２狆

犽（狆２１＋狆２２）＋犫１－μ
２

ν２－犽（犾２１＋犾２２槡 ）
（犾１狓＋犾２狔－ν狋＋ξ０

熿

燀

燄

燅
）

１
２狆

，

（４．５）

进而二维广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄａｎ方程（１．２）有孤波解狌（狓，狔，狋）＝ｅ
犻（狆１狓＋狆２狔－μ狋

）
犪２（犾１狓＋犾２狔－ν狋），

其中犪２（ξ）由（４．５）式给出．

（３）设犫２≠０，犫３（ν
２－犽（犾２１＋犾

２
２））＜０，取μ

２＝犽（狆
２
１＋狆

２
２）＋犫１－

（２狆＋１）犫
２
２

（２狆＋２）
２犫３
，且狆使

（－犫２犫３）
１
２狆有意义，则方程（１．１０）有解

犪３（ξ）＝ －
（２狆＋１）犫２
４（狆＋１）犫３

１±ｔａｎｈ狆 －
犽（狆

２
１＋狆

２
２）＋犫１－μ

２

ν
２
－犽（犾２１＋犾

２
２槡 ）

（犾１狓＋犾２狔－ν狋＋ξ０［ ］｛ ｝）
１
２狆

，（４．６）

进而二维广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程（１．２）有孤波解狌（狓，狔，狋）＝ｅ
犻（狆１狓＋狆２狔－μ狋

）
犪３（犾２狓＋犾２狔－ν狋），

其中犪３（ξ）由（４．６）式给出．

４．３　狉＝０时广义犘犆方程（１．３）的钟状及扭状孤波解

据第１节知，狉＝０时广义ＰＣ方程（１．３）满足条件（１．１１）和（１．１２）的孤波解满足

狌″（ξ）－
（ν
２
－犫１）

ν
２ 狌（ξ）＋

犫２

ν
２狌

狆＋１（ξ）＋
犫３

ν
２狌

２狆＋１（ξ）＝０． （４．７）

５２１Ｎｏ．１　　　张卫国等：具任意次非线性项的Ｌｉéｎａｒｄ方程的精确解及其应用



对比方程（１．１５），在定理１－３中令狇＝狆＋１，犾＝－
ν
２－犫１

ν
２
，犿＝

犫２

ν
２
，狀＝

犫３

ν
２
，可得如下定理

定理６　设行波速度ν满足ν
２
＞犫１．

（１）若犫３＞０或犫３≥０且犫２＞０，则广义ＰＣ方程（１．３）有钟状孤波解

狌（狓，狋）＝

（ν２－犫１）（狆＋２） 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
２＋犫３（ν

２
－犫１）（狆＋２）槡

２
ｓｅｃｈ２

狆
２

ν
２
－犫１

ν槡 ２
（狓－ν狋＋ξ０）

２＋ －１＋
犫２ 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
２＋犫３（ν

２
－犫１）（狆＋２）槡（ ）２ ｓｅｃｈ２ 狆２ ν

２
－犫１

ν槡 ２
（狓－ν狋＋ξ０

熿

燀

燄

燅
）

１
狆

，

（４．８）

　　（２）若狆使（狕）
１
狆有意义（狕为任一负数），又犫３＞０或犫３≥０且犫２＜０成立，则广义ＰＣ方

程（１．３）有钟状孤波解

狌（狓，狋）＝

－
（ν２－犫１）（狆＋２） 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
２＋犫３（ν

２
－犫１）（狆＋２）槡

２
ｓｅｃｈ２

狆
２

ν
２
－犫１

ν槡 ２
（狓－ν狋＋ξ０）

２－ １＋
犫２ 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
２＋犫３（ν

２
－犫１）（狆＋２）槡（ ）２ ｓｅｃｈ２ 狆２ ν

２
－犫１

ν槡 ２
（狓－ν狋＋ξ０

熿

燀

燄

燅
）

１
狆

，

（４．９）

　　（３）若犫２≠０，犫３＜０且狆使犫２
１
狆有意义，则广义ＰＣ方程（１．３）有扭状孤波解

狌（狓，狋）＝ －
犫２（狆＋１）

２犫３（狆＋２）
１±ｔａｎｈ

狆
２

ν
２
－犫１

ν槡 ２
（狓－ν狋＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狆

， （４．１０）

其中ν
２＝犫１－

（狆＋１）犫
２
２

犫３（狆＋２）
２＞０．

在（４．８）和（４．９）式中令狆＝２就可得文［１８］中（５．４）－（５．６）式对具５次非线性项的广

义ＰＣ方程所求出的孤波解．

４．４　狉＝０时非线性波方程（１．４）的钟状及扭状孤波解

据第１节知，狉＝０时的非线性波方程（１．４）的孤波解狌（狓，狋）＝狌（狓－ν狋）＝狌（ξ）满足

狌″（ξ）＋
犫１

ν
２
－犽
狌（ξ）＋

犫２

ν
２
－犽
狌狆＋１（ξ）＋

犫３

ν
２
－犽
狌２狆＋１（ξ）＝０． （４．１１）

对比Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５），在定理１和定理３中令狇＝狆＋１，犾＝
犫１

ν
２－犽

，犿＝
犫２

ν
２－犽

，狀＝

犫３

ν
２－犽

，经整理可得如下定理

定理７　设波速ν满足犫１（ν
２－犽）＜０．

（１）若犫３（ν
２－犽）＞０或犫３（ν

２－犽）≥０且犫２（ν
２－犽）＞０，则狉＝０时方程（１．４）有钟状孤

波解

狌（狓，狋）＝

狘犫１狘（狆＋２） 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
２－犫１犫３（狆＋２）槡

２
ｓｅｃｈ２

狆
２

－犫１

ν
２
－槡 犽
（狓－ν狋＋ξ０）

２＋ －１＋
犫２狘ν

２
－犽狘 狆＋槡 １

（ν２－犽） （狆＋１）犫
２
２－犫１犫３（狆＋２）槡（ ）２ ｓｅｃｈ２ 狆２ －犫１

ν
２
－槡 犽
（狓－ν狋＋ξ０

熿

燀

燄

燅
）

１
狆

，

（４．１２）

　　（２）若狆使（狕）
１
狆有意义（狕为任一负数），又犫３（ν

２－犽）＞０或犫３（ν
２－犽）≥０且犫２（ν

２－犽）

＜０，则狉＝０时的非线性波方程（１．４）有钟状孤波解
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狌（狓，狋）＝

－
狘犫１狘（狆＋２） 狆＋槡 １

（狆＋１）犫
２
２－犫１犫３（狆＋２）槡

２
ｓｅｃｈ２

狆
２

－犫１

ν
２
－槡 犽
（狓－ν狋＋ξ０）

２－ １＋
犫２狘ν

２
－犽狘 狆＋槡 １

（ν２－犽） （狆＋１）犫
２
２－犫１犫３（狆＋２）槡（ ）２ ｓｅｃｈ２ 狆２ －犫１

ν
２
－槡 犽
（狓－ν狋＋ξ０

熿

燀

燄

燅
）

１
狆

，

（４．１３）

　　（３）设犫２≠０，犫３（ν
２－犽）＜０且狆使（－犫２犫３）

１
狆有意义，犫１、犫２、犫３ 满足犫１＝

（狆＋１）犫
２
２

（狆＋２）
２犫３
，则

非线性波方程（１．４）有扭状孤波解

狌（狓，狋）＝ －
犫２（狆＋１）

２犫３（狆＋２）
１±ｔａｎｈ

狆
２

－犫１

ν
２
－槡 犽
（狓－ν狋＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狆

． （４．１４）

　　在（４．１２）和（４．１４）式中令狆＝２就可得［１８］对具５次非线性项的波方程所求出的解．

５　狉≠０时广义犘犆方程（１．３）和非线性波方程（１．４）的扭状孤波解

５．１　狉≠０时广义犘犆方程（１．３）的扭状孤波解

广义ＰＣ方程（１．３）满足条件（１．１１）和（１．１２）的孤波解狌（狓，狋）＝狌（狓－ν狋）＝狌（ξ）满足

（１．１３）式．对比Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６），在定理２中令狇＝狆＋１，犾＝－
ν
２－犫１

ν
２
，犿＝

犫２

ν
２
，狀＝

犫３

ν
２
，

并用狉

ν
代替狉，经整理可得如下定理

定理８　设犫３＜０，

犃１ ＝－
狆＋１
（狆＋２）犫３

犫２－狉
－犫３

狆＋槡（ ）１ ，犃２ ＝－
狆＋１
（狆＋２）犫３

犫２＋狉
－犫３

狆＋槡（ ）１ ．

　　（１）若狆使犃１
１
狆有意义，犫１＋犫２犃１＋犫３犃

２
１＞０，并取ν１＝ 犫１＋犫２犃１＋犫３犃槡

２
１，则广义ＰＣ

方程（１．３）有扭状孤波解

狌（狓，狋）＝
犃１
２
１＋ｔａｎｈ

狆
２ν１

－犫３

狆＋槡 １
犃１（狓±ν１狋＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狆

； （５．１）

　　（２）若狆使犃２
１
狆有意义，犫２＋犫２犃２＋犫３犃

２
２＞０，并取ν２＝ 犫１＋犫２犃１＋犫３犃槡 ２，则广义ＰＣ

方程（１．３）有扭状孤波解

狌（狓，狋）＝
犃２
２
１－ｔａｎｈ

狆
２ν２

－犫３

狆＋槡 １
犃２（狓±ν２狋＋ξ０［ ］｛ ｝）

１
狆

． （５．２）

５．２　狉≠０时非线性波方程（１．４）的扭状孤波解

据第１节知，非线性波方程（１．４）的孤波解狌（狓，狋）＝狌（狓－ν狋）＝狌（ξ）满足（１．１４）式．对

比Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１６），在定理２中令狇＝狆＋１，犾＝
犫１

ν
２－犽

，犿＝
犫２

ν
２－犽

，狀＝
犫３

ν
２－犽

，并用－
狉ν

ν
２－犽

代替狉，经整理可得如下定理

定理９　设犫
２
２－４犫１犫３≥０，犃１＝

－犫２＋ 犫２２－４犫１犫槡 ３

２犫３
，犃２＝

－犫２－ 犫２２－４犫１犫槡 ３

２犫３
．

（１）若狆使犃１
１
狆有意义，犽［（（狆＋２）犫１＋犫２犃２）

２＋犫３狉
２（狆＋１）犃

２
１］＞０，则非线性波方程

（１．４）有扭状孤波解
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狌（狓，狋）＝
犃１
２
１±ｔａｎｈ

狆
２

－犫３犃
２
１

（狆＋１）（ν
２
１－犽槡 ）

（狓－ν１狋＋ξ０［ ］｛ ｝）
１
狆

， （５．３）

其中

ν
２
１ ＝

犽（（狆＋２）犫１＋犫２犃１）
２

（（狆＋２）犫１＋犫２犃１）
２
＋犫３狉

２（狆＋１）犃
２
１

；

　　（２）若狆使犃２
１
狆有意义，犽［（（狆＋２）犫１＋犫２犃２）

２＋犫３狉
２（狆＋１）犃

２
２］＞０，则非线性波方程

（１．４）有扭状孤波解

狌（狓，狋）＝
犃２
２
１±ｔａｎｈ

狆
２

－犫３犃
２
２

（狆＋１）（ν
２
２－犽槡 ）

（狓－ν２狋＋ξ０［ ］｛ ｝）
１
狆

， （５．４）

其中

ν
２
２ ＝

犽（（狆＋２）犫１＋犫２犃２）
２

（（狆＋２）犫１＋犫２犃２）
２
＋犫３狉

２（狆＋１）犃
２
２

．

易验以上定理９中犫３（ν
２
犻－犽）＜０，犻＝１，２．在（５．３）（５．４）中令狆＝１，犫２＝０，可得波方程狌狋狋－

犽狌狓狓＋狉狌狋＋犫１狌＋犫３狌
３＝０的扭状孤波解

狌（狓，狋）＝±
－犫１犫槡 ３

２犫３
１±ｔａｎｈ

犫１
４狉

９犫１－２狉
２

犽犫槡 １

狓±
３犫１
４狉
狋＋ξ（ ）［ ］０ ． （５．５）

６　注

本文第４－５节的结果基于关于Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）和（１．１６）的定理１－３，还有许多偏

微分方程求精确解的问题可化为Ｌｉéｎａｒｄ方程（１．１５）和（１．１６），因而可作为定理１－３的推

论求出其精确解，例如还有具任意次非线性项的组合ＫｄＶ方程

狌狋＋犪狌
狆狌狓＋犫狌

２狆狌狓＋δ狌狓狓狓 ＝０　（δ≠０，狆＞０）， （６．１）

组合ＫｄＶＢｕｒｇｅｒｓ型方程

狌狋＋犪狌
狆狌狓＋犫狌

２狆狌狓＋狉狌狓狓 ＋δ狌狓狓狓 ＝０　（δ≠０，狆＞０）， （６．２）

广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程

狌狋狋－


狓
（狌狓＋犪狌狆狌狓＋犫狌

２狆狌狓＋狉狌狓狓 ＋δ狌狓狓狓）＝０　 （δ≠０，狆＞０） （６．３）

和广义ＫＰ方程



狓
（狌狋＋犪狌狆狌狓＋犫狌

２狆狌狓＋狉狌狓狓 ＋δ狌狓狓狓）＋３犽
２狌狔狔 ＝０　 （δ≠０，狆＞０） （６．４）

等等．不过限于篇幅，这里我们就不一一加以细述了．
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