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摘要：以（Ｃｈ，｜·｜ｈ）相空间为基础，研究了具有无限时滞中立型泛函微分方程解的稳定性和有

界性，建立了方程解为一致稳定，一致渐近稳定的充要性判据；证明了当方程右端泛函满足

犔犻狆狊犮犺犻狋狕条件时，解的一致渐近稳定性蕴涵了有界解的存在性，推广了文献［４－６］中已有的相

关结果．
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１　引言

解的稳定性和有界性是微分方程研究中两个非常重要的研究课题，许多学者进行了深

入而广泛的研究，已取得了丰硕的研究成果［１－３］．对于稳定性而言，大部分结果都是充分性

的，较少涉及必要性、充要性判据，对时滞微分方程（滞后型、中立型）尤为如此．１９９４年，林

发兴［４］建立了常微分方程解的一致稳定、一致渐近稳定的充要条件，并进一步讨论了解的稳

定性和有界性的关系；１９９７年，迪申加卜，王克将文献［４］的结果推广到了滞后型泛函微分

方程（有限时滞［５］、无限时滞［６］）；２００２年范猛等
［７］对于有限时滞中立型泛函微分方程研究

了类似的问题，得到了解一致稳定，一致渐近稳定的充要判据，并证明了在Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ假设

下，解的一致渐近稳定性蕴涵了有界解的存在性．迄今为止，对于无限时滞中立型泛函微分

方程，尚未见到类似结果发表．

本文的目的就是建立无限时滞中立型泛函微分方程解的一致稳定、一致渐近稳定的充

要判据，研究解的有界性与稳定性的关系．

２　准备工作

众所周知，无限时滞中立型泛函微分方程理论的发展依赖于相空间的选择．为了克服

无限时滞所引起的困难，首先我们引入（犆犺，｜·｜犺）空间．
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设犆＝犆（（－∞，０］，犚
狀）表示所有连续函数φ：（－∞，０］→犚

狀 组成的Ｂａｎａｃｈ空间；犅犆

犆表示所有有界连续函数组成的空间，其范数为上确界范数，即对任意φ∈犅犆，我们有

‖φ‖ ＝ ｓｕｐ
－∞＜θ≤０

狘φ（θ）狘．

　　设犺∈犆（（－∞，０］，犚）为增函数满足犺（狊）＞０和犾＝∫
０

－∞
犺（狊）ｄ狊＜＋∞。定义

犆犺 ＝ ｛φ∈犆：∫
０

－∞
犺（狊）‖φ‖

［狊，０］ｄ狊＜＋∞｝，

对φ∈犆犺 定义

狘φ狘犺 ＝∫
０

－∞
犺（狊）‖φ‖

［狊，０］ｄ狊，

其中‖φ‖
［狊，０］＝ｓｕｐ

狊≤狌≤０
｜φ（狌）｜．显然，犅犆犆犺，容易证明（犆犺，｜·｜犺）是Ｂａｎａｃｈ空间．

对任意给定的α＞０，φ∈犆犺，狋０∈犚，定义

犉α，狋０（φ）＝ ｛狓：（－∞，狋０＋α］→犚
狀，狓狋

０
＝φ，狓在［狋０，狋０＋α］上连续｝，

犉α，狋０（犆犺）＝ ∪
φ∈犆犺

犉α，狋０（φ）．

　　由文［８］、［９］可知，（犆犺，｜·｜犺）满足文［１０］中关于相空间Ｂ的假设

（β１）对任意φ∈犆犺；有｜φ（０）｜≤
１

犾
｜φ｜犺；

（β２）对任意狋０∈犚，α≥０，狓∈犉α，狋０（犆犺），狋∈［狋０，狋０＋α］，我们有狓狋∈犆犺，而且狓狋在［狋０，狋０

＋α］上关于狋连续；

（β３）对任意狋０∈犚，α≥０，狓∈犉α，狋０（犆犺），有｜狓狋０＋α｜犺≤２犾 ｓｕｐ
狊∈［狋０

，狋
０
＋α］
｜狓（狊）｜＋｜狓狋

０
｜犺．

容易证明，（犆犺，｜·｜犺）空间是文［１１］所定义的相空间的特例．

考虑具有无限时滞中立型泛函微分方程

ｄ犇狓狋
ｄ狋

＝犳（狋，狓狋）， （１）

其中 狓狋（狊）＝狓（狋＋狊），狊∈（－∞，０］．

定义１
［９］
　称方程（１）中的算子犇是犺一致稳定的，如果存在常数犽１＞０，犽２＞０使得广

义差分方程犇狓狋＝犵（狋），狋≥狋０，狓狋
０
＝φ的解狓狋（狋０，φ）满足

狘狓（狋０，φ）（狋）狘≤犽１ ｓｕｐ
θ∈［狋０

，狋］
狘犵（θ）狘＋犽２狘狓狋

０
狘犺，

其中 φ∈犆犺，狓狋∈犆犺，犵∈犆（［狋０，＋∞），犚
狀）．

在方程（１）中，我们假设

（Ｈ１）犳：犚×犆犺→犚
狀 连续；

（Ｈ２）犇：犆犺→犚
狀 是线性、一致有界连续算子且犺一致稳定的；

（Ｈ３）存在正常数犽，犕，使得对任意（狋，φ），（狋，ψ）∈犚×犆犺，有

狘犳（狋，φ）－犳（狋，ψ）狘≤犽狘φ－ψ狘犺， （２）

狘犳（狋，０）狘≤犕， （３）

　　由犇算子的假设，存在常数犚＞０，使得对任意φ∈犆犺，均有｜犇φ｜≤犚｜φ｜犺．方程（１）过

（狋０，φ）∈犚×犆犺 的解记为狓狋（狋０，φ），则在上述假设之下，由文［１１］易知，对任意（狋０，φ）∈犚×

犆犺，方程（１）存在唯一解狓狋（狋０，φ），而且满足解对初始条件的连续相依性．此外，如果解是有

界的，则延拓到无穷．

定义２　如果对任意给定的ε＞０，存在δ＞０，对一切（狋０，φ），（狋０，ψ）∈犚
＋×犆犺，当｜φ－ψ
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｜犺＜δ时，对一切狋≥狋０ 有｜狓狋（狋０，φ）－狓狋（狋０，ψ）｜犺＜ε，则称（１）的解是犺一致稳定的．

定义３　如果方程（１）的解是犺一致稳定的，而且存在δ０＞０，对于任给ε＞０，总有犜＝犜

（ε）＞０，当｜φ－ψ｜犺＜δ０ 时｜狓狋（τ，φ）－狓狋（τ，ψ）｜犺＜ε（狋≥τ＋犜）成立，则称方程（１）的解是犺一

致渐近稳定的．

定义４　如果犠：犚
＋
→犚连续且当狓＞０时犠（狓）＞０，犠（０）＝０，则称犠（狓）为正定函

数．

定义５　如果犞：犚
＋ ×犆犺×犆犺→犚连续，而且存在正定函数犠（狓），使得对于任意狋∈

犚＋，φ，ψ∈犆犺 均有犞（狋，φ，ψ）≥犠（｜φ－ψ｜犺），则称犞（狋，φ，ψ）为正规泛函．

定义６　如果犞：犚
＋ ×犆犺×犆犺→犚连续，而且存在正定函数犠（狓），使得对于任意狋∈

犚＋，φ，ψ∈犆犺 均有犞（狋，φ，ψ）≤犠（｜φ－ψ｜犺），则称犞（狋，φ，ψ）为可控泛函．

３　解的一致稳定性、一致渐近稳定性与有界性

引理１
［６］
　泛函犞（狋，φ，ψ）为正规泛函的充要条件是：对于犆犺 的任一有界集犇 以及任

给ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０，当φ－ψ∈犇，｜φ－ψ｜犺≥ε时犞（狋，φ，ψ）≥δ成立．

引理２
［６］
　泛函犞（狋，φ，ψ）为可控泛函的充要条件是：任给ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０，当

｜φ－ψ｜犺≤δ时，对一切狋∈犚
＋，｜犞（狋，φ，ψ）｜≤ε．

如果方程（１）的解是犺一致渐近稳定的，令

犞（狋，φ，ψ）＝ｓｕｐ
τ≥０

（狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ）狘犺
１＋２τ
１＋τ

）． （４）

　　在此假设下，我们容易证明：犞（狋，φ，ψ）是正规、可控泛函，而且有｜φ－ψ｜犺≤犞（狋，φ，ψ）．

由上述犞 泛函的定义及解的犺一致渐近稳定的定义，我们容易得到

引理３　对于ε：０＜ε＜
δ０
４
，δ＞０，当｜φ－ψ｜犺≥２ε时，由（４）式定义的犞 泛函满足

犞（狋＋δ，狓狋＋δ（狋，φ），狓狋＋δ（狋，ψ））≤ ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ）狘犺
１＋２（τ－δ）

１＋τ－δ
），

特别当δ＝０时有

犞（狋，φ，ψ）＝ ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ）狘犺
１＋２τ
１＋τ

），

其中δ０，犜＝犜（ε）与定义３相同．

定理１　方程（１）的解是犺一致稳定的充要条件是：存在正规、可控泛函犞（狋，φ，ψ），使得

犞（狋，狓狋（狋０，φ），狓狋（狋０，ψ））对于任意狋０∈犚
＋，φ，ψ∈犆犺 关于狋是单调不增的．

对于犞：犚＋×犆犺×犆犺→犚连续，我们定义

犞′（１）　（狋，φ，ψ）＝ｌｉｍ
δ→０

＋

１

δ
［犞（狋＋δ，狓狋＋δ（狋，φ），狓狋＋δ（狋，ψ））－犞（狋，φ，ψ）］．

　　定理２　方程（１）的解是犺一致渐近稳定的充要条件是：存在正规、可控泛函犞（狋，φ，ψ），

使得－犞′（１）　（狋，φ，ψ）是正规泛函．

利用文献［６］中所使用的方法以及引理１、引理２、引理３，我们容易完成定理１、定理２

的证明，这里省去它们的证明．

引理４　如果（２）、（３）式成立，则对于任意τ，狋∈犚
＋，φ∈犆犺，有

狘狓狋＋τ（狋，φ）狘犺 ≤ ｛［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１犕τ｝ｅｘｐ（２犾犽１犽τ）．
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　　证　对于任意狌≥狋，有

犇狓狌（狋，φ）＝犇φ＋∫
狌

狋
犳（狊，狓狊（狋，φ））ｄ狊＝犵（狌）．

由犇算子的一致稳定的定义，有

狘狓（狋，φ）狌狘≤犽１ ｓｕｐ
θ∈［狋，狌］

狘犇φ＋∫
θ

狋
犳（狊，狓狊）ｄ狊狘＋犽２狘φ狘犺

≤犽１犚狘φ狘犺＋犽１∫
狌

狋
狘犳（狊，狓狊）狘ｄ狊＋犽２狘φ狘犺

＝ （犽１犚＋犽２）狘φ狘犺＋犽１∫
狌

狋
狘犳（狊，狓狊）狘ｄ狊．

由（β３），对任意狉：０≤狉≤τ，我们有

狘狓狋＋狉狘犺≤２犾 ｓｕｐ
狌∈［狋，狋＋狉］

狘狓（狌）狘＋狘φ狘犺

≤２犾（犽１犚＋犽２）狘φ狘犺＋２犾犽１ ｓｕｐ
狌∈［狋，狋＋狉］∫

狌

狋
狘犳（狊，狓狊）狘ｄ狊＋狘φ狘犺

≤ ［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１∫
狋＋狉

狋
狘犳（狊，狓狊）狘ｄ狊

＝ ［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１∫
狉

０
狘犳（狊＋狋，狓狊＋狋）狘ｄ狊

≤ ［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１∫
狉

０
狘犳（狊＋狋，狓狊＋狋）－犳（狊＋狋，０）狘ｄ狊

　＋２犾犽１∫
狉

０
狘犳（狊＋狋，０）狘ｄ狊

≤ ［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１犽∫
狉

０
狘狓狊＋狋狘犺ｄ狊＋２犾犽１犕τ．

即

狘狓狋＋狉狘犺 ≤ ｛［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１犕τ｝＋２犾犽１犽∫
狉

０
狘狓狊＋狋狘犺ｄ狊．

由Ｂｅｌｌｍａｎ不等式，有

狘狓狋＋狉狘犺 ≤ ｛［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１犕τ｝ｅｘｐ（２犾犽１犽狉），

取狉＝τ，则有

狘狓狋＋τ（狋，φ）狘犺 ≤ ｛［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１犕τ｝ｅｘｐ（２犾犽１犽τ）． 

　　引理５　如果（２）式成立，则对于任意τ，狋∈犚
＋，φ，ψ∈犆犺，有

狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ）狘犺 ≤ ［（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘φ狘犺］ｅｘｐ（２犾犽１犽τ）．

　　证　对于任意狌≥狋，有

犇狓狌（狋，φ）＝犇φ＋∫
狌

狋
犳（狊，狓狊（狋，φ））ｄ狊，

犇狓狌（狋，ψ）＝犇ψ＋∫
狌

狋
犳（狊，狓狊（狋，ψ））ｄ狊，

所以

犇狓狌（狋，φ）－犇狓狌（狋，ψ）＝犇φ－犇ψ＋∫
狌

狋

［犳（狊，狓狊（狋，φ））－犳（狊，狓狊（狋，ψ））］ｄ狊．

注意到犇是线性算子，故
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犇［狓狌（狋，φ）－狓狌（狋，ψ）］＝犇（φ－ψ）＋∫
狌

狋

［犳（狊，狓狊（狋，φ））－犳（狊，狓狊（狋，ψ））］ｄ狊．

由犇算子的一致稳定的定义，有

狘狓（狋，φ）狌－狓（狋，ψ）狌狘

≤犽１ ｓｕｐ
θ∈［狋，狌］

狘犇（φ－ψ）狘＋犽１ ｓｕｐ
θ∈［狋，狌］∫

θ

狋

［犳（狊，狓狊（狋，φ））－犳（狊，狓狊（狋，ψ））］ｄ狊＋犽２狘φ－ψ狘犺

≤犽１犚狘φ－ψ狘犺＋犽１犽∫
狌

狋
狘狓狊（狋，φ）－狓狊（狋，ψ）狘犺ｄ狊＋犽２狘φ－ψ狘犺，

即

狘狓（狋，φ）狌－狓（狋，ψ）狌狘≤ （犽１犚＋犽２）狘φ－ψ狘犺＋犽１犽∫
狌

狋
狘狓狊（狋，φ）－狓狊（狋，ψ）狘犺ｄ狊．

由（β３），对任意狉≥０，我们有

狘狓狋＋狉（狋，φ）－狓狋＋狉（狋，ψ）狘犺

≤２犾 ｓｕｐ
狌∈［狋，狋＋狉］

狘狓（狋，φ）狌－狓（狋，ψ）狌狘＋狘φ－ψ狘犺

≤２犾（犽１犚＋犽２）狘φ－ψ狘犺＋２犾犽１犽∫
狋＋狉

狋
狘狓狊（狋，φ）－狓狊（狋，ψ）狘犺ｄ狊＋狘φ－ψ狘犺，

即

狘狓狋＋狉（狋，φ）－狓狋＋狉（狋，ψ）狘犺

≤（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘φ－ψ狘犺＋２犾犽１犽∫
狉

０
狘狓狊＋狋（狋，φ）－狓狊＋狋（狋，ψ）狘犺ｄ狊．

由Ｂｅｌｌｍａｎ不等式得到

狘狓狋＋狉（狋，φ）－狓狋＋狉（狋，ψ）狘犺 ≤ ［（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘φ－ψ狘犺］ｅｘｐ（２犾犽１犽狉）．

取狉＝τ就有

狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ）狘犺 ≤ ［（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘φ－ψ狘犺］ｅｘｐ（２犾犽１犽τ）． 

　　引理６　如果（２）式成立，且（１）式的解是一致渐近稳定的，则对于任意狋∈犚
＋，φ，ψ１，

ψ２∈犆犺以及ε＞０，当｜φ－ψ１｜犺≥２ε，｜φ－ψ２｜犺≥２ε时有

狘犞（狋，φ，ψ１）－犞（狋，φ，ψ２）狘≤２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘ψ１－ψ２狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）．

　　证　由引理３和引理５，有

　狘犞（狋，φ，ψ１）－犞（狋，φ，ψ２）狘

＝狘ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ１）狘犺
１＋２τ
１＋τ

）

　－ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，φ）－狓狋＋τ（狋，ψ２）狘犺
１＋２τ
１＋τ

）狘

≤ ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，ψ１）－狓狋＋τ（狋，ψ２）狘犺
１＋２τ
１＋τ

狘）

≤２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘ψ１－ψ２狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）． 

　　引理７　如果（２）、（３）式成立，且狓狋（０，φ）在［０，＋∞）上无界，则存在数列｛τ犿｝，｛狋犿｝满

足：τ犿≤狋犿，且当犿→＋∞时狋犿－τ犿→＋∞，｜狓τ犿（０，φ）｜犺＝｜φ｜犺；当狋∈［τ犿，狋犿］时｜狓狋（０，φ）｜犺

≥｜φ｜犺，且当犿→＋∞时，｜狓狋犿（０，φ）｜犺→＋∞．

证　因为狓狋（０，φ）在［０，＋∞）上无界，所以存在正项数列｛狋犿｝，使得当犿→＋∞时狋犿→

＋∞且｜φ｜犺≤｜狓狋犿（０，φ）｜犺→＋∞．对于每个犿，令犌犿＝｛τ∈［０，狋犿］：｜狓τ（０，φ）｜犺＝｜φ｜犺｝，显

然犌犿 有界、非空，从而有上确界，设τ犿＝ｓｕｐ犌犿．

７９５Ｎｏ．５　　迪申加卜等：具无限时滞中立型泛函微分方程解的稳定性与有界性



下面证明｛τ犿｝，｛狋犿｝满足要求．由于当犿→＋∞时｜狓狋犿（０，φ）｜犺→＋∞，由τ犿 的选取以及

狓狋（０，φ）关于狋的连续性，｜狓τ犿（０，φ）｜犺＝｜φ｜犺，且当狋∈［τ犿，狋犿］时，｜狓狋（０，φ）｜犺≥｜φ｜犺．剩下

的要证明当犿→＋∞时狋犿－τ犿→＋∞．用反证法．

若不然，存在｛狋犿－τ犿｝的子列｛狋犿犽－τ犿犽｝有界，设存在正常数犔，使狋犿犽－τ犿犽≤犔，由解的

唯一性及引理４，我们得到

狘狓狋犿
犽

（０，φ）狘犺＝狘狓狋犿
犽

（τ犿犽，狓τ犿
犽

（０，φ））狘犺

≤ ｛［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘狓τ犿
犽

（０，φ）狘犺＋２犾犽１犕（狋犿犽 －τ犿犽）｝

　·ｅｘｐ（２犾犽１犽（狋犿犽 －τ犿犽））

≤ ｛［２犾（犽１犚＋犽２）＋１］狘φ狘犺＋２犾犽１犕犔｝ｅｘｐ（２犾犽１犽犔）．

这与当犿→＋∞时｜狓狋犿
犽

（０，φ）｜犺→＋∞相矛盾，所以当犿→＋∞时狋犿－τ犿→＋∞． 

定理３　如果（２）、（３）式成立，且（１）式的解是犺一致渐近稳定的，则对于任意φ∈犆犺，

（１）式的解狓狋（０，φ）在［０，＋∞）上有界．

证　取φ０∈犆犺，满足｜φ０｜犺＝δ０，其中δ０ 与定义３相同．先证狓狋（０，φ０）在［０，＋∞）上有

界．用反证法．若不然，由引理７，存在数列｛τ犿｝，｛狋犿｝满足：τ犿≤狋犿，且当犿→＋∞时狋犿－τ犿→

＋∞，而｜狓τ犿（０，φ０）｜犺＝｜φ０｜犺＝δ０，｜狓狋犿（０，φ０）｜犺→＋∞，且当狋∈［τ犿，狋犿］时｜狓狋（０，φ０）｜犺≥

δ０．取δ充分小使２犾犽１犕δｅｘｐ（２犾犽１犽δ）≤
δ０
２
，任取狋，狋＋δ∈［τ犿，狋犿］，则｜狓狋＋δ（０，φ０）｜犺≥δ０．由

引理４，｜狓狋＋δ（狋，０）｜犺≤２犾犽１犕δｅｘｐ（２犾犽１犽δ）≤
δ０
２
，所以｜狓狋＋δ（０，φ０）－狓狋＋δ（狋，０）｜犺≥

δ０
２
．取ε＝

δ０
４
，由引理６得到

狘犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），０）－犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），狓狋＋δ（狋，０））狘

≤２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜），

其中犜＝犜（
δ０
４
）随δ０ 确定而确定．由上式及引理６、引理３，当狋，狋＋δ∈［τ犿，狋犿］时

犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），０）

＝犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），狓狋＋δ（狋，０））

＋［犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），０）－犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），狓狋＋δ（狋，０））］

≤犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），狓狋＋δ（狋，０））＋２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

＝犞（狋＋δ，狓狋＋δ（狋，狓狋（０，φ０）），狓狋＋δ（狋，０））＋２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，狓狋（０，φ０））－狓狋＋τ（狋，０）狘犺
１＋２（τ－δ）

１＋τ－δ
）

＋２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，狓狋（０，φ０））－狓狋＋τ（狋，０）狘犺（
１＋２τ
１＋τ

）（１－
δ

（１＋２τ）（１＋τ－δ）
））

＋２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤ｓｕｐ
０≤τ≤犜

（狘狓狋＋τ（狋，狓狋（０，φ０））－狓狋＋τ（狋，０）狘犺（
１＋２τ
１＋τ

）（１－
δ

（１＋２犜）
２
））

＋２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤犞（狋，狓狋（０，φ０），０）（１－
δ

（１＋２犜）
２
）＋２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）．
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当狋∈［τ犿，狋犿］时，由上式及引理４可得

　犞′（１）　（狋，狓狋（０，φ０），０）

＝ｌｉｍ
δ→０

＋

１

δ
［犞（狋＋δ，狓狋＋δ（０，φ０），０）－犞（狋，狓狋（０，φ０），０）］

≤－
１

（１＋２犜）
２犞（狋，狓狋（０，φ０），０）

　＋ｌｉｍ
δ→０

＋

１

δ
２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）狘狓狋＋δ（狋，０）狘犺ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤－
１

（１＋２犜）
２犞（狋，狓狋（０，φ０），０）

　＋ｌｉｍ
δ→０

＋

１

δ
２（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）２犾犽１犕δｅｘｐ（２犾犽１犽δ）ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤－
１

（１＋２犜）
２犞（狋，狓狋（０，φ０），０）＋４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）．

因而当狋∈［τ犿，狋犿］时，由比较定理，有

犞（狋，狓狋（０，φ０），０）

≤ｅｘｐ（－
狋－τ犿
（１＋２犜）

２
）［犞（τ犿，狓τ犿（０，φ０），０）

－（１＋２犜）
２４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）］

＋（１＋２犜）
２４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）

≤犞（τ犿，狓τ犿（０，φ０），０）＋（１＋２犜）
２４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）．

令狋＝狋犿，有

犞（狋犿，狓狋犿（０，φ０），０）

≤犞（τ犿，狓τ犿（０，φ０），０）＋（１＋２犜）
２４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）．

由于犞（狋，φ，ψ）是可控泛函，且｜狓τ犿（０，φ０）｜犺＝δ０，由引理２存在犔＞０，使得犞（τ犿，狓τ犿（０，

φ０），０）≤犔．因此

犞（狋犿，狓狋犿（０，φ０），０）≤犔＋（１＋２犜）
２４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜），

由于｜φ－ψ｜犺≤犞（狋，φ，ψ），所以

狘狓狋犿（０，φ０）狘犺 ≤犔＋（１＋２犜）
２４（２犾犽１犚＋２犾犽２＋１）犾犽１犕ｅｘｐ（２犾犽１犽犜）．

这与当犿→＋∞时｜狓狋犿（０，φ０）｜犺→＋∞相矛盾，从而狓狋（０，φ０）在［０，＋∞）上有界．

任取φ∈犆犺，可选取φ１，φ２，…，φ犿∈犆犺，使得｜φ０－φ１｜犺＜δ０，｜φ１－φ２｜犺＜δ０，…，｜φ犿－φ

｜犺＜δ０，因此由（１）式的解的一致渐近稳定性的定义，当狋→＋∞时

狘狓狋（０，φ０）－狓狋（０，φ）狘犺 ≤狘狓狋（０，φ０）－狓狋（０，φ１）狘犺＋…＋狘狓狋（０，φ犿）－狓狋（０，φ）狘犺 →０，

所以狓狋（０，φ）在［０，＋∞）上有界． 

４　对犞狅犾狋犲狉狉犪积分微分方程的应用

考虑具有无限时滞中立型积分微分方程

ｄ

ｄ狋
（狓（狋）－∫

狋

－∞
犆（狋－狊）狓（狊）ｄ狊）＝犃（狋）狓（狋）＋∫

狋

－∞
犈（狋，狊）狓（狊）ｄ狊＋犳（狋）， （５）

其中狓∈犚
狀，犃（狋）在犚上连续，犆（狋－狊）和犈（狋，狊）在犚×犚上连续，犳：犚→犚连续．
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考虑（５）式所定义的算子犇

犇狓狋＝狓（狋）－∫
０

－∞
犆（－狊）狓狋（狊）ｄ狊． （６）

　　引理８
［１２］
　若｜犆（－狊）｜≤犺（狊），狊∈犚

－，∫
０

－∞
犆（－狊）ｄ狊＝犿＜１，则（６）式所定义的算子

犇为犺一致稳定的．

对于（５）式，右端泛函为

犉（狋，φ）＝犃（狋）φ（０）＋∫
０

－∞
犈（狋，狊＋狋）φ（狊）ｄ狊＋犳（狋）． （７）

　　引理９　假设存在常数犕１＞０，使得｜犃（狋）｜≤犕１．如果存在连续函数犺：犚
－
→犚

＋恒正，

且满足犾＝∫
０

－∞
犺（狊）ｄ狊＜＋∞ 以及有界连续函数犎：犚×犚→犚

＋，使得｜犈（狌，狏＋狉）｜≤犎（狌，

狏）犺（狉），狌，狏∈犚，狉∈犚
－，则犉（狋，φ）在犚×犆犺 上连续且满足条件（２）．

证　易证犉（狋，φ）在犚×犆犺 上连续．设存在常数犕２＞０，使得｜犎（狌，狏）｜≤犕２．对于（狋，

φ），（狋，ψ）∈犚
＋×犆犺

狘犉（狋，φ）－犉（狋，ψ）狘≤狘犃（狋）φ（０）－犃（狋）ψ（０）狘＋狘∫
０

－∞
犈（狋，狊＋狋）φ（狊）ｄ狊

　－∫
０

－∞
犈（狋，狊＋狋）ψ（狊）ｄ狊狘

≤犕１犾
－１
狘φ－ψ狘犺＋∫

０

－∞
犈（狋，狊＋狋）狘φ（狊）－ψ（狊）狘ｄ狊

≤犕１犾
－１
狘φ－ψ狘犺＋犎（狋，狋）∫

０

－∞
犺（狊）狘φ（狊）－ψ（狊）狘ｄ狊

≤犕１犾
－１
狘φ－ψ狘犺＋犕２狘φ－ψ狘犺

≤ （犕１犾
－１
＋犕２）狘φ－ψ狘犺．

即条件（２）成立． 

引理１０　如果存在常数犕３＞０，使得任意狋∈犚
＋有｜犳（狋）｜≤犕３，则｜犉（狋，０）｜≤犕３，即

犉（狋，φ）满足条件（３）．

于是方程（５）满足初始条件的解的存在、唯一性，而且满足解对初始条件的连续相依性．

此外，如果解是有界的，则延拓到无穷．

方程（５）的等价形式为

ｄ

ｄ狋
犇狓狋＝犃（狋）犇狓狋＋∫

狋

－∞
犇（狋，狊）狓（狊）ｄ狊＋犳（狋），

其中犇（狋，狊）＝犈（狋，狊）＋犃（狋）犆（狋－狊）．（５）式的伴随系统为

ｄ

ｄ狋
犇狓狋＝犃（狋）犇狓狋＋∫

狋

－∞
犇（狋，狊）狓（狊）ｄ狊＋犳（狋），

ｄ

ｄ狋
犇狔狋＝犃（狋）犇狔狋＋∫

狋

－∞
犇（狋，狊）狔（狊）ｄ狊＋犳（狋）

烅

烄

烆
．

（８）

定义泛函

犞（狋，狓狋，狔狋）＝狘犇狓狋－犇狔狋狘＋犽５∫
狋

－∞∫
＋∞

狋
狘犇（狌，狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狌ｄ狊

＋犽６∫
狋

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狌ｄ狊． （９）

　　定理４　如果引理８、９、１０的条件满足，且
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（ａ）存在犚×犚→犚
＋的连续函数犙１（狌，狏）和犙２（狌，狏），使得

犙１（狌，狏）犺（狉）≤狘犆（狌－（狏＋狉））狘≤犙２（狌，狏）犺（狉）

且存在正常数犫，犮，使得犫≤∫
＋∞

狋
犙１（狌，狋）ｄ狌＜＋∞，∫

＋∞

狋
犙１（狌，狋）ｄ狌≤犮＜＋∞；

（ｂ）存在犚×犚→犚
＋的连续函数犎（狌，狏），使得

狘犈（狌，狏＋狉）狘≤犎（狌，狏）犺（狉），　狌，狏∈犚，狉∈犚
－

且存在正常数犪，使得∫
＋∞

狋
犎（狌，狋）ｄ狌≤犪＜＋∞；

（ｃ）存在正常数犽６，使得犽７ ＝犽５∫
＋∞

狋
狘犇（狌，狋）狘ｄ狌＋犽６∫

＋∞

狋
犆（狌－狋）ｄ狌≤犽６；

（ｄ）存在正常数犽８，使得∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狊）狘ｄ狌≤犽８狘犆（狋－狊）狘；

（ｅ）存在正常数δ，及犽５：１＜犽５＜２，使得（２－犽５）犃（狋）＋犽７≤－δ，

则（５）式的解是犺一致稳定和犺一致渐近稳定的．

证　首先证明由（９）式所定义的泛函犞（狋，φ，ψ）是正规、可控泛函．由犞（狋，φ，ψ）的定义、

犆犺 空间的性质以及条件（ａ），有

犞（狋，狓狋，狔狋）≥犽６∫
０

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－（狊＋狋））狘狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘ｄ狌ｄ狊

≥犽６犫∫
０

－∞
犺（狊）狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘ｄ狌ｄ狊．

　　所以犞（狋，狓狋，狔狋）≥犽６犫∫
０

－∞
犺（狊）狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘

［狊，０］ｄ狊≥犽６犫狘狓狋－狔狋狘犺，即犞（狋，φ，ψ）

是正规泛函．

犞（狋，狓狋，狔狋）

≤狘犇（狓狋－狔狋）狘＋犽５∫
０

－∞∫
＋∞

狋
狘犇（狌，狊＋狋）狘狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘ｄ狌ｄ狊

＋犽６∫
０

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－（狊＋狋））狘狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘ｄ狌ｄ狊

≤狘犇（狓狋－狔狋）狘＋犽５∫
＋∞

狋

［狘犃（狋）狘犎（狌，狋）＋犙２（狌，狋）］ｄ狌∫
０

－∞
犺（狊）狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘ｄ狊

＋犽６∫
＋∞

狋
犙２（狌，狋）ｄ狌∫

０

－∞
犺（狊）狘狓狋（狊）－狔狋（狊）狘ｄ狊

≤［犚＋犽５（犪＋犕１犮）＋犽６犮］狘狓狋－狔狋狘犺，

即犞（狋，φ，ψ）是可控泛函．

下面证明犞（狋，狓狋（狋０，φ），狓狋（狋０，ψ））对狋０∈犚
＋，φ，ψ∈犆犺 关于狋是单调不增的．

犞′（８）　（狋，狓狋，狔狋）

≤（犇狓狋－犇狔狋）
犜（ｄ
ｄ狋
犇狓狋－

ｄ

ｄ狋
犇狔狋）／狘犇狓狋－犇狔狋狘

＋犽５∫
＋∞

狋
狘犇（狌，狋）狘狘狓（狋）－狔（狋）狘ｄ狌－犽５∫

狋

－∞
狘犇（狋，狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

＋犽６∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狋）狘狘狓（狋）－狔（狋）狘ｄ狌－犽６∫

狋

－∞
狘犆（狋－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

≤狘
ｄ

ｄ狋
犇狓狋－

ｄ

ｄ狋
犇狔狋狘＋犽５∫

＋∞

狋
狘犇（狌，狋）狘狘狓（狋）－狔（狋）狘ｄ狌
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－犽５∫
狋

－∞
狘犇（狋，狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

＋犽６∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狋）狘狘狓（狋）－狔（狋）狘ｄ狌－犽６∫

狋

－∞
狘犆（狋－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

≤犃（狋）狘犇狓狋－犇狔狋狘＋∫
狋

－∞
狘犇（狋，狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

＋犽５∫
＋∞

狋
狘犇（狌，狋）狘狘狓（狋）－狔（狋）狘ｄ狌－犽５∫

狋

－∞
狘犇（狋，狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

＋犽６∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狋）狘狘狓（狋）－狔（狋）狘ｄ狌－犽６∫

狋

－∞
狘犆（狋－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

≤犃（狋）狘犇狓狋－犇狔狋狘＋（１－犽５）［狘
ｄ

ｄ狋
（犇狓狋－犇狔狋）狘－犃（狋）狘犇狓狋－犇狔狋狘］

－犽６∫
狋

－∞
狘犆（狋－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

＋［犽５∫
＋∞

狋
狘犇（狌，狋）狘ｄ狌＋犽６∫

＋∞

狋
狘犆（狌－狋）狘ｄ狌］狘狓（狋）－狔（狋）狘

≤（２－犽５）犃（狋）狘犇狓狋－犇狔狋狘＋（１－犽５）狘
ｄ

ｄ狋
（犇狓狋－犇狔狋）狘

＋犽７狘狓（狋）－狔（狋）狘－犽６∫
狋

－∞
狘犆（狋－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

≤［（２－犽５）犃（狋）＋犽７］狘犇狓狋－犇狔狋狘＋（１－犽５）狘
ｄ

ｄ狋
（犇狓狋－犇狔狋）狘

＋（犽７－犽６）∫
狋

－∞
狘犆（狋－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狊

≤［（２－犽５）犃（狋）＋犽７］狘犇狓狋－犇狔狋狘

＋（犽６－犽７）犽
－１
８∫

狋

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狌ｄ狊

≤－δ狘犇狓狋－犇狔狋狘＋（犽６－犽７）犽
－１
８∫

狋

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狌ｄ狊≤０．

于是犞（狋，狓狋（狋０，φ），狓狋（狋０，ψ））对狋０∈犚
＋，φ，ψ∈犆犺 关于狋是单调不增的，由定理１知，（５）的

解是犺一致稳定的．

由于

－犞′（８）　（狋，狓狋，狔狋）≥δ狘犇狓狋－犇狔狋狘＋（犽６－犽７）犽
－１
８∫

狋

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狌ｄ狊

≥ （犽６－犽７）犽
－１
８∫

狋

－∞∫
＋∞

狋
狘犆（狌－狊）狘狘狓（狊）－狔（狊）狘ｄ狌ｄ狊．

所以－犞′（８）　（狋，狓狋，狔狋）≥（犽６－犽７）犽
－１
８ 犽６犫｜狓狋－狔狋｜犺，即－犞′（８）　（狋，狓狋，狔狋）是正规泛函．由定

理２，方程（５）的解是犺一致渐近稳定的． 

定理５　若引理８、９、１０的条件满足，且（５）式的解是犺一致渐近稳定的，那么（５）式的

解狓狋（０，φ）（φ∈犆犺）在［０，＋∞）上有界．

由定理３直接得到结论，从略．
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