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细胞神经网络的指数稳定性
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摘要：该文研究了具有可变时滞的随机细胞神经网络的指数稳定性，应用 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ定理与

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，建立了这种细胞神经网络均方指数稳定与几乎必然指数稳定的两类判据，一类

是时滞无关而另一类是时滞相关．
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１　引言

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络要求每个神经元与其他神经元全联接，可是在真实神经网络里，并没

有这种要求，在由１０１１数量的神经细胞组成的人脑中，每个神经细胞只与其周围的１０３ 左右

的神经细胞相联，在视觉初级加工的神经网络中，每个神经细胞与其相近的神经细胞之间的

联接较强，而远离该神经细胞的联接较弱，视觉处理就是利用这种联接权的方向进行方向检

测、边缘提取等工作。

１９８８年美国加州大学贝克莱分校的Ｃｈｕａ与Ｙａｎｇ提出的细胞神经网络（ＣｅｌｌｕｌａｒＮｅｕ

ｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ）
［１］就是以神经细胞的这种联接方式为背景，来实现一种局部联接的、权可设计

的人工神经网络．这种网络对二维图像的初级加工特别有用，现已形成了一个新的学科分

支．它的实现也比Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络容易，网络的芯片也已不断出现，是一个值得注意的领域．

细胞神经网络的基本单元称为人工细胞，它是由线性电容、线性电阻、线性控制元件和非线

性控制元件组成，如同一个细胞自动机，它只同它周围的神经元相接，是一个连续的动态系

统．细胞神经网络应用于运动图像处理时，需要引入细胞间信号传递的时间延迟，因此１９９２

年Ｃｈｕａ与Ｒｏｓｋａ引入了带时滞的细胞神经网络
［２］，关于细胞神经网络与时滞细胞神经网

络的动力学行为，已有许多作者进行研究［１６］，但对具有随机扰动的细胞神经网络与具有可

变时滞的细胞神经网络却很少有人研究．

基于这种状况，本文研究了具有可变时滞的随机细胞神经网络的指数稳定性．利用Ｒａ

ｚｕｍｉｋｈｉｎ定理、Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数与Ｉｔ^ｏ公式，建立了这种细胞神经网络的均方指数稳定与几

乎必然指数稳定［７］的判据，所得判据分为时滞无关与时滞相关两种．
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２　主要结果

考虑具有可变时滞的随机细胞神经网络

ｄ狓（狋）＝［－犇狓（狋）＋犃σ（狓（狋））＋犅σ（狓（狋－δ１（狋）））］ｄ狋

＋犳（狋，狓（狋），狓（狋－δ２（狋）））ｄ狑（狋），
（１）

其中狓＝（狓１，…，狓狀）
Ｔ
∈犚

狀，犇＝ｄｉａｇ（犱１，…，犱狀），犱犻＞０（１≤犻≤狀），犃＝（犪犻犼）狀×狀∈犚
狀×狀，犅＝

（犫犻犼）狀×狀∈犚
狀×狀，这里δ犻（狋）∈犆（犚＋，［０，τ］），犻＝１，２，τ＞０是时滞．σ（狓）＝（σ１（狓１），…，

σ狀（狓狀））
Ｔ，σ犻（狓犻）＝１／２（｜狓犻＋１｜－｜狓犻－１｜）（１≤犻≤狀），犳（狋，狓（狋），狓（狋－δ２（狋）））ｄ狑（狋）表示随

机扰动，狑＝（狑１（狋），…，狑犿（狋））
Ｔ 是定义在完备的概率空间（Ω，犉，犉狋，犘）上具自然滤波

｛犉狋｝狋≥０的犿维Ｂｒｏｗｎ运动，犳∶犚＋×犚
狀×犚狀→犚

狀×犿是局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的且满足线性增

长条件［７］．并设系统（１）有初始条件狓（狊）＝ξ（狊），－τ≤狊≤０，ξ∈犔
２
犉
０
（［－τ，０］，犚

狀），这里

犔２犉
０
（［－τ，０］，犚

狀）是犚狀 值的随机过程ξ（狊），－τ≤狊≤０，且ξ（狊）是犉０ 可测，∫
０

－τ
犈狘ξ（狊）狘

２ｄ狊＜

∞．由文献［７］知系统（１）有唯一解，记为狓（狋；ξ）或狓（狋），并且它也是平方可积的．为研究系

统（１）的稳定性，下面均设狋∈犚＋∶犳（狋，０，０）≡０，并设存在犪１，犪２≥０，使

（狋，狓，狔）∈犚＋×犚
狀
×犚

狀，

ｔｒａｃｅ犳
Ｔ（狋，狓，狔）犳（狋，狓，狔）≤犪１狘狓狘

２
＋犪２狘狔狘

２． （２）

　　定理１　若存在正定阵犌，使

λｍｉｎ（犌犇＋犇
Ｔ犌）＞２‖犌犃‖＋２‖犌犅‖ λｍａｘ（犌）λ

－１
ｍｉｎ（犌槡 ）

＋‖犌‖（犪１＋犪２λ
－１
ｍｉｎ（犌）λｍａｘ（犌））．

（３）

则系统（１）的平凡解均方指数稳定，也几乎必然指数稳定．

证　作Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（狓）＝狓
Ｔ犌狓，则对（狋，狓，狔１，狔２）∈犚＋×犚

狀×犚狀×犚狀，有

犔犞（狓（狋））＝犞狓（狓）（－犇狓＋犃σ（狓）＋犅σ（狔１））＋
１

２
ｔｒａｃｅ犳

Ｔ（狋，狓，狔２）犞狓狓（狓）犳（狋，狓，狔２）

＝２狓
Ｔ犌（－犇狓＋犃σ（狓）＋犅σ（狔１））＋ｔｒａｃｅ犳

Ｔ（狋，狓，狔２）犌犳（狋，狓，狔２）

≤（－λｍｉｎ（犌犇＋犇
Ｔ犌）＋２‖犌犃‖＋‖犌犅‖β＋‖犌‖犪１）狘狓狘

２

＋‖犌犅‖β
－１
狘狔１狘

２
＋‖犌‖犪２狘狔２狘

２

≤－λ１犞（狓）＋λ２犞（狔１）＋λ３犞（狔２）．

这里

λ１ ＝ （λｍｉｎ（犌犇＋犇
Ｔ犌）－２‖犌犃‖－‖犌犅‖β－‖犌‖犪１）λ

－１
ｍａｘ（犌），

λ２ ＝ ‖犌犅‖β
－１
λ
－１
ｍｉｎ（犌），λ３ ＝ ‖犌‖犪２λ

－１
ｍｉｎ（犌），β＝ λ

－１
ｍｉｎ（犌）λｍａｘ（犌槡 ）．

　　由已知条件（３），易推出λ１＞λ２＋λ３．由随机泛函微分方程的Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ定理
［８］可推

出，系统（１）的平凡解均方指数稳定，也几乎必然指数稳定．证毕． 

显然定理１给出了系统（１）时滞无关的稳定条件，下面我们将建立系统（１）时滞相关的

稳定条件．为此首先证明下面的引理．

引理１　设狓（狋）为系统（１）的解，则犻＝１，２，有

犈狘狓（狋）－狓（狋－δ犻（狋））狘
２
≤犖 ｓｕｐ

－２τ≤θ≤０
犈狘狓（狋＋θ）狘

２．

其中 犖 ＝ ［τ（‖犇‖＋‖犃‖＋‖犅‖）＋ τ（犪１＋犪２槡 ）］２．

　　证　由 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，有
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犈狘狓（狋）－狓（狋－δ犻（狋））狘
２

≤（ε
２
１＋ε

２
２＋ε

２
３＋ε

２
４）ε

－２
１犈∫

狋

狋－δ犻
（狋）
－犇狓（狊）ｄ狊（

２

＋ε
－２
２犈∫

狋

狋－δ犻
（狋）
犃σ（狓（狊））ｄ狊

２

＋ε
－２
３犈∫

狋

狋－δ犻
（狋）
犅σ（狓（狊－δ１（狊）））ｄ狊

２

＋ε
－２
４犈∫

狋

狋－δ犻
（狋）
犳ｄ狑（狊） ）

２

，

（４）

这里ε１＝ ‖犇‖槡 τ，ε２＝ ‖犃‖槡 τ，ε３＝ ‖犅‖槡 τ，ε４＝
４

τ（犪１＋犪２槡 ），再一次应用 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不

等式，有

犈∫
狋

狋－δ犻
（狋）
－犇狓（狊）ｄ狊

２

≤τ
２
‖犇‖

２ ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

犈狘狓（狋＋θ）狘
２， （５）

犈∫
狋

狋－δ犻
（狋）
犃σ（狓（狊））ｄ狊

２

≤τ
２
‖犃‖

２ ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

犈狘狓（狋＋θ）狘
２， （６）

犈∫
狋

狋－δ犻
（狋）
犅σ（狓（狊－δ１（狊）））ｄ狊

２

≤τ
２
‖犅‖

２ ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

犈狘狓（狋＋θ）狘
２， （７）

由文献［９］中引理２．３与条件（２），有

犈∫
狋

狋－δ犻
（狋）
犳ｄ狑（狊）

２

≤τ（犪１＋犪２）ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

犈狘狓（狋＋θ）狘
２． （８）

将式（５）－式（８）及ε１，ε２，ε３，ε４ 代入式（４）即得引理１．证毕． 

定理２　若存在正定阵犌，使

λｍｉｎ（犌犇＋犇
Ｔ犌）＞２‖犌（犃＋犅）‖＋２‖犌犅‖ 犖λｍａｘ（犌）λ

－１
ｍｉｎ（犌槡 ）

＋‖犌‖（犪１＋犪２λｍａｘ（犌）λ
－１
ｍｉｎ（犌））．

（９）

其中犖＝［τ（‖犇‖＋‖犃‖＋‖犅‖）＋ τ（犪１＋犪２槡 ）］２，则系统（１）的平凡解均方指数稳定，

也几乎必然指数稳定．

证　作Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（狓）＝狓
Ｔ犌狓，则由Ｉｔ^ｏ公式，并应用条件（２），有

犔犞（狓（狋））＝２狓
Ｔ（狋）犌（－犇狓（狋）＋（犃＋犅）σ（狓（狋）））

＋２狓
Ｔ（狋）犌犅（σ（狓（狋－δ１（狋）））－σ（狓（狋）））＋ｔｒａｃｅ犳

Ｔ犌犳

≤－λ１狘狓（狋）狘
２
＋λ２狘狓（狋－δ１（狋））－狓（狋）狘

２
＋λ３狘狓（狋－δ２（狋））狘

２，

（１０）

其中λ１＝λｍｉｎ（犌犇＋犇
Ｔ犌）－２‖犌（犃＋犅）‖－‖犌犅‖β－‖犌‖犪１，λ２＝‖犌犅‖β

－１，λ３＝

‖犌‖犪２，β＝ 犖λｍａｘ（犌）λ
－１
ｍｉｎ（犌槡 ），由引理１与式（９），从式（１０）可推出

犈犔犞（狓（狋））≤－λ１λ
－１
ｍａｘ（犌）犈犞（狓（狋））＋（λ２犖＋λ３）λ

－１
ｍｉｎ（犌）ｓｕｐ

－２τ≤θ≤０
犞（狓（狋＋θ））， （１１）

由已知条件（９），可推出存在狇＞１，使

－λ＝－λ１λ
－１
ｍａｘ（犌）＋（λ２犖＋λ３）λ

－１
ｍｉｎ（犌）狇＜０， （１２）

从而当犈犞（狓（狋＋θ））＜狇犈犞（狓（狋））（－２τ≤θ≤０）时，从式（１１）与式（１２）可推出

犈犔犞（狓（狋））≤－λ犈犞（狓（狋））．

由随机泛函微分方程的Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ定理
［８］，可推出系统（１）的平凡解均方指数稳定，也几乎

必然指数稳定．证毕． 

若系统（１）中犳＝０，则对具有可变时滞的细胞神经网络

狓（狋）＝－犇狓（狋）＋犃σ（狓（狋））＋犅σ（狓（狋－δ１（狋）））． （１３）

我们有更精细的时滞相关的稳定性判据．
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定理３　设（犃＋犅－犇）对角稳定，即存在正对角阵犙＝ｄｉａｇ（狇１，…，狇狀），正定阵犌，使

犙（犃＋犅－犇）＋（犃＋犅－犇）
Ｔ犙＝－犌，

记 α＝ｍｉｎ
犻
犱犻，犽＝λ

－１
ｍｉｎ（犌）α

－１（‖犃‖＋‖犅‖）
２，

β＝ １＋犽‖犙槡 ‖（‖犇‖＋‖犃‖＋‖犅‖）τ．

如果 α＞２‖犅‖（１＋犽‖犙‖）β， （１４）

则系统（１３）的平凡解指数稳定．

证　作Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（狓）＝狓
Ｔ狓＋２犽∑

狀

犻＝１

狇犻∫
狓犻

０
σ犻（θ）ｄθ．因此有

狘狓狘
２
≤犞（狓）≤ （１＋犽‖犙‖）狘狓狘

２， （１５）

犞（狓（狋））＝２（狓
Ｔ（狋）＋犽σ

Ｔ（狓（狋））犙）（－犇狓（狋）＋（犃＋犅）σ（狓（狋）））

＋２（狓
Ｔ（狋）＋犽σ

Ｔ（狓（狋））犙）犅（σ（狓（狋－δ１（狋）））－σ（狓（狋）））． （１６）

因

２（狓Ｔ（狋）＋犽σ
Ｔ（狓（狋））犙）（－犇狓（狋）＋（犃＋犅）σ（狓（狋）））

≤－２α狘狓（狋）狘
２
＋α狘狓（狋）狘

２
＋α

－１（‖犃‖＋‖犅‖）
２
狘σ（狓（狋））狘

２
－犽λｍｉｎ（犌）狘σ（狓（狋））狘

２

＝－α狘狓（狋）狘
２， （１７）

２（狓Ｔ（狋）＋犽σ
Ｔ（狓（狋））犙）犅（σ（狓（狋－δ１（狋）））－σ（狓（狋）））

≤（１＋犽‖犙‖）‖犅‖（β狘狓（狋）狘
２
＋β

－１
狘狓（狋－δ１（狋））－狓（狋）狘

２）， （１８）

这里β＝ １＋犽‖犙槡 ‖（‖犇‖＋‖犃‖＋‖犅‖）τ，将式（１７），式（１８）代入式（１６），有

犞（狓（狋））≤（－α＋（１＋犽‖犙‖）‖犅‖β）狘狓（狋）狘
２

＋（１＋犽‖犙‖）‖犅‖β
－１
狘狓（狋－δ１（狋））－狓（狋）狘

２． （１９）

取ε１＝ τ‖犇槡 ‖，ε２＝ τ‖犃槡 ‖，ε３＝ τ‖犅槡 ‖，并应用 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，有

狘狓（狋－δ１（狋））－狓（狋）狘
２

≤（ε
２
１＋ε

２
２＋ε

２
３）ε

－２
１∫

狋

狋－δ１
（狋）
－犇狓（狊）ｄ狊（

２

＋ε
－２
２∫

狋

狋－δ１
（狋）
犃σ（狓（狊））ｄ狊

２

＋ε
－２
３∫

狋

狋－δ１
（狋）
犅σ（狓（狊－δ１（狊）））ｄ狊 ）

２

≤（ε
２
１＋ε

２
２＋ε

２
３）（ε

－２
１τ

２
‖犇‖

２
＋ε

－２
２τ

２
‖犃‖

２
＋ε

－２
３τ

２
‖犅‖

２）ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

狘狓（狋＋θ）狘
２

＝τ
２（‖犇‖＋‖犃‖＋‖犅‖）

２ ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

狘狓（狋＋θ）狘
２， （２０）

将式（２０）代入式（１９），并应用式（１４）与式（１５），有

犞（狓（狋））≤－λ１犞（狓（狋））＋λ２ ｓｕｐ
－２τ≤θ≤０

犞（狓（狋＋θ））． （２１）

这里λ１＝（α－（１＋犽‖犙‖）‖犅‖β）（１＋犽‖犙‖）
－１，λ２＝‖犅‖β

－１
τ
２（１＋犽‖犙‖）（‖犇‖

＋‖犃‖＋‖犅‖）
２．由已知条件（１４）存在狇＞１，使

－λ＝－λ１＋λ２狇＜０， （２２）

从而当犞（狓（狋＋θ））＜狇犞（狓（狋））（－２τ≤θ≤０）时，从式（２１）与式（２２）可推出

犞（狓（狋））＜－λ犞（狓（狋））．

由泛函微分方程的Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ定理
［８］可推出系统（１３）的平凡解指数稳定． 

注１　文献［３，４，６］在系统（１３）中取犇＝犐（单位阵），δ１（狋）为常数时，讨论了系统的渐近

稳定，其中条件分别是（ｉ）犅可逆，犌＝－犐＋犃＋犅对称，且‖犅‖＜
２

３
τ
［３］；（ｉｉ）存在正对角

７６２Ｎｏ．２　　　　　　　　　沈轶等：细胞神经网络的指数稳定性



阵犙，使犙犃，犙犅对称，‖犅‖＜
２

３
τ
［４］；（ｉｉｉ）‖犃‖＋‖犅‖＜１

［６］．显然在定理１条件式（３）

中取犌＝犇＝犐，α１＝α２＝０，则条件式（３）变成‖犃‖＋‖犅‖＜１，因而定理１包含文献［６］的

主要结果作为特例．若系统（１３）中取犇＝犐，δ１（狋）为常数，犃＝０，犅＝
０ －１／３

１／［ ］３ ０
，则不能

利用文献［３，４］的结果判断系统（１３）的稳定性，但可以用本文的定理２与定理３判断系统

（１３）的稳定性，并且可以给出时滞上界．
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