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一阶脉冲泛函微分方程周期边值问题
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摘要：考虑脉冲泛函微分方程周期边值问题．利用一个新的比较结果，构造了一个近似解序列，

并且获得了一个解的存在性结果．
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１　引言和预备知识

随着科学技术的飞速发展，人们发现脉冲微分方程较之相应的不带脉冲的微分方程能

更准确地描绘现实生活中的某些现象，如在生物学、医学、光学控制、经济学模型中出现的

变量状态的突变就可通过带脉冲扰动的模型来更准确的描述［１，２］．因此研究脉冲微分方程

的一般理论是必要的．

我们也注意到，最近几年上下解方法和单调迭代方法已被广泛地用来研究一些非线性

问题，尤其边值问题［２，３，４，６，８］．

本文，我们考虑下面的一阶脉冲周期边值问题

狓′（狋）＝犳（狋，狓（狋），［φ狓］（狋）），　 　狋≠狋犽，狋∈犑；

Δ狓（狋犽）＝犐（狋犽，狓（狋犽），［φ狓］（狋犽）），　犽＝１，…，狆；

狓（０）＝狓（犜
烅

烄

烆 ），

（１．１）

其中犑＝［０，犜］，０＝狋０＜狋１＜狋２＜…＜狋狆＜狋狆＋１＝犜，犑０＝犑＼｛狋１，…，狋狆｝，犳，犐：犑×犚×犚→犚

在犑０×犚×犚上连续，犳（狋
－
犽 ，狓，狔），犳（狋

＋
犽 ，狓，狔），犐（狋

－
犽 ，狓，狔），犐（狋

＋
犽 ，狓，狔）存在，且犳（狋

－
犽 ，狓，狔）

＝犳（狋犽，狓，狔），犐（狋
－
犽 ，狓，狔）＝犐（狋犽，狓，狔），Δ狓（狋犽）＝狓（狋

＋
犽 ）－狓（狋

－
犽 ），（狓，狔）∈犚×犚，φ：犘犆

（犑）→犘犆（犑）是连续的．我们引入下面的函数空间：犘犆（犑）＝｛狓：犑→犚；对狋∈犑０，狓（狋）是连

续的，狓（０＋），狓（犜－），狓（狋－犽 ），狓（狋
＋
犽 ）存在，且狓（狋

－
犽 ）＝狓（狋犽），犽＝１，…，狆｝以及犘犆

１（犑）＝

｛狓∈犘犆（犑）；狓｜（狋犽，狋犽＋１）∈犆
１（狋犽，狋犽＋１），犽＝０，…，狆，狓′（０

＋），狓′（犜－），狓′（狋＋犽 ），狓′（狋
－
犽 ）存

在｝．很明显，对于下列范数

‖狓‖犘犆（犑）＝ｓｕｐ｛狘狓（狋）狘，狋∈犑｝，‖狓‖犘犆
１（犑）＝ ‖狓‖犘犆（犑）＋‖狓′‖犘犆（犑），

犘犆（犑），犘犆１（犑）分别是Ｂａｎａｃｈ空间．
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我们说狓（狋）是方程（１．１）的解意味着狓∈犘犆
１（犑）满足方程（１．１）的各等式．

为了证明我们的比较结果，需要用到下面的引理［１］．

引理１．１　设狊∈［０，犜），犮犽≥０，α犽，犽＝１，…，犿都是常数，且

狆，狇∈犘犆（犑），狓∈犘犆
１（犑），

如果
狓′（狋）≤狆（狋）狓（狋）＋狇（狋），　狋∈ ［狊，犜］，狋≠狋犽，

狓（狋＋犽）≤犮犽狓（狋犽）＋α犽，　 　狋犽 ∈ ［狊，犜｛ ］，

那么狋∈［狊，犜］有

狓（狋）≤狓（狊
＋）（∏

狊＜狋犽＜狋

犮犽）ｅｘｐ∫
狋

狊
狆（狌）ｄ狌＋∫

狋

狊

（∏
狌＜狋犽＜狋

犮犽）ｅｘｐ（∫
狋

狌
狆（τ）ｄτ）狇（狌）ｄ狌

＋ ∑
狊＜狋犽＜狋

（∏
狋犽＜狋犻＜狋

犮犻）ｅｘｐ（∫
狋

狋犽

狆（τ）ｄτ）α犽．

２　比较结果

在这一节，我们将证明一个比较结果，它在本节以后的部分中将扮演一个重要角色．

定理２．１　假设犿∈犘犆
１（犑）满足

犿′（狋）≤－犕犿（狋）－犖［φ犿］（狋），　狋∈犑０，

Δ犿（狋犽）≤－犔犽犿（狋犽），　犽＝１，…，狆，

犿（０）≤犿（犜
烅

烄

烆 ），

（２．１）

且［φ犿］（狋）≥犔ｉｎｆ
狋∈犑
犿（狋），狋∈犑，其中犕＞０，犖≥０，犔＞０，０≤犔犽＜１，犽＝１，…，狆，并且

犔犖（ｅ犕犜 ＋１）ｅ
犕犜
≤
∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）
２

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

， （２．２）

那么犿（狋）≤０．

证　设犺（狋）＝犿（狋）ｅ
犕狋，那么（２．１）式可化为

犺′（狋）≤－犖ｅ
犕狋［φ犿］（狋）＝－犖ｅ

犕狋［φ（犺（狋）ｅ
－犕狋）］，　狋≠狋犽，

Δ犺（狋犽）≤－犔犽犺（狋犽），　犽＝１，２，…，狆，

犺（０）≤犺（犜）ｅ
－犕犜

烅

烄

烆 ．

很明显，我们只须证明犺（狋）≤０，狋∈犑即可．如果这一结论不成立，那么存在狋 ∈犑，使得

犺（狋）＞０。我们分两种情形进行讨论．

情形Ⅰ 　犺（狋）≥０，狋∈犑．

由犺（狋）≥０可推出犿（狋）≥０，这样［φ犿］（狋）≥犔ｉｎｆ
狋∈犑
犿（狋）≥０，因此

犺′（狋）≤０，狋∈犑０．

又因为犺（狋＋犽 ）≤（１－犔犽）犺（狋犽）≤犺（狋犽），那么犺（狋）在犑上是单调不增的，从而

犺（０）≥犺（狋
）＞０，且犺（０）≥犺（犜）．

另一方面，犺（０）＝犿（０）≤犿（犜）＜犿（犜）ｅ
犕犜＝犺（犜）．矛盾！

情形Ⅱ 　对某些狋∈犑，犺（狋）＜０．设

珋狋＝ｍａｘ｛狋∈犑，ｉｎｆ
狊∈犑
犺（狊）＝犺（狋）＝－λ，λ＞０｝．

不妨设珋狋∈（狋犿－１，狋犿］，１≤犿≤狆＋１（当珋狋＝狋
＋
犿－１时，其证明类似）．我们对犺（犜）分两种情形，
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犺（犜）≥０或犺（犜）＜０．

（１）假定犺（犜）≥０．首先我们断言

犺′（狋）≤λ犔犖ｅ
犕犜，狋∈犑０． （２．３）

事实上，令犑１＝｛狋∈犑０，犺（狋）≥０｝，犑２＝｛狋∈犑０，犺（狋）＜０｝，那么

（ｉ）当狋∈犑１ 时，我们有犿（狋）≥０，因而［φ犿］（狋）≥０，犺′（狋）≤０．

（ｉｉ）当狋∈犑２ 时，由犿（狋）＝犺（狋）ｅ
－犕狋
≥犺（狋）得

ｉｎｆ
狋∈犑
犿（狋）≥ｉｎｆ

狋∈犑
犺（狋）＝－λ， （２．４）

再根据［φ犿］（狋）≥犔ｉｎｆ
狋∈犑
犿（狋），我们有

－［φ犿］（狋）≤－犔ｉｎｆ
狋∈犑
犿（狋）， （２．５）

由（２．４）式和（２．５）式推出－［φ犿］（狋）≤λ犔，狋∈犑０．因此

犺′（狋）≤－犖［φ犿］（狋）ｅ
犕狋
≤λ犔犖ｅ

犕狋
≤λ犔犖ｅ

犕犜．

综合（ｉ），（ｉｉ）可知（２．３）式成立．考虑下面的不等式

犺′（狋）≤λ犔犖ｅ
犕犜，　狋∈犑０，

犺（狋＋犽）≤ （１－犔犽）犺（狋犽），　犽＝１，２，…，狆｛ ．
（２．６）

根据引理１．１，得

犺（狋）≤犺（珋狋）∏
珋狋＜狋犽＜狋

（１－犔犽）＋∫
狋

珋狋∏狊＜狋犽＜狋
（１－犔犽）λ犔犖ｅ

犕犜ｄ狊．

令狋＝犜，得

犺（犜）≤犺（珋狋）∏
珋狋＜狋犽＜犜

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

珋狋 ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

＝－λ∏
珋狋＜狋犽＜犜

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

珋狋 ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

≤－λ∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊．

即 犺（犜）≤－λ∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊， （２．７）

考虑到犺（犜）≥０，从而得∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）≤犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊，这与（２．２）式矛盾．

（２）假定犺（犜）＜０．如果珋狋＜狋，类似于（１）的证明可导出一个矛盾．设珋狋＞狋且狋 ∈

（狋狇，狋狇＋１］，０≤狇＜犿，我们再一次考虑不等式（２．６）．利用引理１．１，我们有

犺（狋）≤犺（０）∏
０＜狋犽＜狋

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
狋

０∏狊＜狋犽＜狋
（１－犔犽）ｄ狊．

令狋＝狋，得

犺（狋）≤犺（０）∏
０＜狋犽＜狋



（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
狋


０ ∏
狊＜狋犽＜狋



（１－犔犽）ｄ狊，

计及犺（０）≤犺（犜）ｅ
－犕犜，有

犺（狋）≤犺（犜）ｅ
－犕犜

∏
０＜狋犽＜狋



（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
狋


０ ∏
狊＜狋犽＜狋



（１－犔犽）ｄ狊．

因为犺（狋）＞０，因此
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０＜犺（犜）ｅ
－犕犜

∏
０＜狋犽＜狋



（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
狋


０ ∏
狊＜狋犽＜狋



（１－犔犽）ｄ狊．

由于
∫

狋


０ ∏
狊＜狋犽＜狋



（１－犔犽）ｄ狊

∏
０＜狋犽＜狋



（１－犔犽）
≤
∫

犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）

，

进而有 ０＜犺（犜）ｅ
－犕犜

∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊． （２．８）

由（２．７）式和（２．８）式得

０＜［－λ∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊］ｅ

－犕犜

∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）

＋λ犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊，

即 ０＜［－∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）＋犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊］ｅ

－犕犜

∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）

＋犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

＝－ｅ
－犕犜

∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）
２
＋∏

狆

犽＝１

（１－犔犽）犔犖∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

＋犔犖ｅ
犕犜

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊，

因此 ∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）
２
＜ ［∏

狆

犽＝１

（１－犔犽）＋ｅ
犕犜］ｅ犕犜犔犖∫

犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

＜ ［ｅ
犕犜
＋１］ｅ

犕犜犔犖∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊，

从而 犔犖（ｅ犕犜 ＋１）ｅ
犕犜
＞
∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）
２

∫
犜

０ ∏狊＜狋犽＜犜
（１－犔犽）ｄ狊

，

这与（２．２）式矛盾．

综上所述，假设不成立．因此必有犺（狋）≤０，狋∈犑，从而犿（狋）≤０，狋∈犑．证毕． 

３　单调迭代方法

在这节，我们利用上下解方法和单调迭代方法，建立边值问题（１．１）的解的存在性判据．

首先给出下面的定义．

定义３．１　函数狑∈犘犆
１（犑）称为周期边值问题（１．１）的上解，如果

狑′（狋）≥犳（狋，狑（狋），［φ狑］（狋）），　狋∈犑０，

Δ狑（狋）≥犐（狋，狑（狋），［φ狑］（狋）），　狋＝狋犽，

狑（０）≥狑（犜）
烅

烄

烆 ．

（３．１）

０４２ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２５Ａ　



　　类似地，狏∈犘犆
１（犑）称为周期边值问题（１．１）的下解，如果（３．１）式中的各不等号反向．

为了方便，我们列出下列条件

（Ｈ１）狏，狑∈犘犆
１（犑）分别是方程（１．１）的下上解，且狏（狋）≤狑（狋），狋∈犑．

（Ｈ２）存在常数犕＞０，犖≥０使得

犳（狋，狓，φ狓）－犳（狋，珚狓，φ珚狓）≥－犕（狓－珚狓）－犖［φ狓－φ珚狓］，

其中狏（狋）≤珚狓（狋）≤狓（狋）≤狑（狋），狋∈犑．

（Ｈ３）存在函数犔：犑→［０，１）使得

犐（狋犽，狓（狋犽），［φ狓］（狋犽））－犐（狋犽，珚狓（狋犽），［φ珚狓］（狋犽））≥－犔（狋犽）（狓－珚狓），

其中狏（狋犽）≤珚狓（狋犽）≤狓（狋犽）≤狑（狋犽），犽＝１，２，…，狆．

（Ｈ４）函数φ满足

‖φ狓－φ
珚狓‖ ≤犙‖狓－珚狓‖，　φ狓－φ珚狓≥φ（狓－珚狓），　［φ狓］（狋）≥犔ｉｎｆ

狋∈犑
狓（狋），

其中狏（狋）≤珚狓（狋）≤狓（狋）≤狑（狋），狋∈犑且犔＞０，犙＞０是常数．

定义区间 〈狏，狑〉＝｛狓∈犘犆（犑）：狏（狋）≤狓（狋）≤狑（狋），狋∈犑｝．

对任意η∈〈狏，狑〉，我们考虑周期边值问题

狓′（狋）＋犕狓（狋）＋犖［φ狓］（狋）＝σ（狋），　狋∈犑０，

Δ狓（狋）＋犔（狋）（狓－η（狋））＝犐（狋，η（狋），［φη］（狋）），　狋＝狋犽，犽＝１，…，狆，

狓（０）＝狓（犜）
烅

烄

烆 ．

（３．２）

　　为了证明随后的定理，我们需要下面的引理
［４］．

引理３．１　设犈０犘犆（犑），对α∈［０，１），算子犅：犈０→犚满足

狘犅－犅狘≤α‖－‖犘犆，　，∈犈０，

那么狋０∈犑，存在∈犈０ 使得犅＝（狋
＋
０ ）．

定理３．１　记犔犽＝犔（狋犽），犽＝１，２，…，狆，如果条件（Ｈ３）－（Ｈ４）以及不等式（２．２）成立，

且 犖犙
犕
＋

１

ｅ犕犜 －１∑
狆

犽＝１

犔犽ｅ
犕狋犽 ＜１． （３．３）

那么方程（３．２）有唯一解．

证　狓（狋）是（３．２）式的解当且仅当它满足积分方程

狓（狋）＝
１

ｅ犕犜 －１∫
犜

０

（σ（狊）－犖［φ狓］（狊））ｅ
犕狊ｄ狊

＋
１

ｅ犕犜 －１∑
狆

犽＝１

［犐（狋犽，η（狋犽），［φη］（狋犽））－犔犽（狓（狋犽）－η（狋犽））ｅ
犕狋犽］． （３．４）

让犈０ 表示方程（３．２）的解集，定义算子犅：犈０→犚为

犅狓＝
１

ｅ犕犜 －１∫
犜

０

（σ（狊）－犖［φ狓］（狊）ｅ
犕狊ｄ狊

＋
１

ｅ犕犜 －１∑
狆

犽＝１

［犐（狋犽，η（狋犽），［φη］（狋犽））－犔犽（狓（狋犽）－η（狋犽））ｅ
犕狋犽］．

因此

狘犅狓－犅珚狓狘≤
１

ｅ犕犜 －１
［∫
犜

０
犖狘［φ狓］（狊）－［φ珚狓］（狊）狘ｅ

犕狊ｄ狊＋∑
狆

犽＝１

犔犽狘狓（狋犽）－珚狓（狋犽）狘ｅ
犕狋犽］

≤
１

ｅ犕犜 －１
［犖犙

ｅ犕犜 －１

犕
‖狓－珚狓‖犘犆 ＋∑

狆

犽＝１

犔犽ｅ
犕狋犽‖狓－珚狓‖犘犆］
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≤ （
犖犙
犕
＋

１

ｅ犕犜 －１∑
犘

犽＝１

犔犽ｅ
犕狋犽）‖狓－珚狓‖犘犆，

由（３．３）式和引理３．１知，狓∈犈０ 使得犅狓＝狓（０），这说明方程（３．４）有解，从而方程 （３．

２）有解．设狓（狋），珚狓（狋）是（３．２）式的两个解，令犿（狋）＝狓（狋）－珚狓（狋），我们能得到

犿′（狋）≤－犕犿（狋）－犖［φ犿］（狋），　狋∈犑０，

Δ犿（狋）≤－犔犽犿（狋），　狋＝狋犽，

犿（０）＝犿（犜）
烅

烄

烆 ．

根据不等式（２．２）以及定理２．１，得犿（狋）≤０，狋∈犑，即狓（狋）≤珚狓（狋）．同理可得狓（狋）≥珚狓（狋）．

因此狓（狋）≡珚狓（狋），狋∈犑．证毕． 

定理３．２　假设（Ｈ１）－（Ｈ４）以及不等式（２．２），（３．３）成立，那么存在单调序列｛狏狀｝，

｛狑狀｝，其中狏０＝狏，狑０＝狑，使得ｌｉｍ
狀→∞
狏狀（狋）＝ρ（狋），ｌｉｍ

狀→∞
狑狀（狋）＝γ（狋）在犑上一致成立。这里ρ，

γ分别是方程（１．１）在区间〈狏，狑〉上的最小解和最大解，也就是说，如果狓是（１．１）任一解，

且狏（狋）≤狓（狋）≤狑（狋），狋∈犑，那么

狏≤狏１ ≤ … ≤狏狀 ≤ρ≤狓≤γ≤狑狀 ≤ … ≤狑１ ≤狑，狋∈犑，狀．

　　证　η∈〈狏，狑〉，考虑方程

狓′＋犕狓＋犖［φ狓］（狋）＝犕η（狋）＋犖［φη］（狋）＋犳（狋，η（狋），［φη］（狋）），　狋∈犑０，

Δ狓＋犔（狋）狓＝犔（狋）η（狋）＋犐（狋，η（狋），［φη］（狋）），　狋＝狋犽，犽＝１，…，狆，

狓（０）＝狓（犜）
烅

烄

烆 ．

（３．５）

由定理３．１知，方程（３．５）有唯一解狓∈犘犆
１（犑）．我们定义算子犃：〈狏，狑〉→犘犆

１（犑）为犃η＝

狓，那么我们可以证明算子犃具有下列性质

（ａ）狏≤犃狏，犃狑≤狑；（ｂ）η≥ξ犃（η）≥犃（ξ），其中η，ξ∈〈狏，狑〉．

性质（ａ）的证明．设狏１＝犃狏，犿（狋）＝狏（狋）－狏１（狋），狋∈犑，根据（Ｈ４）我们有

犿′（狋）＝狏′（狋）－狏１′（狋）

≤犳（狋，狏（狋），［φ狏］（狋））＋犕狏１＋犖［φ狏１］（狋）－犕狏－犖［φ狏］（狋）－犳（狋，狏（狋），［φ狏］（狋））

≤－犕（狏－狏１）－犖［φ（狏（狋）－狏１（狋））］

≤－犕犿（狋）－犖［φ犿］（狋），　狋≠狋犽，

当狋＝狋犽 时

Δ犿（狋犽）＝Δ狏（狋犽）－Δ狏１（狋犽）

≤犐（狋犽，狏（狋犽），［φ狏］（狋犽））－犔（狋犽）［狏（狋犽）－狏１（狋犽）］－犐（狋犽，狏（狋犽），［φ狏］（狋犽））

＝－犔犽犿（狋犽），

且 犿（０）＝狏（０）－狏１（０）≤狏（犜）－狏１（犜）＝犿（犜），

由定理２．１知犿（狋）≤０，狋∈犑，即狏（狋）≤狏１（狋）．类似地可证狑１（狋）＝犃狑（狋）≤狑（狋），狋∈犑．

性质（ｂ）的证明．设η１，η２∈〈狏，狑〉且η１（狋）≤η２（狋），令犿（狋）＝狓１（狋）－狓２（狋），其中狓１＝

犃η１，狓２＝犃η２，利用（Ｈ１）－（Ｈ４）推出

犿′（狋）＝狓′１（狋）－狓′２（狋）

＝犕（η１（狋）－狓１（狋））＋犖（［φη１］（狋）－［φ狓１］（狋））＋犳（狋，η１（狋），［φη１］（狋））

－犕（η２（狋）－狓２（狋））－犖（［φη２］（狋）－［φ狓２］（狋））－犳（狋，η２（狋），［φη２］（狋））

≤－犕犿（狋）－犖（［φ狓１］（狋）－［φ狓２］（狋））

≤－犕犿（狋）－犖［φ犿］（狋），　狋≠狋犽，

当狋＝狋犽 时
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Δ犿（狋犽）＝犔（狋犽）［η１（狋犽）－狓１（狋犽）］＋犐（狋犽，η１（狋犽），［φη１］（狋犽））

－犔（狋犽）［η２（狋犽）－狓２（狋犽）］－犐（狋犽，η２（狋犽），［φη２］（狋犽））

≤－犔（狋犽）［狓１（狋犽）－狓２（狋犽）］

＝－犔犽犿（狋犽），

且 犿（０）＝狓１（０）－狓２（０）＝狓１（犜）－狓２（犜）＝犿（犜），

那么根据定理２．１得犿（狋）≤０，狋∈犑，即犃η１≤犃η２．

定义序列｛狏狀（狋）｝，｛狑狀（狋）｝为

狏狀＋１ ＝犃狏狀，狑狀＋１ ＝犃狑狀，　狀＝０，１，２，…，

其中狏０＝狏，狑０＝狑．从性质（ａ）和（ｂ），我们可得

狏０ ≤狏１ ≤狏２ ≤ … ≤狏狀 ≤狑狀 ≤ … ≤狑２ ≤狑１ ≤狑０，　狀，狋∈犑．

因此 ｌｉｍ
狀→∞
狏狀（狋）＝ρ（狋），　ｌｉｍ

狀→∞
狑狀（狋）＝γ（狋）． （３．６）

　　考虑下面的方程

　狏狀＋１（狋）＋犕狏狀＋１（狋）＋犖［φ狏狀＋１］（狋）

＝犕狏狀（狋）＋犖［φ狏狀］（狋）＋犳（狋，狏狀（狋），［φ狏狀］（狋）），　狋≠狋犽，

Δ狏狀＋１（狋）＋犔（狋）狏狀＋１（狋）＝犔（狋）狏狀（狋）＋犐（狋，狏狀，［φ狏狀］（狋）），　狋＝狋犽，犽＝１，…，狆，

狏狀＋１（０）＝狏狀＋１（犜

烅

烄

烆 ），

计及（３．６）式可推知，ρ（狋）是（１．１）式的解．同理，γ（狋）也是（１．１）式的解．

为了证明ρ和γ是方程（１．１）的最小解和最大解，我们将说明，如果狓∈〈狏，狑〉是（１．１）

式的一个解，那么狏≤ρ≤狓≤γ≤狑，狋∈犑．为此，假定对某个狀有狏狀（狋）≤狓（狋）≤狑狀（狋），那么

由性质（ｂ），我们有狏狀＋１（狋）≤狓（狋）≤狑狀＋１（狋），狋∈犑．由归纳法可得

　　　　狏狀（狋）≤狓（狋）≤狑狀（狋），狋∈犑，狀，令狀→∞，得狏≤ρ≤狓≤γ≤狑． 

４　例子

考虑下列方程

　

狓′＝－
１

１０
（－｜ｓｉｎ狋｜＋狓－２）

５－
ｅ－３π

１６（ｅπ＋１）
（狓２－１）２＋

９ｅ－３π

１６（ｅπ＋１）
，　狋∈［０，２π］，狋≠π，

Δ狓＝－
２

３
（狓－２）＋（狓２－１）

１
５＋ｃｏｓ狋，　狋＝π，

狓（０）＝狓（２π）

烅

烄

烆 ．

（４．１）

设φ（狓）＝狓
２－１，犳（狋，狓，狔）＝ －

１

１０
（－｜ｓｉｎ狋｜＋狓－２）

５－
ｅ－３π

１６（ｅπ＋１）
狔
２＋

９ｅ－３π

１６（ｅπ＋１）
，犐（狋，狓，

狔）＝－
２

３
（狓－２）＋狔

１
５＋ｃｏｓ狋，易证狏（狋）≡２，狑（狋）≡３分别 是下解和上解．当２≤珚狓≤狓≤

３，我们有３≤狔＝狓
２－１≤８，φ（狓）＝狓

２－１≥狓，φ（狓）－φ（珚狓）≥φ（狓－珚狓），｜φ（狓）－φ（珚狓）｜＝｜

狓２－珚狓２｜＝｜狓＋珚狓‖狓－珚狓｜≤６｜狓－珚狓｜，犳狓＝－
１

２
（－｜ｓｉｎ狋｜＋狓－２）

４
≥－

１

２
，犳狔＝－

ｅ－３π

８（ｅπ＋１）

狔≥－
ｅ－３π

ｅπ＋１
，犐狓＝－

２

３
，犐狔＝

１

５
狔
－
４
５＞０．取犕＝

１

２
，犖＝

ｅ－３π

ｅπ＋１
，犔＝１，犙＝６，犔犽＝

２

３
，这样

条件（Ｈ１）－（Ｈ４）满足，且
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∫０
２π

∏
狊＜狋犽＜２π

（１－犔犽）ｄ狊＝∫
π

０

（１－
２

３
）ｄ狊＋∫

２π

π
ｄ狊＝

４π
３
，∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）
２
＝
１

９
，

∏
狆

犽＝１

（１－犔犽）
２

∫
２π

０ ∏狊＜狋犽＜２π
（１－犔犽）ｄ狊

＝
１

９
／４π
３
＝
１

１２π
，

犔犖（ｅ犕犜 ＋１）ｅ
犕犜
＝ｅ

－２π
≤
１

１２π
，

犖犙
犕
＋

１

ｅ犕犜 －１∏
狆

犽＝１

犔犽ｅ
犕狋犽 ＝

１２ｅ－３π

ｅπ＋１
＋

１

ｅπ－１
×
２

３
ｅ
π
２ ＜

１

３
＋
２

３
＝１，

以上说明（２．２）式和（３．３）式成立．根据定理３．２，方程（４．１）存在最小解ρ（狋）和最大解γ（狋），

且２≤ρ（狋）≤γ（狋）≤３，狋∈［０，２π］．
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