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摘要：该文借助于高阶奇异积分的 Ｈａｄｍａｒｄ主值思想以及归纳法思想讨论了实Ｃｌｉｆｆｏｒｄ分析中

拟ＢｏｃｈｎｅｒＭａｒｔｉｎｅｌｌｉ型高阶奇异积分 Ｈａｄｍａｒｄ主值的存在性、递推公式、计算公式，以及在

Ｈａｄａｍａｒｄ主值意义下的微分公式．
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１　引言

Ｃｌｉｆｆｏｒｄ分析是上世纪七十年代新兴起的一个数学分支．研究的是从实向量空间映射

到不可交换的实Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数的函数理论．它在数学，物理等方面有着重大的应用．许多数

学家对它给于很大关注．１９７０年以来，ＲｏｂｅｒｔＰＧｉｌｂｅｒｔ
［１］，ＦＢｒａｃｋ，ＲＲｅｌａｎｇｈｅ，ＦＳｏｍ

ｍｅｎ
［２］，徐振远［３］，闻国椿［４］，ＬｅＨｕａｎｇＳｏｎｇ

［５］，黄沙［６－１０］，乔玉英［１１，１２］等人将Ｃｌｉｆｆｏｒｄ分析

与单，多元复分析（广义）解析函数理论，边值问题以及多维奇异积分方程理论相对照，做了

很多工作．到上世纪末，Ｃｌｉｆｆｏｒｄ分析有了长足的发展．

根据ＪＨａｄａｍａｒｄ
［１３］从发散积分引出积分有限部分的思想，人们在单复变中讨论了高

阶奇异积分的Ｈａｄａｍａｒｄ主值
［１４，１５］．在多元复分析中人们也讨论了高阶奇异积分的 Ｈａｄ

ａｍａｒｄ主值
［１６］．本文在文［１７，１８］的基础上，借助于高阶奇异积分的 Ｈａｄｍａｒｄ主值思想以

及归纳法思想，讨论了实Ｃｌｉｆｆｏｒｄ分析中拟ＢｏｃｈｎｅｒＭａｒｔｉｎｅｌｌｉ型高阶奇异积分 Ｈａｄｍａｒｄ

主值的存在性、递推公式、计算公式，以及在 Ｈａｄａｍａｒｄ主值意义下的微分公式．

２　预备知识

记以犲０，犲１，犲２，…，犲狀 为基底的实向量空间为犚
狀＋１，犲０ 为犚

狀＋１的单位元素，犚狀＋１的元素为

狓＝∑
狀

犽＝０

狓犽犲犽，　珚狓＝狓０犲０－∑
狀

犽＝１

狓犽犲犽，


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设犃是实Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数，其基底由

犲 ＝犲０，犲犃∶犃＝ （犺１，…，犺狉）∈犘｛１，…，狀｝∶１≤犺１ ＜犺２ ＜ … ＜犺狉≤狀

给出．且定义基底元素的乘积适合如下规则

犲０
２
＝１，犲犻

２
＝－１，犻＝１，…，狀．

犲犻犲犼 ＝－犲犼犲犻（犻≠犼，犻，犼＝１，２，…，狀）．

将此乘积运算线性推广到犃，显然犃是不可交换的代数．

犃中的元素狌可表示成狌＝∑
犃

狌犃犲犃，狌犃 ∈犚．定义狘狌狘
２
＝∑

犃

狘狌犃狘
２，易证

狘狌＋狏狘≤狘狌狘＋狘狏狘；狘狌狏狘≤２
狀－１
狘狌狘狘狏狘；狘狘狌狘－狘狏狘狘≤狘狌－狏狘．

　　设犇为犚
狀＋１中连通开集，我们研究犆犿（犿≥１）类函数集合

犉
（犿）
犇 ＝ ｛犳狘犳：犇→犃，犳（狓）＝∑

犃

犳犃（狓）犲犃，犳犃 ∈犆
犿（犇）｝．

定义犉
（犿）
犇 算子

狓 ＝犲０


狓０
＋犲１



狓１
＋…＋犲狀



狓狀
；

狓 ＝犲０


狓０
－犲１



狓１
－…－犲狀



狓狀
．

　　如果狓犳＝０，则称犳为犇 内的左正则函数，简称正则函数．

在下文中，设Ω为犇 边界，狓，狔∈Ω，狓犳（狓，狔），狓犳（狓，狔）均为 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ连续函数．

由文［１８］知，几类拟ＢｏｃｈｎｅｒＭａｒｔｉｎｅｌｌｉ型高阶奇异积分的定义如下

定义１

∫Ω

（珚狓－珔狔）犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋１＋α ＝∫Ω

犳（狓，狔）（珚狓－珔狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋１＋α ＝∫Ω

狓犳（狓，狔）ｄσ狓
（狀－１＋α）狘狓－狔狘

狀－１＋α
，

∫Ω

（狓－狔）犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋１＋α ＝∫Ω

犳（狓，狔）（狓－狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋１＋α ＝∫Ω

狓犳（狓，狔）ｄσ狓
（狀－１＋α）狘狓－狔狘

狀－１＋α
，

∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋１＋α ＝∫Ω

（狓犳）（珚狓－珔狔）＋（狓犳）（狓－狔）

２α狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓．

　　这里，α＞０，狔∈Ω．

定义２

∫Ω

［
（珚狓－珔狔）

２

狘狓－狔狘
狀＋３＋α－

（狓－狔）
２

狘狓－狔狘
狀＋３＋α

］犳（狓，狔）ｄσ狓

＝
１

狀＋１＋α∫Ω

（珚狓－珔狔）＋（狓－狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α

［（狓－狓）犳（狓，狔）］ｄσ狓，

这里，α＞０，狔∈Ω．

定义３

∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋３＋α ｄσ狓 ＝

－（狀－１＋α）

狀＋１＋α∫Ω

犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋αｄσ狓

＋
１

狀＋１＋α∫Ω

［（珚狓－珔狔）＋（狓－狔）］狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓，

这里，α＞０，狔∈Ω．

定义４

∫Ω

（狓－狔）
２
犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋３＋α ｄσ狓 ＝

－（狀－１＋α）

狀＋１＋α∫Ω

犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋αｄσ狓
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＋
１

狀＋１＋α∫Ω

［（珚狓－珔狔）＋（狓－狔）］狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓，

这里，α＞０，狔∈Ω．

３　拟犅狅犮犺狀犲狉犕犪狉狋犻狀犲犾犾犻型高阶奇异积分的递推公式

定义５　设犳（狓，狔）在犇×犇内具有各阶连续偏导数，连续到边界，且经过狓，狓 运算

狆次（狆≤犿）仍是 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ连续的，并以０＜β＜１为 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ指数，则称犳（狓，狔）属于 犎
（犿）
狓 （β）

类，记作犳∈ 犎
（犿）
狓 （β）．

由文［１７］知

引理１　设狀＞０，α＞２犿＞０，犳（狓，狔）∈犎
２犿＋２
狓 （β），狔∈Ω，１≤犾≤犿，犾∈犖，则

∫Ω

犳（狓，狔）（珚狓－珔狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓 ＝μ∫Ω

Δ
犾
狓（狓犳（狓，狔））

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓， （１）

∫Ω

犳（狓，狔）（狓－狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓 ＝μ∫Ω

Δ
犾
狓（狓犳（狓，狔））

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓， （２）

∫Ω

犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋αｄσ狓 ＝

μ
α∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓， （３）

这里，算子Δ狓＝狓狓＝狓狓，μ＝
（α－２犾－２）！！（狀＋α－２犾－３）！！

（α－２）！！（狀＋α－１）！！
，记号狉！！表示从狉开始递

减（每次减２）直到最小整数为止所得到数的乘积．

定理１　设狀＞０，α＞２犿＞０，犳（狓，狔）∈犎
２犿＋２
狓 （β），狔∈Ω，０＜犾≤犿，犾∈犖，则

∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋３＋α ｄσ狓 ＝

１－狀

α
υ∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓＋υ∫Ω

Δ
犾
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓，（４）

∫Ω

（狓－狔）
２
犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋３＋α ｄσ狓 ＝

１－狀

α
υ∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓＋υ∫Ω

Δ
犾
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓， （５）

∫Ω

［
（珚狓－珔狔）

２

狘狓－狔狘
狀＋３＋α－

（狓－狔）
２

狘狓－狔狘
狀＋３＋α

］犳（狓，狔）ｄσ狓 ＝υ∫Ω

Δ
犾
狓（　

２
狓－　

２
狓）犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ ｄσ狓， （６）

这里，υ＝ μ
狀＋１＋α

，μ如引理１所述．

证　由定义３，引理１得

∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋３＋α ｄσ狓

＝
－（狀－１＋α）

狀＋１＋α∫Ω

犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋αｄσ狓＋

１

狀＋１＋α∫Ω

（珚狓－珔狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓

＋
１

狀＋１＋α∫Ω

（狓－狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋１＋α ｄσ狓

＝
－（狀－１＋α）

狀＋１＋α
μ
α∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓＋

μ
狀＋１＋α∫Ω

Δ
犾
狓（　

２
狓犳（狓，狔））

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓

＋ μ
狀＋１＋α∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓

＝
－（狀－１）

α
μ

（狀＋１＋α）∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓＋

μ
狀＋１＋α∫Ω

Δ
犾
狓（　

２
狓犳（狓，狔））

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓
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＝
１－狀

α
υ∫Ω

Δ
犾＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓＋υ∫Ω

Δ
犾
狓（　

２
狓犳（狓，狔））

狘狓－狔狘
狀＋α－２犾－１ｄσ狓．

这里，υ＝ μ
狀＋１＋α

．（４）式得证．类似地，由定义４，引理１可得（５）式．由（４）式与（５）式可得

（６）式．定理１证毕． 

４　拟犅狅犮犺狀犲狉犕犪狉狋犻狀犲犾犾犻型高阶奇异积分的计算公式

由文［１７］知

引理２　设

犳（狓，狔）∈犎
（２犽＋２）
狓 （β），狔∈Ω，０≤狉＜２，　λ１ ＝

（狀－２－狉）！！
（狀＋２犽－狉）！！（２犽－１－狉）！！

，

则下列高阶奇异积分存在并且可以用以下公式计算

∫Ω

犳（狓，狔）（珚狓－珔狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

（Δ
犽
狓狓犳（狓，狔））ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉
， （７）

∫Ω

犳（狓，狔）（狓－狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

（Δ
犽
狓狓犳（狓，狔））ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉
， （８）

∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

（Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔））ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉 ． （９）

　　定理２　设

犳（狓，狔）∈犎
（２犽＋２）
狓 （β），狔∈Ω，０≤狉＜２，　λ２ ＝

（狀－２－狉）！！
（狀＋２犽＋２－狉）！！（２犽－１－狉）！！

，

则下列高阶奇异积分存在并且可以用以下公式计算

∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉 ＝

１－狀
２犽＋１－狉

λ２∫Ω

Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉 ＋λ２∫Ω

Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉
，（１０）

∫Ω

（狓－狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉 ＝

１－狀
２犽＋１－狉

λ２∫Ω

Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉 ＋λ２∫Ω

Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，

（１１）

∫Ω

［
（珚狓－珔狔）

２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉－

（狓－狔）
２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

］犳（狓，狔）ｄσ狓 ＝λ２∫Ω

Δ
犽
狓（　

２
狓－　

２
狓）犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓．

（１２）

　　证　在（４）式中，令α＝２犽＋１－狉，犾＝犽，则

υ＝
（α－２犾－２）！！（狀＋α－２犾－３）！！

（α－２）！！（狀＋１＋α）！！

＝
（狀＋α－２犾－３）！！

（狀＋１＋α）！！（α－２）（α－４）…（α－２犾）

＝
（狀＋２犽＋１－狉－２犽－３）！！

（狀＋２犽＋２－狉）！！（２犽＋１－狉－２）（２犽＋１－狉－４）…（２犽＋１－狉－２犽）

＝
（狀－２－狉）！！

（狀＋２犽＋２－狉）！！（２犽－１－狉）（２犽－３－狉）…（１－狉）

＝
（狀－２－狉）！！

（狀＋２犽＋２－狉）！！（２犽－１－狉）！！

＝λ２．
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那么

∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉 ＝

１－狀
２犽＋１－狉

λ２∫Ω

Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉 ＋λ２∫Ω

Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀－狉
，

（１０）式得证．类似可得（１１）式．由（１０）式与（１１）式可得（１２）式．定理２证毕． 

５　拟犅狅犮犺狀犲狉犕犪狉狋犻狀犲犾犾犻型高阶奇异积分的微分公式

定义６　设犳（狓，狔）在犇×犇 内具有各阶连续的偏导数，连续到边界．且犳∈犎
犿
狓（β１），

犳∈犎
狆
狔（β２），０＜β犻＜１，１≤犻≤２，则称犳（狓，狔）属于犎

（犿，狆）
狓，狔 （β１，β２），记作犳（狓，狔）∈犎

（犿，狆）
狓，狔 （β１，

β２）．

由文［１７］知

引理３　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２，犿）
狓，狔 （β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２．０≤狉＜２，λ１如引理２所述，

则

　　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）（珚狓－珔狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，　 （１３）

　　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）（狓－狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，　 （１４）

　　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉 ．　 （１５）

　　定理３　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２，犿）
狓，狔 （β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２．０≤狉＜２，λ１ 如引理２所

述，则

　　
犿
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓， （１６）

　　
犿
狔∫Ω

（狓－狔）
２
犳ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓， （１７）

　　
犿
狔∫Ω

［
（珚狓－珔狔）

２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉－

（狓－狔）
２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

］犳（狓，狔）ｄσ狓

＝
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓（　

２
狓－　

２
狓）犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓． （１８）

　　证　由定义３，引理３得

　　
犿
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
－（狀＋２犽－狉）

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉＋
１

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉 ｄσ狓
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＋
１

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔∫Ω

（狓－狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉 ｄσ狓

＝
－（狀＋２犽－狉）

狀＋２犽＋２－狉
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，

（１６）式得证．类似地，由定义４，引理３，可证得（１７）式．由（１６）式与（１７）式可得（１８）式．定

理３证毕． 

由文［１７］知

引理４　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２，犿）
狓，狔 （β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２．０≤狉＜２，λ１ 如引理２所

述，则

　　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）（珚狓－珔狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，　 （１９）

　　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）（狓－狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，　 （２０）

　　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉 ．　 （２１）

　　定理４　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２，犿）
狓，狔 （β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２．０≤狉＜２，λ１ 如引理２所述，

则

　　
犿
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

， （２２）

　　
犿
狔∫Ω

（狓－狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

， （２３）

　　
犿
狔∫Ω

［
（珚狓－珔狔）

２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉－

（狓－狔）
２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

］犳（狓，狔）ｄσ狓

＝
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓（　

２
狓－　

２
狓）犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉 ． （２４）

　　证　由定义３，引理４可得
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　　
犿
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
－（狀＋２犽－狉）

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉＋
１

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔∫Ω

（狓－狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉 ｄσ狓

＝
－（狀＋２犽－狉）

狀＋２犽＋２－狉
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，

（２２）式得证．类似地，由定义４，引理４可得（２３）式．再由（２２）式与（２３）式可得（２４）式．定理

４证毕． 

引理５　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２＋狆，犿＋狆）
狓，狔 （β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２．０≤狉＜２，λ１如引理２所

述，则

　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

犳（狓，狔）（珚狓－珔狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，　（２５）

　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

犳（狓，狔）（狓－狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

，　（２６）

　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

犳（狓，狔）ｄσ狓
狘狓－狔狘

狀＋２犽＋２－狉 ＝
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

［（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉 ．　

（２７）

　　定理５　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２，犿）
狓，狔 （β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２．０≤狉＜２，λ１ 如引理２所述，

则

　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓， （２８）

　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

（狓－狔）
２
犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉ｄσ狓

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓， （２９）

５９２　Ｎｏ．３　乔玉英等：实Ｃｌｉｆｆｏｒｄ分析中的拟ＢｏｃｈｎｅｒＭａｒｔｉｎｅｌｌｉ型高阶奇异积分



　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

［
（珚狓－珔狔）

２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉－

（狓－狔）
２

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

］犳（狓，狔）ｄσ狓

＝
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓（　

２
狓－　

２
狓）犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓． （３０）

　　证　由定义３，引理５可得

　　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）
２
犳（狓，狔）ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋４－狉

＝
－（狀＋２犽－狉）

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

（珚狓－珔狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
　
犿
狔　

狆
狔∫Ω

（狓－狔）狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀＋２犽＋２－狉 ｄσ狓

＝
－（狀＋２犽－狉）

狀＋２犽＋２－狉
λ１

２犽＋１－狉∫Ω

［（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

［（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）］ｄσ狓

狘狓－狔狘
狀－狉

＝
１－狀

（狀＋２犽＋２－狉）（２犽＋１－狉）
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓

＋
１

狀＋２犽＋２－狉
λ１∫Ω

（狔＋狓）
犿（狔＋狓）

狆Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狔）

狘狓－狔狘
狀－狉 ｄσ狓，

（２８）式得证．类似地，由定义４，引理５，可得（２９）式．再由（２８）式与（２９）式可得（３０）式．定

理５证毕． 

由文［１７］知

引理６　设狌＝狌０犲０，狏（狓）＝∑
狀

犻＝０

狏犻（狓）犲犻∈犆
犿（犚狀＋１），犿≥１，狓∈犚

狀＋１，则

狓（狌狏）＝ （狓狌）狏＋狌（狓狏）， （３１）

狓（狌狏）＝ （狓狌）狏＋狌（狓狏）， （３２）

狌（狓珔狏＋狓狏）＝－（狓狌）珔狏－（狓狌）狏＋狓（狌狏）＋狓（狌珔狏）． （３３）

　　引理７　设狓，狔∈犚
狀＋１，狓≠狔，则

狓（珚狓－珔狔）＝狀＋１，狓（狓－狔）＝狀＋１， （３４）

狓狘狓－狔狘
σ
＝σ狘狓－狔狘

σ－２（狓－狔），狓狘狓－狔狘
σ
＝σ狘狓－狔狘

σ－２（珚狓－珔狔）， （３５）

狓［
珚狓－珔狔

（－α）狘狓－狔狘
狀＋１＋α

］＝狓［
狓－狔

（－α）狘狓－狔狘
狀＋１＋α

］＝
１

狘狓－狔狘
狀＋１＋α

， （３６）

狓［
１

（１－狀－α）狘狓－狔狘
狀－１＋α

］＝
狓－狔

狘狓－狔狘
狀＋１＋α

，

狓［
１

（１－狀－α）狘狓－狔狘
狀－１＋α

］＝
珚狓－珔狔

狘狓－狔狘
狀＋１＋α． （３７）

　　定理６　设犳（狓，狔）∈犎
（犿＋２犽＋２，狆）
狓，狋
２

（β１，β２），０＜β犻＜１，犻＝１，２，狋１，狋２∈Ω．０≤狉＜２，λ２如定
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理２所述，则

　　
犿
狋
１
狆狋

２∫Ω

（珚狓－珋狋１）
２
犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀＋２犽＋４－狉ｄσ狓

＝
λ２（１－狀）

２犽＋１－狉∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓＋λ２∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓， （３８）

　　
犿
狋
１
　狆狋

２∫Ω

（狓－狋１）
２
犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀＋２犽＋４－狉ｄσ狓

＝
λ２（１－狀）

２犽＋１－狉∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓＋λ２∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓， （３９）

　　
犿
狋
１
　狆狋

２∫Ω

［
（珚狓－珋狋１）

２

狘狓－狋１狘
狀＋２犽＋４－狉－

（狓－狋１）
２

狘狓－狋１狘
狀＋２犽＋４－狉

］犳（狓，狋２）ｄσ狓

＝λ２∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽
狓（　

２
狓－　

２
狓）犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓． （４０）

　　证　由定理２，引理６，引理７，定义１可得

　　
犿
狋
１
　狆狋

２∫Ω

（珚狓－珋狋１）
２
犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀＋２犽＋４－狉ｄσ狓

＝　
犿
狋
１
　狆狋

２
（ １－狀
２犽＋１－狉

λ２∫Ω

Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）ｄσ狓
狘狓－狋１狘

狀－狉 ＋λ２∫Ω

Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）ｄσ狓
狘狓－狋１狘

狀－狉
）

＝
λ２（１－狀）

２犽＋１－狉
　
犿
狋
１∫Ω

　狆狋
２
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）ｄσ狓

狘狓－狋１狘
狀－狉 ＋λ２　

犿
狋
１∫Ω

　狆狋
２
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）ｄσ狓

狘狓－狋１狘
狀－狉

＝
λ２（１－狀）

２犽＋１－狉
　
犿－１
狋
１∫Ω

［　狆狋
２
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）］（狓－狋１）（狀－狉）

狘狓－狋１狘
狀＋２－狉 ｄσ狓

＋λ２　
犿－１
狋
１∫Ω

［　狆狋
２
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）］（狓－狋１）（狀－狉）

狘狓－狋１狘
狀＋２－狉 ｄσ狓

＝
λ２（１－狀）

２犽＋１－狉
　
犿－１
狋
１∫Ω

狓　
狆
狋
２
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓＋λ２　

犿－１
狋
１∫Ω

狓　
狆
狋
２
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓

＝
λ２（１－狀）

２犽＋１－狉∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽＋１
狓 犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓＋λ２∫Ω

　
犿
狓　

狆
狋
２
Δ
犽
狓　

２
狓犳（狓，狋２）

狘狓－狋１狘
狀－狉 ｄσ狓，

（３８）式得证．类似地，由定理２，引理６，引理７，定义１可证得（３９）式．再由（３８）式与（３９）

式可证得（４０）式．定理６证毕． 
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