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随机脉冲微分系统指数稳定性
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摘要：该文首先给出了具有随机脉冲时刻影响的非线性微分系统模型，然后得到了该模型零解

的ｐ阶矩指数稳定和几乎必然指数稳定的充分条件，在所得结果中不要求
犱Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））

犱ｔ
定负．最

后，给出一个例子说明所得结果的应用．
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１　引言

脉冲微分系统在研究或数值模拟生物及物理现象时具有广泛应用［１－３］，因此，脉冲微分

系统定性研究具有重要意义．近２０年，许多数学工作者热衷于脉冲微分系统定性研究，并且

取得了很多非常好的结果［４－１１］，其中文［８－１１］讨论了脉冲微分系统的稳定性．Ｍ．Ｕ．Ａｋｈ

ｍｅｔｏｖ和Ａ．Ｚａｆｅｒ（２０００）利用Ｌｉａｐｕｎｏｖ第二方法得到了变脉冲时刻的微分系统零解的稳

定、渐近稳定及不稳定判据［８］；文［９］中，Ｃ．Ｈ．Ｋｏｕ，Ｓ．Ｎ．Ｚｈａｎｇ和Ｓ．Ｊ．Ｗｕ（２００２）通过变异

Ｌｉａｐｕｎｏｖ方法讨论了变脉冲时刻微分系统零解基于两种测度稳定性和不稳定性；Ａ．Ａ．

Ｓｏｌｉｍａｎ（２００２，２００３）利用Ｌｉａｐｕｎｏｖ直接法和比较原理研究了扰动脉冲微分系统的最终稳

定性以及最终Ｌｉｐｓｃｈｔｚ稳定性
［１０，１１］．

对于脉冲微分系统，已知文献主要处理脉冲时刻是一列给定点的情形［１－３，１０］．然而实际

中脉冲发生的时刻不总是在固定时刻而往往是随机的，也就是说，脉冲时刻是随机变量．由

于随机脉冲时刻的影响，随机脉冲微分系统的任意解均为一个随机过程，这与固定脉冲时刻

微分系统的解相去甚远，该系统的解是分段连续函数．自然地，我们想知道随机脉冲微分系

统的定性性质是否有所变化，比如稳定性、有界性和周期解的存在性，等等．事实上，Ｓ．Ｊ．Ｗｕ

和Ｘ．Ｚ．Ｍｅｎｇ（２００４）在文［１２］中通过Ｌｉａｐｕｎｏｖ方法已经研究了随机脉冲微分系统的狆阶

矩有界性．本文首先给出了具有随机脉冲时刻影响的非线性微分系统模型，然后得到了该模

型零解的狆 阶矩指数稳定和几乎必然指数稳定的充分条件，在所得结果中不要求

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
定负．最后，给出一个例子说明所得结果的应用．
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２　准备知识

假设τ犽 是定义在犇犽≡（０，犱犽）上的随机变量，犽＝１，２，…，其中０＜犱犽＜＋∞。进一步，

假设当犻≠犼时，τ犻和τ犼相互独立，犻，犼＝１，２，…；τ∈狇，犚为常数。为了叙述简单起见，记

犖＝ ｛１，２，…｝，犚＋ ＝ ［０，＋∞），犚τ＝ ［τ，＋∞）

和

犚狀（犎）＝ ｛狓∈犚
狀：‖狓‖ ≤犎｝，　犎 ∈犚＋，

其中‖·‖为犚
狀 空间中的欧氏范数．

考虑非线性随机脉冲微分系统

狓′（狋）＝犳（狋，狓（狋）），ａ．ｅ．ξ犽－１ ＜狋＜ξ犽，犽∈犖，

Δ狓（ξ犽）＝犐犽（τ犽，狓（ξ犽
－）），ａ．ｅ．犽∈犖，

狓（狋０）＝狓
烅

烄

烆 ０

（１）

和相应的没有脉冲的微分系统

狓′（狋）＝犳（狋，狓（狋）），　狋∈犚τ；

狓（狋０）＝狓０｛ ．
（２）

其中犳：犚τ×犚
狀
→犚

狀 满足犳（狋，０）＝０对所有狋∈犚τ成立；ξ０＝狋０，ξ犽＝ξ犽－１＋τ犽，犽＝１，２，３，…；

Δ狓（ξ犽）≡狓（ξ犽）－狓（ξ犽
－）；犐犽：犇犽×犚

狀
→犚

狀 满足犐犽（·，０）＝０对所有犽＝１，２，…；狋０∈犚τ 且

狓０∈犚
狀；“ａ．ｅ．”表示“几乎必然”．

在给出主要结论之前，需要下面定义．

定义１　假设狆＞０，系统（１）的零解被称为狆阶矩指数稳定，如果存在犮，μ＞０使得

犈‖狓（狋）‖狆 ＜犮‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
），　狋≥狋０，

这里及以后，犈（·）表示数学期望．

一般地，２阶矩指数稳定被称为均方指数稳定．

定义２　系统（１）的零解被称为几乎必然指数稳定，如果存在犮，μ＞０使得

‖狓（狋）‖ ＜犮‖狓０‖ｅ
－μ（狋－狋０

）
　ａ．ｅ．，　狋≥狋０．

　　注１　几乎必然指数稳定一定是狆阶矩指数稳定（狆＞０）．

令犆（犚τ×犚
狀，犚＋）表示所有定义在犚τ×犚

狀 上的非负函数犞（狋，狓）集合，并且犞（狋，狓）关

于狋和狓均连续可微．对于犞∈犆（犚τ×犚
狀，犚＋），定义从犚τ×犚

狀 到犚 上的算子
ｄ犞（狋，狓）

ｄ狋
：

ｄ犞（狋，狓）

ｄ狋
＝犞狋（狋，狓）＋犞狓（狋，狓）犳（狋，狓），

其中

犞狋（狋，狓）＝
犞（狋，狓）

狋

且 犞狓（狋，狓）＝
犞（狋，狓）

狓１
，犞

（狋，狓）

狓２
，…，犞

（狋，狓）

狓（ ）狀

．

　　下文中，我们总是假设系统（１）的解存在且唯一，并且系统（１）的所有解均为右连左极

的．

下面给出两个引理．

引理１　对于系统（２），如果存在函数犞∈犆（犚τ×犚
狀，犚＋）满足
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ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
≤λ（狋）犞（狋，狓（狋）），　狋∈ ［狋犽－１，狋犽），

其中λ：［狋犽－１，狋犽）→犚，狋犽，狋犽－１∈犚τ且狋犽＞狋犽－１．则

犞（狋，狓（狋））≤犞（狋犽－１，狓狋犽－１）ｅ∫
狋

狋
犽－１
λ（狊）ｄ狊，

对所有狋∈［狋犽－１，狋犽）成立．

证明比较容易，略．

引理２　对于系统（２），如果存在函数犞∈犆（犚τ×犚
狀，犚＋）和常数ρ＞０满足下列条件

（ｉ）犞（狋，狓）≥狌（‖狓‖），其中狌∈犓；

（ｉｉ）当狓（狋）∈犚
狀（ρ）时，

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
≤λ（狋）犞（狋，狓（狋）），　狋∈ ［狋犽－１，狋犽），

其中λ：［狋犽－１，狋犽）→犚；

（ｉｉｉ）∫
狋犽

狋犽－１

λ
＋ （狊）ｄ狊＜＋∞，其中λ

＋（狊）＝ｍａｘ｛λ（狊），０｝．

则对任意的犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））＜狌（ρ）ｅ
－∫
狋
犽
狋
犽－１

λ
＋（狊）ｄ狊，有

犞（狋，狓（狋））≤犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））ｅ∫
狋

狋
犽－１
λ（狊）ｄ狊，　狋∈ ［狋犽－１，狋犽）．

　　证　我们宣称：如果犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））＜狌（ρ）ｅ
－∫
狋
犽
狋
犽－１

λ
＋（狊）ｄ狊，则

犞（狋，狓（狋））＜狌（ρ），　狋犽－１ ≤狋＜狋犽． （３）

显然犞（狋犽－１，狓（狋犽））＜狌（ρ）．如果（３）式不真，则存在狋１∈［狋犽－１，狋犽）使得

犞（狋１，狓（狋１））＝狌（ρ）　 和 　犞（狋，狓（狋））＜狌（ρ），　狋犽－１ ≤狋＜狋１，

即

‖狓（狋）‖ ≤ρ，　狋∈ ［狋犽－１，狋１］． （４）

　　对任意的狋∈［狋犽－１，狋１］，由（４）式和假设（ｉｉ）得

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
≤λ（狋）犞（狋，狓（狋）），

故

犞（狋，狓（狋））＝犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））＋∫
狋

狋犽－１

ｄ犞（狊，狓（狊））

ｄ狊
ｄ狊

≤犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））＋∫
狋

狋犽－１

λ（狊）犞（狊，狓（狊））ｄ狊．

根据Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得

犞（狋，狓（狋））≤犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））ｅ∫
狋

狋
犽－１
λ（狊）ｄ狊

≤犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））ｅ∫
狋
犽
狋
犽－１
λ
＋（狊）ｄ狊

＜狌（ρ），　狋∈ ［狋犽－１，狋１］，

因此犞（狋１，狓（狋１））＜狌（ρ），这导致矛盾，所以（３）式为真．

由（３）式得‖狓（狋）‖＜ρ对所有狋∈［狋犽－１，狋犽）成立，进一步，对于任意的狋∈［狋犽－１，狋犽），由

假设（ｉｉ）得

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
≤λ（狋）犞（狋，狓（狋））．

对上式积分可得
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犞（狋，狓（狋））＝犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））＋∫
狋

狋犽－１

ｄ犞（狊，狓（狊））

ｄ狊
ｄ狊

≤犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））＋∫
狋

狋犽－１

λ（狊）犞（狊，狓（狊））ｄ狊．

再由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得

犞（狋，狓（狋））≤犞（狋犽－１，狓（狋犽－１））ｅ∫
狋

狋
犽－１
λ（狊）ｄ狊，　狋∈ ［狋犽－１，狋犽）．

证毕． 

３　主要结果

定理１　假设存在函数犞∈犆（犚τ×犚
狀，犚＋）和正常数犮１，犮２ 满足下列条件

（ｉ）犮１‖狓‖狆≤犞（狋，狓）≤犮２‖狓‖狆；

（ｉｉ）存在μ＞０和λ：犚τ→犚＋，使得

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
≤ ［－μ＋λ（狋）］犞（狋，狓（狋））　ａ．ｅ．，当ξ犼－１ ＜狋＜ξ犼　，犼∈犖；

　　（ｉｉｉ）存在狑犼：犇犼→犚＋，使得

犞（ξ犼，狓（ξ犼））≤狑犼（τ犼）犞（ξ犼，狓（ξ犼
－））　ａ．ｅ．，　 犼∈犖，

这里及以后，犞（ξ犼，狓（ξ犼））≡犞（ξ犼，狓（ξ犼
－）＋犐犼（狓（ξ犼

－）））　ａ．ｅ．，犼≥１；

（ｉｖ）∫
＋∞

τ
λ（狊）ｄ狊＜＋∞；

（ｖ）存在犕１＞０，使得

犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］＋∏
＋∞

犻＝１

犈［狑犻（τ犻）］≤犕１

对所有狋∈犚τ 成立，其中约定当犻＝１时，∏
犻－１

犼＝１
狑犼（·）＝１；χ犃（狋）为示性函数，即：当狋∈犃 时，

χ犃（狋）＝１；当狋犃时，χ犃（狋）＝０．

则系统（１）的零解是狆阶矩指数稳定的．

证　对任意的狋０∈犚τ，由假设（ｉ）得犞（狋０，狓０）≤犮２‖狓０‖
狆．进一步，由引理１得

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊
　ａ．ｅ． （５）

对所有狋∈［狋０，ξ１）成立．

下面我们将证明

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∏

犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）　ａ．ｅ． （６）

对所有狋∈［ξ犻－１，ξ犻）成立，犻＝１，２，３，…，这里约定：当犻＝１时，∏
犻－１

犼＝１

狑犼（·）＝１．

当犻＝１时，由（５）式得（６）式为真．假设当犻＝犽（犽≥１）时，（６）式为真，即

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∏

犽－１

犼＝１

狑犼（τ犼）　ａ．ｅ．

对所有狋∈［ξ犽－１，ξ犽）成立．由假设（ｉｉｉ）得

犞（ξ犽，狓（ξ犽））≤狑犽（τ犽）犞（ξ犽，狓（ξ犽
－））

≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（ξ犽－狋０
）＋∫
ξ犽
狋
０
λ（狊）ｄ狊·∏

犽

犼＝１

狑犼（τ犼）　ａ．ｅ．． （７）
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由（７）式根据引理１易得

犞（狋，狓（狋））≤犞（ξ犽，狓（ξ犽））ｅ∫
狋

ξ犽
［－μ＋λ（狊）］ｄ狊

≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∏

犽

犼＝１

狑犼（τ犼）　ａ．ｅ．

对所有狋∈［ξ犽，ξ犽＋１）成立，即：当犻＝犽＋１时，（６）式也成立．由数学归纳法知，（６）式对所有犻

＝１，２，３，…均成立．

令ξ∞＝（犘）ｌｉｍ
狀→＋∞
ξ狀．对任意的狋≥狋０ 和ω∈Ω，如果存在犻∈犖使得狋∈［ξ犻－１，ξ犻），由（６）式

得

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）

≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·［∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）＋∏
＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）］　ａ．ｅ．．

否则，不存在犻∈犖使得狋∈［ξ犻－１，ξ犻），则ξ∞（ω）＜＋∞ａ．ｅ．且狋∈［ξ∞，＋∞），由（６）式得

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∏

＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）χ［ξ∞，＋∞）（狋）

≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·［∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）＋∏
＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）］　ａ．ｅ．．

总之，对任意的狋≥狋０ 和ω∈Ω，我们有

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·［∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）＋∏
＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）］　ａ．ｅ．．

进一步，由假设（ｉ）得

‖狓（狋）‖狆 ≤
犮２
犮１
‖狓０‖

狆ｅ－μ
（狋－狋０

）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·［∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）＋∏
＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）］　ａ．ｅ．

对所有狋≥狋０ 均成立．因此，

犈‖狓（狋）‖狆 ≤
犮２
犮１
‖狓０‖

狆ｅ－μ
（狋－狋０

）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·犈［∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）＋∏
＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）］

对所有狋≥狋０ 成立．由假设（ｉｖ，ｖ）和（８）式得

犈‖狓（狋）‖狆 ≤
犮２
犮１
犕１ｅ

犕
０‖狓０‖

狆ｅ－μ
（狋－狋０

）

对所有狋≥狋０ 成立，其中犕０＝∫
＋∞

τ
λ（狊）ｄ狊．令犮＜

犮２
犮１
犕１ｅ

犕
０，则犈‖狓（狋）‖狆≤犮‖狓０‖狆ｅ

－μ（狋－狋０
）

对所有狋≥狋０ 成立．证毕． 

注２　定理１中的条件（ｉｉｉ）等价于

犞（ξ犼，狓（ξ犼））≤狑犼（ξ犼－ξ犼－１）犞（ξ犼，狓（ξ犼
－）），

即：在随机时刻ξ犼脉冲的影响与ξ犻独立，犻＜犼．

注３　下列任一条件成立时，定理１中的条件（ｖ）成立．

（ａ）∏
＋∞

犼＝１

犈［１∨狑犼（τ犼）］＜＋∞，其中１∨ （·）＝ｍａｘ｛·，１｝。

（ｂ）犈［狑犼（τ犼）］对所有犼∈犖均存在，且存在犖∈犖和ρ∈［０，１）使得：犈［狑犼（τ犼）］≤ρ，犼≥

犖．

事实上，对任意的狋≥狋０ 和ω∈Ω，则至多存在一个犽∈犖使得狋∈［ξ犽－１（ω），ξ犽（ω））．如果
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存在犽∈犖使得狋∈［ξ犽－１，ξ犽），则χ［ξ犽－１，ξ犽）（狋）＝１且χ［ξ犼－１，ξ犼）（狋）＝０对所有犼∈犖且犼≠犽成

立；否则χ［ξ犼－１，ξ犼）（狋）＝０对所有犼∈犖成立．因此，对任意的狋≥狋０ 和ω∈Ω，我们有

∑
＋∞

犻＝１
χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）≤１．

　　如果条件（ａ）满足。令犕２ ＝∏
＋∞

犼＝１

犈［１∨狑犼（τ犼）］，则

犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］≤犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

１∨狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］

≤犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
＋∞

犼＝１

１∨狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］

＝犈［∏
＋∞

犼＝１

１∨狑犼（τ犼）∑
＋∞

犻＝１
χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］

≤犈［∏
＋∞

犼＝１

１∨狑犼（τ犼）］

＝∏
＋∞

犼＝１

犈［１∨狑犼（τ犼）］

＝犕２，

故

犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］＋∏
＋∞

犻＝１

犈［狑犻（τ犻）］≤２犕２．

取犕１＝２犕－２，则定理１中条件（ｖ）满足．

如果条件（ｂ）满足．由犈［狑犼（τ犼）］对所有犼∈犖均存在得：存在犕３＞０使得

∏
犽

犼＝１

犈［狑犼（τ犼）］≤犕３，　犽＝１，２，…，犖－１．

因此

犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］≤∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

犈［狑犼（τ犼）］

＝１＋∑
＋∞

犻＝１
∏
犻

犼＝１

犈［狑犼（τ犼）］

≤１＋犕３·（犖－１＋∑
＋∞

犻＝犖
∏
犻

犼＝犖

犈［狑犼（τ犼）］）

＝１＋犕３·（犖－１＋∑
＋∞

犻＝１
∏
犻

犼＝１

犈［狑犖－１＋犼（τ犖－１＋犼）］）

≤１＋犕３·（犖－１＋∑
＋∞

犻＝１
ρ
犻）

＝１＋犕３·（犖－１＋ ρ
１－ρ

），

进一步，

犈［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）］＋∏
＋∞

犻＝１

犈［狑犻（τ犻）］≤１＋犕３·（犖＋ ρ
１－ρ

）．
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取犕１＝１＋犕３·（犖＋ ρ
１－ρ

），则定理１中条件（ｖ）满足．

定理２　假设存在函数犞∈犆（犚τ×犚
狀，犚＋）和常数狆，犎１，犎２＞０满足下列条件

（ｉ）犮１‖狓‖狆≤犞（狋，狓）≤犮２‖狓‖狆，其中犮１ 和犮２ 均为正数；

（ｉｉ）存在μ＞０和λ：犚τ→犚＋使得：当狓（狋）∈犚
狀（犎１）ａ．ｅ．时，

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
≤ ［－μ＋λ（狋）］犞（狋，狓（狋））　ａ．ｅ．，当ξ犼－１ ＜狋＜ξ犼，犼∈犖；

　　（ｉｉｉ）存在狑犼：犇犼→犚＋使得：当狓（ξ犼
－）∈犚

狀（犎２）ａ．ｅ．时，

犞（ξ犼，狓（ξ犼））≤狑犼（τ犼）犞（ξ犼，狓（ξ犼
－））　ａ．ｅ．，犼∈犖；

　　（ｉｖ）∫
＋∞

τ
λ（狊）ｄ狊＜＋∞；

（ｖ）∏
＋∞

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）＜＋∞．

则系统（１）得零解几乎必然指数稳定．

证　由∏
＋∞

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）＜＋∞，我们宣称：存在犕≥１，使得

∏
犽

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）≤犕　犽∈犖． （９）

假设（９）式不真，则存在｛犽犻｝犻＝１，２，…满足当犻→＋∞时犽犻→＋∞，使得：∏

犽犻

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）≥犻对所

有犻＝１，２，…成立．令犻→＋∞得ｌｉｍ
犻→＋∞∏

犽犻

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）＝＋∞，这与∏
＋∞

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）＜＋∞ 矛盾，

因此（９）式为真。

取ρ＝ｍｉｎ｛犎１，犎２｝，则ρ＞０．进一步，取δ＞０使得δ＜ρ·γ
－１
狆 ，其中γ＝

犮２
犮１
犕ｅ∫

＋∞

τ λ（狊）ｄ狊，显

然０＜δ＜ρ．

下面我们将证明：对任意的‖狓０‖＜δ，

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆·ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊

∏
犻－１

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）　ａ．ｅ． （１０）

对所有狋∈［ξ犻－１，ξ犻）成立，犻＝１，２，３，…，这里约定：当犻＝１时，∏
犻－１

犼＝１

狑犼（·）＝１．

当犻＝１时，由‖狓０‖＜δ和假设（ｉ）得

犞（狋０，狓０）≤犮２‖狓０‖
狆， （１１）

显然

犞（狋０，狓０）≤犮１ρ
狆ｅ－∫

ξ１
狋
０
λ（狊）ｄ狊
　ａ．ｅ．．

对任意的狋∈［狋０，ξ１），根据引理２和（１１）式，

犞（狋，狓（狋））≤犞（狋０，狓０）ｅ
－μ（狋－狋０

）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊

≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊
　ａ．ｅ．，

即：当犻＝１时，（１０）式成立．假设当犻＝犽时（１０）式成立，其中犽≥１，即

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆·ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊

∏
犽－１

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）　ａ．ｅ．， （１２）

对所有狋∈［ξ犽－１，ξ犽）成立．显然，犞（ξ犽，狓（ξ犽
－））＜犮１ρ

狆ａ．ｅ．，因此‖狓（ξ犽
－）‖＜ρａ．ｅ．．进一
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步，由（１２）式得

犞（ξ犽，狓（ξ犽））≤狑（τ犽）犞（ξ犽，狓（ξ犽
－））

≤犮２‖狓０‖
狆·ｅ－μ

（ξ犽－狋０
）＋∫
ξ犽
狋
０
λ（狊）ｄ狊

∏
犽

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）　ａ．ｅ．， （１３）

显然犞（ξ犽，狓（ξ犽））≤犮１ρ
狆ａ．ｅ．且‖ξ犽‖≤ρａ．ｅ．．则由引理２和（１３）式得

犞（狋，狓（狋））≤犞（ξ犽，狓（ξ犽））ｅ∫
狋

ξ犽
（－μ＋λ（狊））ｄ狊

≤犮２‖狓０‖
狆·ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊

∏
犽

犼＝１

ｓｕｐ
狊∈犇犼

狑犼（狊）　ａ．ｅ．

对所有狋∈［ξ犽，ξ犽＋１）成立，即：当犻＝犽＋１时，（１０）式也成立．根据数学归纳法得，对一切犻＝

１，２，３，…，（１０）式都成立．

令ξ∞＝（犘）ｌｉｍ
狀→＋∞
ξ狀．对任意的狋≥狋０ 和ω∈Ω，如果存在犻∈犖使得狋∈［ξ犻－１，ξ犻），则由（１０）

式得

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∑

＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）　ａ．ｅ．．

否则，不存在犻∈犖使得狋∈［ξ犻－１，ξ犻），则ξ∞（ω）＜＋∞ａ．ｅ．且狋∈［ξ∞，＋∞）．由（１０）式得

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊·∏

＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）χ［ξ∞，＋∞）（狋）　ａ．ｅ．．

总之，对任意的狋≥狋０ 和ω∈Ω，我们有

犞（狋，狓（狋））≤犮２‖狓０‖
狆ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊

·［∑
＋∞

犻＝１
∏
犻－１

犼＝１

狑犼（τ犼）χ［ξ犻－１，ξ犻）（狋）＋∏
＋∞

犻＝１

狑犻（τ犻）χ［ξ∞，＋∞）（狋）］　ａ．ｅ．．

故对任意的狋≥狋０，下式成立

犞（狋，狓（狋））＜犮２‖狓０‖
狆犕ｅ－μ

（狋－狋０
）＋∫
狋

狋
０
λ（狊）ｄ狊
　ａ．ｅ．．

根据假设（ｉ）得

‖狓（狋）‖ ≤犮‖狓０‖ｅ
－μ狆
（狋－狋０

）
　ａ．ｅ．狋≥狋０，

其中犮＝
犮２
犮１
ｅ∫

＋∞

τ λ（狊）ｄ狊．证毕． 

４　应用举例

设τ犽 为定义在（０，＋∞）上的随机变量，犈（τ
２
犽）存在，且当犽≠犼时，τ犻和τ犼相互独立，犽，犼

＝１，２，…．

考虑非线性随机脉冲微分系统

犱狓１
ｄ狋
＝ （－μ１＋犕１ｅ

－狋）狓１＋犪１狓１狓３
２
＋狓２狓３狓４；

犱狓２
ｄ狋
＝ （－μ２＋犕２ｅ

－狋）狓２－狓１狓３狓４＋犪２狓２狓４
２，ξ犽－１ ＜狋＜ξ犽；

犱狓３
ｄ狋
＝ （－μ３＋犕３ｅ

－狋）狓３＋犪３狓１
２狓３＋狓１狓２狓４，犽＝１，２，３，…；

犱狓４
ｄ狋
＝ （－μ４＋犕４ｅ

－狋）狓４－狓１狓２狓３＋犪４狓２
２狓

烅

烄

烆
４

（１４）
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和

狓１（ξ犽）＝犮１（犽）τ犽·狓１（ξ犽
－）；

狓２（ξ犽）＝犮２（犽）τ犽·狓２（ξ犽
－）；

狓３（ξ犽）＝犮３（犽）τ犽·狓３（ξ犽
－）；

狓４（ξ犽）＝犮４（犽）τ犽·狓４（ξ犽
－），　犽＝１，２，３，…

烅

烄

烆 ．

其中μ犻，犕犻＞０对所有犻＝１，２，３，４；ξ０＝狋０ 且ξ犽＝ξ犽－１＋τ犽，犽＝１，２，…；犮犼（犽）为犽的函数．设

犪１＋犪３≤０和犪２＋犪４≤０．如果存在犖∈犖和ρ∈［０，１）使得犮
２（犼）犈（τ犼

２）≤ρ对所有犼≥犖，其

中犮（犼）＝ｍａｘ｛｜犮犻（犼）｜：犻＝１，２，３，４｝，则系统（１４）的零解为均方指数稳定．

证　取犞（狋，狓）＝狓
２
１＋狓

２
２＋狓

２
３＋狓

２
４，则

ｄ犞（狋，狓（狋））

ｄ狋
＝［－μ１＋犕１ｅ

－狋］狓２１（狋）＋［－μ２＋犕２ｅ
－狋］狓２２（狋）

＋［－μ３＋犕３ｅ
－狋］狓２３（狋）＋［－μ４＋犕４ｅ

－狋］狓２４（狋）

＋２（犪１＋犪３）狓
２
１（狋）狓

２
３（狋）＋２（犪２＋犪４）狓

２
２（狋）狓

２
４（狋）

≤（－μ＋犕ｅ
－狋）犞（狋，狓（狋））

＝［－μ＋λ（狋）］犞（狋，狓（狋））　ａ．ｅ．当ξ犽－１ ＜狋＜ξ犽，　犽＝１，２，…．

其中μ＝ｍｉｎ｛μ犻：犻＝１，２，３，４｝，犕＝ｍａｘ｛犕犻：犻＝１，２，３，４｝和λ（狋）＝犕ｅ
－狋．进一步

犞（ξ犽，狓（ξ犽））＝狓
２
１（ξ犽）＋狓

２
２（ξ犽）＋狓

２
３（ξ犽）＋狓

２
４（ξ犽）

＝τ犽
２［犮２１（犽）狓

２
１（ξ犽

－）＋犮
２
２（犽）狓

２
２（ξ

－
犽）＋犮

２
３（犽）狓

２
３（ξ

－
犽）＋犮

２
４（犽）狓

２
４（ξ

－
犽）］

≤犮
２（犽）τ

２
犽·犞（ξ犽，狓（ξ

－
犽））

＝狑犼（τ犽）犞（ξ犽，狓（ξ
－
犽））　ａ．ｅ．，

其中狑犼（τ犽）＝犮
２（犽）τ犽

２，犽＝１，２，…．

注意到

∫
＋∞

０
λ（狊）ｄ狊＝犕∫

＋∞

０
ｅ－狊ｄ狊＝犕 ＜＋∞

和

犈［狑犼（τ犼）］＝犮
２（犼）犈（τ犼

２）≤ρ＜１

对所有犼≥犖 成立，由定理１和注３（ｂ）知，系统（１４）的零解为均方指数稳定的．证毕． 
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