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摘要：属性约简是粗糙集ＲＳ（ｒｏｕｇｈｓｅｔ）理论的重要研究内容．决策表的最小属性约简是 ＮＰｈａｒｄ问题．本文基于集
合理论，提出了关系积概念，把决策表的属性约简过程转化为关系积的运算，充分利用关系积的相关性质，提高了

关系积属性约简算法的效率．
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０ 引言

粗糙集理论的主要思想是在保持分类能力不变的前提下，通过属性约简，导出问题的决策或分类规则．
应用粗糙集理论处理不确定性问题的最显著特点是不需提供问题所需处理的数据集合之外的任何先验信

息．属性集的约简（ａｔｔｒｉｂｕｔｅｒｅｄｕｃｔｉｏｎ）是粗集理论中关键的问题之一．所谓约简是属性集的子集，它与原属性
集具有同样的分辨能力．约简反映了一个信息系统的本质信息，求解一个信息系统的全部约简或计算出最
佳约简都是ＮＰ难题．当数据量很大时，应用粗糙集理论算法十分耗时，甚至不可行．

现有的属性约简算法分为３类：
（１）Ｐａｗｌａｋ约简算法【１】

这种方法按照约简的定义进行求解，需要对条件属性集的幂集中的所有元素进行考察，每次考察都需

对决策表进行扫描，该算法的理论指导意义大于其实际应用效果，由于其计算速度慢，且不易于计算机实

现，故实际应用的局限性较大．
（２）Ｓｋｏｗｒｏｎ【２】算法（也称可辩识矩阵和逻辑运算的约简算法）
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该算法是Ｓｋｏｗｒｏｎ教授于１９９２年提出．首先根据信息系统构造一个相关的可辩识矩阵；其次，利用可辩
识矩阵中的非空元素构造区分函数（析取式）；最后，把析取式转化为合取式，求解区分函数，每一个合取子

式对应一种约简，该算法可获得信息系统的所有约简．该算法实际上是将对属性组合情况的搜索演变成逻
辑公式的化简，从而简化了问题．其缺点在于：① 对于大规模的信息系统，该算法需存储一个较大的区分矩
阵，占用了大量的计算机内存；② 区分函数的求解是一个组合问题，会出现组合爆炸问题，计算过程中数

据溢出现象严重．因此，该算法在处理海量信息系统的约简问题上不是非常有效的．
（３）各种启发式算法
根据属性重要度、信息熵或可辩识矩阵中属性出现次数等启发信息来寻求信息系统的约简．如文献【３】

把区分矩阵中属性出现次数作为启发信息；文献【４】是基于信息熵的遗传顺序约简算法，文献【５】把属性重
要度作为启发式信息等等．这类算法主要优点是采用多项式时间进行求解，且可以对大规模数据集进行处
理．启发式算法的缺点在于利用这类算法所求得的约简不能保证是最小属性约简，有些算法所求得的约简
甚至是不完备的．

１ 粗糙集及关系积的基本概念

下面首先给出粗糙集理论的基本概念：

（１）知识表达系统又称为信息系统，可表示为：Ｓ＝〈Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ〉．其中 Ｕ为对象的非空有限集合；Ａ为属
性的非空有限集合；Ｖ为属性的值域集；ｆ为信息函数，ｆ：Ｕ×Ａ→Ｖ，如果 Ａ＝Ｃ∪Ｄ，Ｃ∩Ｄ＝Φ，Ｃ为条件属
性集，Ｄ为决策属性集，则把信息系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ〉称为决策系统，用 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉或 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪
Ｄ〉来表示，其中 ｄ为单一的决策属性．从数据库的角度来看，决策系统就是一张表，其中 Ｕ是记录集合，Ａ
是字段集合，每一个对象对应一条纪录，这样，决策系统又可称为决策表．

（２）在决策系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉中，对于 ＢＣ，则 Ｂ在 Ｕ上的不可分辨关系定义为 ＩＮＤ（Ｂ）＝｛（ｘ，
ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ｕ２，Ｖｂ∈Ｂ（ｂ（ｘ）＝ｂ（ｙ））｝，ＩＮＤ（Ｂ）把 Ｕ划分为 Ｋ个等价类 Ｘ１，Ｘ２，…Ｘｋ，Ｕ｜ＩＮＤ（Ｂ）表示等
价关系 ＩＮＤ（Ｂ）的所有等价类组成的等价类簇，即有 Ｕ｜ＩＮＤ（Ｂ）：｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｋ｝．

（３）对于对象集 ＸＵ，属性集 ＢＡ，Ｘ的下近似 Ｂ－（ｘ）和上近似 Ｂ－（ｘ）分别定义为 Ｂ－（ｘ）＝

∪｛Ｙｉ｜（Ｙｉ∈Ｕ｜ＩＮＤ（Ｂ）∧ＹｉＸ）｝和 Ｂ－（ｘ）＝∪｛Ｙｉ｜（Ｙｉ∈Ｕ｜ＩＮＤ（Ｂ）∧Ｙｉ∩Ｘ≠Φ）｝．

（４）在信息系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉中，对属性集 Ｃ的子集Ｂ，属性 ａ∈ＢＣ是 Ｂ中必要的，当且仅当

ＩＮＤ（Ｂ）≠ＩＮＤ（Ｂ－｛ａ｝），否则，属性 ａ在 Ｂ中是冗余或可省略的．属性集 Ｂ的约简是一个集合Ｂ′Ｂ，当

且仅当满足：① Ｂ是独立的；② ＩＮＤ（Ｂ′）＝ＩＮＤ（Ｂ）．属性集 ＢＣ的所有约简簇的交集称为属性集 Ｂ的
核，记为 ＣＯＲＥ（Ｂ），有 ＣＯＲＥ（Ｂ）＝∩ＲＥＤ（Ｂ）．

为了实现属性约简，获得最小的属性集（规则集），仍从集合划分的角度出必，提出如下３个关键定义：

定义 １ 在决策系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉中，设 Ｐ（Ｂ１）和 Ｐ（Ｂ２）分别为Ｂ１Ｃ和Ｂ２Ｃ对 Ｕ导出的等价
类，则由 Ｂ１２＝Ｂ１∩Ｂ２所导出的等价类 Ｐ（Ｂ１∩Ｂ２）称为 Ｐ（Ｂ１）和 Ｐ（Ｂ２）的关系积，记为 Ｐ（Ｂ１·Ｂ２），如图１
所示．

图 １ 关系积概念图

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｎｃｅｐｔｏｆａｔｔｒｉｂｕｔｅｕｎｉｏｎ
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关系积概念的实质是两种划分对集合的联合划分，与集合的交不同．集合的交取的是两个集合的公共
部分．而关系积只是对集合的一次重新划分．

定义 ２ 在决策系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉中，条件属性 Ｃ＝｛Ｂ１，Ｂ２，…Ｂｍ｝，Ｐ（Ｂ１·Ｂ２）称为二元关系积，

Ｐ（Ｂ１·Ｂ２·Ｂ３）称为三元关系积，Ｐ（Ｂ１·Ｂ２·…·Ｂｍ）称为 ｍ元关系积．
定义 ３ 在决策系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉中，令 Ｑ＝决策属性集＝｛ｄ｝，条件属性 Ｃ＝｛Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ｝，如

果 ＰＯＳｃ（Ｑ）＝Ｕ，则称论域 Ｕ是Ｃ上相对于Ｑ一致的．也即决策表是确定的决策表，决策表中不包含不一致
的信息（样本）．

对于不确定的决策表，根据决策表产生不确定性的原因，对决策表进行相关的处理．限于篇幅，转换的
有关方法请参见相关文献，这里不展开讨论．

根据以上概念，下面给出以下几个相关定理：

定理 １ 关系积运算满足交换率、结合率、分配率等集合运算．
证明 根据集合的有关性质，定理显然成立．
定理１可以降低属性组合的计算数量和利用次级关系积生成新关系积，如：现有二元关系积 Ｐ（Ｂ１·Ｂ２）

和 Ｐ（Ｂ２·Ｂ３），则可以通过两者的关系积运算，生成 Ｐ（Ｂ１·Ｂ２·Ｂ３），而不必重新计算 Ｐ（Ｂ１·Ｂ２）与 Ｐ（Ｂ３）的
关系积．

定理 ２ 如果某元关系积的任一元素是决策属性集的子集，则可把该元素删除．
证明 不失一般性，任取 ｉ元关系积，设 Ｓ（ｉ，ｊ）＝Ｐ（Ｂ１·Ｂ２·…·Ｂｉ）（ｊ）为 ｉ元关系积的第ｊ个元素（子

集），如果 Ｓ（ｉ，ｊ）∩Ｐ（ｄ）＝Ｓ（ｉ，ｊ），由于 Ｓ（ｉ，ｊ）＝∪
ｍ

ｋ＝１
珋ｓ（ｉ，ｊ，ｋ），因此 Ｓ（ｉ，ｊ）的任何幂子集仍然属于同一决

策属性子集，对该元素（子集）的进一步划分已没有必要，可以不考虑该子集．所以可以把 ｉ元关系积中该元
素删除．

推论 １ 由于单元素子集一定是决策属性集的子集，所以某元关系积的单元素子集可以直接删除．
定理 ３ 如果某元关系积通过定理２运算后为空集，则该元关系积就是一个属性约简．
证明 根据定理２可知，删除的子集是决策属性的子集，如关系积为空，则可知该元关系积的子集一定

全部包含在决策属性集中，即：ＰＯＳｃ（Ｑ）＝Ｕ，则该元关系积就是一个属性约简．
定理 ４ 定理３是决策表最小属性约简的必要条件，而不是充分条件．
证明 最小约简是所有约简中属性组合数目最小的属性组合，是决策表约简的一个特例．因此，定理３

只是最小属性约简的必要条件，而不是充分条件．

２ 关系积约简算法

Ｐａｗｌａｋ约简算法是从全部的条件属性集开始，逐步去掉对决策属性不必要的条件属性获得最小约简属
性的，可以称为一种自顶向下的约简算法．这种方法每去掉一个属性，需要对决策表重新进行组合，生成新
的决策表，根据新的决策表判断是否获得了最小约简．因此，需要反复地对决策表进行操作，占用大量的计
算资源，也降低了算法的效率．事实上，完全可以根据决策表提供的各属性等价关系及其它们的关系积对属
性进行约简，从而获得所有最小约简属性．由于高阶关系积可由次阶关系积或次阶关系积与一阶关系积的
集合运算生成，不需要对决策表重新进行组织和扫描，把对表的扫描转化为集合的的运算，提高了算法的效

率．利用定理１和２及推论可以大幅度地减少关系积运算次数．
算法 ＵＲｅｄＡｔｔｒＢＵＵ（ｕｐｇｒａｄｅｒｅｄｕｃｉｎｇａｔｔｒｉｂｕｔｅｂａｓｅｄｏｎｕｎｉｏｎ）
输入：决策系统 Ｓ＝〈Ｕ，Ｃ∪｛ｄ｝〉，Ｃ为条件属性集，｛ｄ｝为单一决策属性集．
输出：条件属性集 Ｃ的约简及核．
算法步骤：

Ｓｔｅｐ０ 检验决策表是否是确定的决策表，如不是，退出．
Ｓｔｅｐ１ 对条件属性集中的所有属性和决策属性，计算一元关系积，即：Ｐ（Ｂｉ）（ｉ＝１，２，…，ｍ）和 Ｐ（ｄ），

令 ＣａｃＮｏ＝１；Ｃ＝｛｝；
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Ｓｔｅｐ２ 检查一元关系积的子集是否包含在决策属性集中，如成立，则可在一元关系积中删除该子集；

Ｓｔｅｐ３ 根据定理３检验是否获得属性的最小约简，如果获得最小约简，则转Ｓｔｅｐ６；
Ｓｔｅｐ４ ＣａｃＮｏ＝ＣａｃＮｏ＋１；
Ｓｔｅｐ５ ｗｈｉｌｅ（ＣａｃＮｏ〈〉属性集数目）ｄｏ

Ｂｅｇｉｎ
／／对属性集中所有属性，计算ＣａｃＮｏ元关系积．
ｆｏｒｉ＝１ｔｏＣａｒｄ（Ｐ（ＢＣａｃＮｏ－１））ｄｏ
ｆｏｒｊ＝ｉｔｏＣａｒｄ（Ｐ（Ｂ１）ｄｏ

Ｐ（ＢＣａｃＮｏ）＝Ｐ（ＢＣａｃＮｏ－１）（ｉ）∩Ｐ（Ｂ１（ｊ）；

／／根据定理２和推论１，检查 ＣａｃＮｏ元关系积的子集是否包含在决策属性集中，如成立，
则可在 ＣａｃＮｏ元关系积中删除该子集．
ｆｏｒｉ＝１ｔｏＣａｒｄ（Ｐ（ＢＣａｃＮｏ））ｄｏ
Ｉｆ（Ｃａｒｄ（Ｐ（ＢＣａｃＮｏ（ｉ）））＝１）ｏｒ（Ｐ（ＢＣａｃＮｏ（ｉ））∩Ｐ（ｄ）＝Ｐ（ＢＣａｃＮｏ（ｉ））ｔｈｅｎ

Ｐ（ＢＣａｃＮｏ）＝Ｐ（ＢＣａｃＮｏ）Ｐ（ＢＣａｃＮｏ（ｉ））；
／／检查是否获得约简集，如是，则记录下约简集属性，寻找过程结束．
ｆｏｒｉ＝１ｔｏＣａｒｄ（Ｐ（ＢＣａｃＮｏ））ｄｏ
Ｉｆ（Ｃａｒｄ（Ｐ（ＢＣａｃＮｏ（ｉ）））＝０）ｔｈｅｎ找到一个最小约简，Ｃ＝Ｃ＋ＢＣａｃＮｏ（ｉ）；

Ｉｆ（Ｃａｒｄ（Ｃ）〈〉０）ｔｈｅｎｇｏｔｏＳｔｅｐ６ｅｌｓｅＣａｃＮｏ＝ＣａｃＮｏ＋１；
Ｅｎｄ；

Ｓｔｅｐ６ 输出 ＣａｃＮｏ元关系积的约简属性．
Ｓｔｅｐ７ 输出核 ＣＯＲＥＱ（Ｄ）＝∩ＢＣａｃＮｏ（ｉ）
其中，Ｃａｒｄ函数用于计算各划分的集合数量．由于本算法采用自底向上搜索策略，如果在 Ｋ元关系积上

找到一个属性约简，则没有必要搜索 Ｋ元关系积以上的约简．对同元关系积进行全部计算后，才检验是否找
到最小约简，所以本算法可以找到所有的最小属性约简集．

３ 算法示例

结合文献【２】提供的一个关于气象信息的决策表（表１），说明以上约简算法．
表 １ 气象信息的决策表

Ｔａｂｌｅ１ Ｄｅｃｉｓｉｏｎｔａｂｌｅｏｆｗｅａｔｈｅｒｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｕ
条件属性

Ｏｕｔｌｏｏｋ（ａ１） Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ（ａ２） Ｈｕｍｉｄｉｔｙ（ａ３） Ｗｉｎｄｙ（ａ４）
决策属性（ｄ）

１ Ｓｕｎｎｙ Ｈｏｔ Ｈｉｇｈ Ｆａｌｓｅ Ｎ
２ Ｓｕｎｎｙ Ｈｏｔ Ｈｉｇｈ Ｔｒｕｅ Ｎ
３ Ｏｖｅｒｃａｓｔ Ｈｏｔ Ｈｉｇｈ Ｆａｌｓｅ Ｐ
４ Ｒａｉｎ Ｍｉｌｄ Ｈｉｇｈ Ｆａｌｓｅ Ｐ
５ Ｒａｉｎ Ｃｏｏｌ Ｎｏｒｍａｌ Ｆａｌｓｅ Ｐ
６ Ｒａｉｎ Ｃｏｏｌ Ｎｏｒｍａｌ Ｔｒｕｅ Ｎ
７ Ｏｖｅｒｃａｓｔ Ｃｏｏｌ Ｎｏｒｍａｌ Ｔｒｕｅ Ｐ
８ Ｓｕｎｎｙ Ｍｉｌｄ Ｈｉｇｈ Ｆａｌｓｅ Ｎ
９ Ｓｕｎｎｙ Ｃｏｏｌ Ｎｏｒｍａｌ Ｆａｌｓｅ Ｐ
１０ Ｒａｉｎ Ｍｉｌｄ Ｎｏｒｍａｌ Ｆａｌｓｅ Ｐ
１１ Ｓｕｎｎｙ Ｍｉｌｄ Ｎｏｒｍａｌ Ｔｒｕｅ Ｐ
１２ Ｏｖｅｒｃａｓｔ Ｍｉｌｄ Ｈｉｇｈ Ｔｒｕｅ Ｐ
１３ Ｏｖｅｒｃａｓｔ Ｈｏｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｆａｌｓｅ Ｐ
１４ Ｒａｉｎ Ｍｉｌｄ Ｈｉｇｈ Ｔｒｕｅ Ｎ
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令 Ｑ＝决策属性集＝｛ｄ｝，Ｃ＝条件属性全集＝｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ４｝，则

Ｐ（Ｃ）＝｛（１），（２），（３），（４），（５），（６），（７），（８），（９），（１０），（１１），（１２），（１３），（１４）｝；
Ｐ（Ｑ）＝｛（１，２，６，８，１４），（３，４，５，７，９，１０，１１，１２，１３）｝；

ＰＯＳＣ（Ｑ）＝Ｕ．
各条件属性的等价关系如下：

Ｐ（ａ１）＝｛（１，２，８，９，１１），（３，７，１２，１３），（４，５，６，１０，１４）｝；

Ｐ（ａ２）＝｛（１，２，３，１３），（４，８，１０，１１，１２，１４），（５，６，７，９）｝；

Ｐ（ａ３）＝｛（１，２，３，４，８，１２，１４），（５，６，７，９，１０，１１，１３）｝；

Ｐ（ａ４）＝｛（１，３，４，５，８，９，１０，１３），（２，６，７，１１，１２，１４）｝．
根据定理２和定理３知：Ｐ（ａ１）＝｛（１，２，８，９，１１），（４，５，６，１０，１４）｝，Ｐ（ａ２），Ｐ（ａ３）和 Ｐ（ａ４）不变．

检查：因为各属性关系积元素不为空，故一阶关系积不能构成最小约简．
下面计算二阶关系积：

Ｐ（ａ１·ａ２）＝｛（１，２），（８，１１），（９），（３，１３），（１２），（７），（４，１０，１４），（５，６）｝；

Ｐ（ａ１·ａ３）＝｛（１，２，８），（９，１１），（３，１２），（７，１３），（４，１４），（５，６，１０）｝；

Ｐ（ａ１·ａ４）＝｛（１，８，９），（２，１１），（３，１３），（７，１２），（４，５，１０），（６，１４）｝；

Ｐ（ａ２·ａ３）＝｛（１，２，３），（１３），（４，８，１２，１４），（１０，１１），（５，６，７，９）｝；

Ｐ（ａ２·ａ４）＝｛（１，３，１３），（２），（４，８，１０），（１１，１２，１４），（５，９），（６，７）｝；

Ｐ（ａ３·ａ４）＝｛（１，３，４，８），（２，１２，１４），（５，９，１０，１３），（６，７，１１）｝．
根据定理２和推论１及定理３，分别对各关系积进行约简，化简后的二元关系积为

Ｐ（ａ１·ａ２）＝｛（８，１１），（４，１０，１４），（５，６）｝；

Ｐ（ａ１·ａ３）＝｛（４，１４），（５，６，１０）｝；

Ｐ（ａ１·ａ４）＝｛（１，８，９），（２，１１）｝；

Ｐ（ａ２·ａ３）＝｛（１，２，３），（４，８，１２，１４），（５，６，７，９）｝；

Ｐ（ａ２·ａ４）＝｛（１，３，１３），（４，８，１０），（１１，１２，１４），（６，７）｝；

Ｐ（ａ３·ａ４）＝｛（１，３，４，８），（２，１２，１４），（６，７，１１）｝．
由于所有二阶关系积元素不为空，也不构成最小约简．

同理计算三元关系积及其化简，化简后的三元关系积如下：

Ｐ（ａ１·ａ２·ａ３）＝｛（４，１４），（５，６）｝；

Ｐ（ａ１·ａ２·ａ４）＝｛｝；

Ｐ（ａ１·ａ４·ａ３）＝｛｝；

Ｐ（ａ４·ａ２·ａ３）＝｛｛１，３｝，｛４，８｝，｛１２，１４｝，｛６，７｝｝．
由于 Ｐ（ａ１·ａ２·ａ４）＝｛｝，Ｐ（ａ１·ａ４·ａ３）＝｛｝，故属性 ａ１，ａ２，ａ４和 ａ１，ａ３，ａ４构成了决策表的最小约简集，其
核为

ＣＯＲＥＱ（Ｐ）＝∩ＲＥＤＱ（Ｐ）＝｛ａ１，ａ２，ａ４｝∩｛ａ１，ａ３，ａ４｝＝｛ａ１，ａ４｝．

４ 结束语

决策表的属性约简计算过程需对决策表不断的重组和扫描，计算过程对计算机的资源占用量大．本文
从关系积的概念出发，把对决策表的扫描转化为集合的运算，只对决策表扫描一次，就可生成所有的最小约

简属性集，避免了对决策表的频繁操作．但在生成各阶关系积的时候，仍存在属性组合的爆炸问题，本文充
分利用关系积的一些特殊性质，降低了算法的复杂性，获得了比较满意的求解速度．当然，可以根据关系积
的特殊性质，提出一些启发式算法，从而降低关系积运算的次数，这是本文下一步的研究重点．
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