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一类两点边值问题的多重非负解

程建纲
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摘要：该文考虑两点边值问题 ［１／狇（狋）］［狇（狋）狔′（狋）］′＋狆（狋）犳（狔（狋））＝０，λ１狔（α）－λ２狔′（α）＝０，

狔（β）＝犅非负解的存在性，其中狆（狋）可能在狋＝α或狋＝β附近具有奇异性，犳（０）≥０，

ｌｉｍ
狔→＋∞
犳（狔）／狔＝＋∞，并且存在狔＞０，使得犳（狔）＜０．
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本文考虑非线性两点边值问题

１

狇（狋）
［狇（狋）狔′（狋）］′＋狆（狋）犳（狔（狋））＝０，　α＜狋＜β，

λ１狔（α）－λ２狔′（α）＝０，　狔（β）＝犅，
犘（λ１，λ２，犅）

的非负解存在性，其中λ１，λ２≥０，λ１＋λ２＞０，犅≥０．

由于广泛的应用背景，近年来对此类问题的研究一直持续不断，特别是对狆（狋）犳（狔）是

非负函数并且犅＝０的情形，应用上下解方法和不动点定理已获得了许多结论
［１－１１］．文［１］

针对环形区域上的半线性椭圆方程的径向解问题，对α＞０，λ１＝１，λ２＝０，狇（狋）＝［狋／α］
狀－１，

狆（狋）≡１，犳：［０，＋∞）→［０，＋∞）是非负的局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数，并且满足条件

ｌｉｍ
狔→＋∞
犳（狔）／狔＝＋∞，　ｌｉｍ

犿→０＋

１

犿２∫
犿

０
犳（狔）ｄ狔＝０

的情形，证明了存在犅
＞０，使得当０＜犅＜犅时边值问题犘（１，０，犅）至少存在两个非负

解，当犅＝犅时犘（１，０，犅）至少存在一个非负解，而当犅＞犅时犘（１，０，犅）不存在非负解．

本文的主要内容是对犳不满足非负性假设并且狆（狋）可能在狋＝α或狋＝β附近具有奇异

性的情形考虑类似的结论．假设狇，狆，犳满足以下条件：

（Ｈ１）狇：［α，β］→（０，∞）是取正值的连续可微函数，

（Ｈ２）狆：（α，β）→［０，∞）是非负连续函数，０＜∫
β

α
狆（狋）ｄ狋＜ ∞，

（Ｈ３）犳：［０，∞）→（－∞，∞）是连续函数，犳（０）≥０，ｌｉｍ
狔→＋∞

犳（狔）／狔＝＋∞，并且存在狔

＞０，使得犳（狔）＜０，

（Ｈ４）犳在［０，∞）上是局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数的．

其主要结论是

定理１　若狇，狆，犳满足条件（Ｈ１）－（Ｈ４），则对任意给定的λ１，λ２≥０，λ１＋λ２＞０，存

在犅（λ１，λ２）＞０，使得当０≤犅＜犅（λ１，λ２）时犘（λ１，λ２，犅）至少存在两个非负解，当犅＝犅
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（λ１，λ２）时犘（λ１，λ２，犅）至少存在一个非负解，而当犅＞犅（λ１，λ２）时犘（λ１，λ２，犅）不存在

非负解．

为了给出定理１的证明，我们需要一些预备结论．在本文的以下引理中，恒假设狇，狆，犳
满足条件（Ｈ１）－（Ｈ４），并且当狔＜０时取犳（狔）＝犳（０），同时记

犢 ＝ ｛狔∈犆
１［α，β］∩犆

２（α，β）：［狇（狋）狔′（狋）］′＋狇（狋）狆（狋）犳（狔（狋））＝０，α＜狋＜β｝，

犢＋＝ ｛狔∈犢：狔（狋）≥０，α≤狋≤β｝，

犆０ ＝ ［ｍａｘ
狋∈［α，β］

狇（狋）］［ｍｉｎ
狋∈［α，β］

狇（狋）］
－１． （１）

由条件（Ｈ２），设α＜α１＜β１＜β满足 ｍｉｎ
狋∈［α１

，β１
］
狆（狋）＞０．又由条件（Ｈ３），取犕０＞０使得

－犳（狕）＜犕０，　狕∈ ［０，∞）． （２）

　　引理１　存在犕１＞０使得对任意的狔∈犢＋成立 ｍａｘ
狋∈［α１

，β１
］
狔（狋）≤犕１．

证　记ρ＝ ｍａｘ
狋∈［α１

，β１
］
狇（狋），

犵（狕）＝ ｍｉｎ
狋∈［α１

，β１
］
（［狇（狋）］

２
狆（狋）犳（狕）），　狕≥０． （３）

由条件（Ｈ３）可知ｌｉｍ
狕→＋∞

犵（狕）／狕＝＋∞．由此取犕１＞犿＞０满足

当狕≥犿时犵（狕）≥２犺１狕，　∫
犕
１

犿
犵（狕）ｄ狕≥犺２＋∫

犿

０
狘犵（狕）狘ｄ狕， （４）

其中

犺１ ＝ ［
４πρ

槡２（β１－α１）
］２，　犺２ ＝ ［

８犿ρ

槡２（β１－α１）
］２．

显然

当狌≥犕１，０≤狏＜狌时犵（狌）＞０，∫
狌

狏
犵（狕）ｄ狕＞０． （５）

而对狌≥犕１

∫
狌

０

［∫
狌

狏
犵（狕）ｄ狕］

－１／２ｄ狏≤∫
犿

０

［∫
狌

犿
犵（狕）ｄ狕－∫

犿

狏
狘犵（狕）狘ｄ狕］

－１／２ｄ狏＋∫
狌

犿

［∫
狌

狏
２犺１狕ｄ狕］

－１／２ｄ狏

≤
犿

犺槡２

＋
π

２ 犺槡１

，

进而

ρ∫
狌

０

［∫
狌

狏
犵（狕）ｄ狕］

－１／２ｄ狏≤
槡２
４
（β１－α１），　狌≥犕１． （６）

现在来验证对此犕１＞０，引理结论成立．

否则存在狔∈犢＋，τ∈［α１，β１］使得狔（τ）＝ ｍａｘ
狊∈［α１

，β１
］
狔（狊）＞ 犕１．显然此时

若τ≠α１，则狔′（τ）≥０；　 若τ≠β１，则狔′（τ）≤０． （７）

同时由狔∈犢＋及（３）式可知

［狇（狋）狔′（狋）］′＝－狇（狋）狆（狋）犳（狔（狋））≤－［狇（狋）］
－１
犵（狔（狋）），　狋∈ ［α１，β１］． （８）

下面分两种情形来推得矛盾．

情形１　τ∈［α１，（α１＋β１）／２）．首先来验证此时

狔′（狋）＜０，　狋∈ （τ，β１）． （９）

由狔（τ）＞犕１ 与（５）式可得－［狇（τ）］
－１
犵（狔（τ））＜０，由（７）式可知狔′（τ）≤０．进而利用（８）式

可知存在ε＞０使的当狋∈（τ，τ＋ε）时狔′（狋）＜０．反证假设（９）式不成立，则取狋１＝ｉｎｆ｛狋≥τ＋

ε：狔′（狋）＝０｝∈（τ，β１）．由于当狋∈（τ，狋１）时狔′（狋）＜０，利用（８）式可知

２［狇（狋）狔′（狋）］′［狇（狋）狔′（狋）］≥２犵（狔（狋））［－狔′（狋）］，　狋∈ （τ，狋１）．

进而利用（５）式，狔（τ）＞ 犕１ 及０≤狔（狋１）＜狔（τ）推得
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［狇（狋１）狔′（狋１）］
２
≥２∫

狋
１

τ
犵（狔（狊））［－狔′（狊）］ｄ狊≥２∫

狔（τ）

狔（狋１
）
犵（狕）ｄ狕＞０，

与狔′（狋１）＝０矛盾，因此（９）式成立．现在利用（８），（９）式可以得到

２［狇（狋）狔′（狋）］′［狇（狋）狔′（狋）］≥２犵（狔（狋））［－狔′（狋）］，　狋∈ （τ，β１）， （１０）

进而对任意的狊∈（τ，β１）

［狇（狊）狔′（狊）］
２
≥２∫

狊

τ
犵（狔（狋））［－狔′（狋）］ｄ狋＝２∫

狔（τ）

狔（狊）
犵（狕）ｄ狕．

再由（９）式可得

ρ［－狔′（狊）］≥狇（狊）［－狔′（狊）］≥槡２［∫
狔（τ）

狔（狊）
犵（狕）ｄ狕］

１／２，　狊∈ （τ，β１），

因此

ρ［－狔′（狊）］［∫
狔（τ）

狔（狊）
犵（狕）ｄ狕］

－１／２
≥槡２，　狊∈ （τ，β１）．

利用此式可得

ρ∫
狔（τ）

狔（β１
）
［∫
狔（τ）

狏
犵（狕）ｄ狕］

－１／２ｄ狏≥槡２（β１－τ）≥
槡２
２
（β１－α１），

与狔（τ）＞犕１，０≤狔（β１）＜狔（τ）和（６）式矛盾．

情形２　τ∈［（α１＋β１）／２，β１］．类似于情形１，首先来验证此时

狔′（狋）＞０，　狋∈ （α１，τ）． （１１）

由狔（τ）＞犕１ 与（５）式可得犵（狔（τ））＞０，进而由（７）式与（８）式可知存在ε＞０使的当狋∈（τ

－ε，τ）时狔′（狋）＞０．假若（１１）式不成立，则取狋２＝ｓｕｐ｛狋≤τ－ε：狔′（狋）＝０｝∈（α１，τ）．由于当

狋∈（狋２，τ）时狔′（狋）＞０，利用（８）式可知

－２［狇（狋）狔′（狋）］′［狇（狋）狔′（狋）］≥２犵（狔（狋））狔′（狋），　狋∈ （狋２，τ）．

进而利用（５）式，狔（τ）＞ 犕１ 及０≤狔（狋２）＜狔（τ）推得

［狇（狋２）狔′（狋２）］
２
≥ ［狇（τ）狔′（τ）］

２
＋２∫

τ

狋
２

犵（狔（狊））狔′（狊）ｄ狊≥２∫
狔（τ）

狔（狋２
）
犵（狕）ｄ狕＞０，

与狔′（狋２）＝０矛盾，因此（１１）式成立．现在利用（８），（１１）式可以得到

－２［狇（狋）狔′（狋）］′［狇（狋）狔′（狋）］≥２犵（狔（狋））狔′（狋），　狋∈ （α１，τ）． （１２）

进而对任意的狊∈（α１，τ）

［狇（狊）狔′（狊）］
２
≥２∫

τ

狊
犵（狔（狋））狔′（狋）ｄ狋＝２∫

狔（τ）

狔（狊）
犵（狕）ｄ狕，

再由（１１）式可知

ρ狔′（狊）［∫
狔（τ）

狔（狊）
犵（狕）ｄ狕］

－１／２
≥槡２，　狊∈ （α１，τ）．

进而得到

ρ∫
狔（τ）

狔（α１
）
［∫
狔（τ）

狏
犵（狕）ｄ狕］

－１／２ｄ狏≥槡２（τ－α１）≥
槡２
２
（β１－α１），

与狔（τ）＞犕１，０≤狔（α１）＜狔（τ）和（６）式矛盾．

最后综合以上两种情形可知对此犕１＞０，引理１结论成立． 

引理２　存在犕＞０使得对任意的狔∈犢＋成立

ｍａｘ
狋∈［α，β］

狔（狋）≤犕，　 ｍａｘ
狋∈［α，β］

狘狔′（狋）狘≤犕．

　　证　设犆０，犕０ 分别由（１），（２）式给出，犕１＞０由引理１给出．记

犆１ ＝犆０犕１（β１－α１）
－１，　犆２ ＝犆０∫

β

α
狆（η）ｄη，

犕２ ＝犕１＋犆１（β－α）＋犕０（β－α）犆２．
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则对任意的狔∈犢＋，由引理１及微分中值定理可知存在τ∈（α１，β１）使得

狘狔′（τ）狘＝狘狔（β１）－狔（α１）狘（β１－α１）
－１
≤犕１（β１－α１）

－１，　狔（τ）≤犕１．

进而由（１），（２）式可知当狋∈［τ，β］时

狔（狋）＝狔（τ）＋狇（τ）狔′（τ）∫
狋

τ

ｄ狊

狇（狊）
－∫

狋

τ

１

狇（狊）∫
狊

τ
狇（η）狆（η）犳（狔（η））ｄηｄ狊

≤犕１＋犆１（β－α）＋犕０（β－α）犆２ ＝犕２，

当狋∈［α，τ］时

狔（狋）＝狔（τ）－狇（τ）狔′（τ）∫
τ

狋

ｄ狊

狇（狊）
－∫

τ

狋

１

狇（狊）∫
τ

狊
狇（η）狆（η）犳（狔（η））ｄηｄ狊

≤犕１＋犆１（β－α）＋犕０（β－α）犆２ ＝犕２．

又由

狔′（狋）＝
狇（τ）狔′（τ）

狇（狋）
－
１

狇（狋）∫
狋

τ
狇（η）狆（η）犳（狔（η））ｄη，　狋∈ ［α，β］

可知

狘狔′（狋）狘≤犆１＋犆２ ｍａｘ
狕∈［０，犕２

］
狘犳（狕）狘，　狋∈ ［α，β］．

由此推得引理结论成立． 

下面的简单引理表明虽然狆（狋）可能在狋＝α或狋＝β附近具有奇异性，但此时相应的

Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式仍然成立．

引理３　设犽１，犽２≥０．若是［α，β］上的非负连续函数，满足

（狋）≤犽１＋犽２∫
狋

α
狆（η）（η）ｄη，　狋∈ ［α，β］，

则

（狋）≤犽１ｅｘｐ［犽２∫
狋

α
狆（η）ｄη］，　狋∈ ［α，β］．

　　下面利用引理３对狆（狋）可能在狋＝α或狋＝β附近具有奇异性，但满足条件（Ｈ２）的情形

给出关于初值问题的相应结论．

引理４　对任意给定的（犃，ξ）∈［０，∞）×（－∞，∞），存在唯一的Φα（犃，ξ）∈犢 满足Φα
（犃，ξ）（α）＝犃，Φα（犃，ξ）′（α）＝ξ．进一步，Φα（犃，ξ）（β）与Φα（犃，ξ）′（β）关于（犃，ξ）在［０，∞）×
（－∞，∞）上是连续的．

证　仅需对任意给定的犓＞０，对（犃，ξ）∈［０，犓］×［－犓，犓］的情形考虑此引理的结

论．设犆０，犕０ 分别由（１），（２）式给出．记

犕３ ＝犓＋犆０犓（β－α）＋犕０犆０（β－α）∫
β

α
狆（η）ｄη． （１３）

由条件（犎４）取犿＞０，使得

狘犳（狕１）－犳（狕２）狘≤犿狘狕１－狕２狘，　狕１，狕２ ∈ ［０，犕３］． （１４）

定义

犵（狕）＝
犳（犕３），　狕＞犕３，

犳（狕），　　狕≤犕３｛ ．
（１５）

考虑到当狕＜０时犵（狕）＝犳（狕）＝犳（０），因而 ｓｕｐ
狕∈（－∞，∞）

｜犵（狕）｜＝ ｍａｘ
狕∈［０，犕３

］
｜犳（狕）｜．由此利用

Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理不难验证对任意给定的（犃，ξ）∈［０，犓］×［－犓，犓］，积分方程

狔（狋）＝犃＋狇（α）ξ∫
狋

α

ｄ狊

狇（狊）
－∫

狋

α

１

狇（狊）∫
狊

α
狇（η）狆（η）犵（狔（η））ｄηｄ狊，　狋∈ ［α，β］， （１６）

存在解狔∈犆［α，β］，并且由（１），（２），（１３）和（１５）式可知

狔（狋）≤犓＋犆０犓（β－α）＋犕０犆０（β－α）∫
β

α
狆（η）ｄη＝犕３，　狋∈ ［α，β］． （１７）
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由此可见狔也是积分方程

狔（狋）＝犃＋狇（α）ξ∫
狋

α

ｄ狊

狇（狊）
－∫

狋

α

１

狇（狊）∫
狊

α
狇（η）狆（η）犳（狔（η））ｄηｄ狊，　狋∈ ［α，β］ （１８）

的解．进而对任意给定的（犃，ξ）∈［０，犓］×［－犓，犓］，积分方程（１８）存在解狔∈犆［α，β］．

其次，若狔∈犆［α，β］是积分方程（１８）的解，则由条件（Ｈ１）－（Ｈ３）可知狔∈犢，并且狔（α）＝

犃，狔′（α）＝ξ．另一方面，对任意的（犃１，ξ１），（犃２，ξ２）∈［０，犓］×［－犓，犓］，若狔１，狔２∈犢 分

别是积分方程（１８）当（犃，ξ）＝（犃１，ξ１）与（犃，ξ）＝（犃２，ξ２）时的解，则由（１），（２）和（１３）式可

知

狔犻（狋）≤犕３，　狋∈ ［α，β］，犻＝１，２． （１９）

进而由（１），（１４），（１８）式推得对任意的狋∈［α，β］，

狘狔１（狋）－狔２（狋）狘≤狘犃１－犃２狘＋狘ξ１－ξ２狘犆０（β－α）

＋犆０（β－α）犿∫
狋

α
狆（η）狘狔１（η）－狔２（η）狘ｄη，

狘狔１′（狋）－狔２′（狋）狘≤狘ξ１－ξ２狘犆０＋犆０犿∫
狋

α
狆（η）狘狔１（η）－狔２（η）狘ｄη．

又利用引理３可知对任意的狋∈［α，β］，

狘狔１（狋）－狔２（狋）狘≤ ［狘犃１－犃２狘＋狘ξ１－ξ２狘犆０（β－α）］ｅｘｐ［犆０（β－α）犿∫
狋

α
狆（η）ｄη］．

最后综合以上讨论可知对任意给定的（犃，ξ）∈［０，犓］×［－犓，犓］，存在唯一的Φα（犃，ξ）∈犢

满足Φα（犃，ξ）（α）＝犃，Φα（犃，ξ）′（α）＝ξ．并且Φα（犃，ξ）（β）与Φα（犃，ξ）′（β）关于（犃，ξ）在［０，

犓］×［－犓，犓］上是连续的．

用完全类似的方法可以证明如下的引理５．

引理５　对任意给定的（犅，η）∈［０，∞）×（－∞，∞），存在唯一的Φβ（犅，η）∈犢 满足Φβ
（犅，η）（β）＝犅，Φβ（犅，η）′（β）＝η．进一步，Φβ（犅，η）（α）与Φβ（犅，η）′（α）关于（犅，η）在［０，∞）×

（－∞，∞）上是连续的．

引理６　若ξ≤０，则Φα（０，ξ）（β）≤０．

证　由于当狕≤０时犳（狕）＝犳（０）≥０，因此结合引理４不难验证当ξ≤０时

Φα（０，ξ）（狋）＝狇（α）ξ∫
狋

α

ｄ狊

狇（狊）
－∫

狋

α

１

狇（狊）∫
狊

α
狇（η）狆（η）犳（０）ｄηｄ狊，　狋∈ ［α，β］， （２０）

特别Φα（０，ξ）（β）≤０． 

引理７　若狔∈犢，狔（α）≥０并且狔（β）≥０，则狔∈犢＋．

证　否则取τ∈（α，β）使得狔（τ）＝ｍｉｎ
狋∈［α，β］

狔（狋）＜０．记狋１＝ｓｕｐ｛狋＜τ：狔（狋）≥０｝．由于当狋

∈（狋１，τ）时狔（狋）＜０，因此当狋∈（狋１，τ）时［狇（狋）狔′（狋）］′＝－狇（狋）狆（狋）犳（狔（狋））＝－狇（狋）狆（狋）

·犳（０）≤０．结合狔′（τ）＝０可知当狋∈（狋１，τ）时狔′（狋）≥０，与狔（狋１）＝０，狔（τ）＜０矛盾． 

引理８　设λ１，λ２≥０，λ１＋λ２＞０．若犅狀≥０，犘（λ１，λ２，犅狀）存在非负解狔狀∈犢＋，狀＝

１，２，…，并且ｌｉｍ
狀→∞
犅狀＝犅０，则犘（λ１，λ２，犅０）存在非负解狔０∈犢＋．

证　利用引理２，不失一般性假设在犆［α，β］中ｌｉｍ
狀→∞
狔狀＝狔０ 并且ｌｉｍ

狀→∞
狔狀′（α）＝ξ．由

狔狀（狋）＝狔狀（α）＋狇（α）狔狀′（α）∫
狋

α

ｄ狊

狇（狊）
－∫

狋

α

１

狇（狊）∫
狊

α
狇（η）狆（η）犳（狔狀（η））ｄηｄ狊，

利用Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理可知

狔０（狋）＝狔０（α）＋狇（α）ξ∫
狋

α

ｄ狊

狇（狊）
－∫

狋

α

１

狇（狊）∫
狊

α
狇（η）狆（η）犳（狔０（η））ｄηｄ狊，　狋∈ ［α，β］．

进而推得狔０∈犢＋，狔０′（α）＝ξ．最后结合

λ１狔０（α）－λ２狔０′（α）＝ｌｉｍ
狀→∞

［λ１狔狀（α）－λ２狔狀′（α）］＝０，
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狔０（β）＝ｌｉｍ
狀→∞
狔狀（β）＝ｌｉｍ

狀→∞
犅狀 ＝犅０

可知狔０∈犢＋是犘（λ１，λ２，犅０）的非负解． 

定理１的证明　对给定的λ１，λ２≥０，λ１＋λ２＞０．

第一步，首先来说明存在犅＞０，使得犘（λ１，λ２，犅）存在非负解．由条件（Ｈ３），取犿０＞

０满足犳（犿０）＝０．记

１（犺）＝λ１Φβ（犿０＋犺，０）（α）－λ２Φβ（犿０＋犺，０）′（α），　犺≥０． （２１）

由Φβ（犿０，０）（狋）≡犿０ 可知１（０）＝λ１犿０≥０．又由引理２和引理７可知当犺充分大时Φβ（犿０

＋犺，０）（α）＜０．记

犺１ ＝ｉｎｆ｛犺＞０：Φβ（犿０＋犺，０）（α）＜０｝． （２２）

假若Φβ（犿０＋犺１，０）′（α）≤０，则由引理６可知Φα（０，Φβ（犿０＋犺１，０）′（α））（β）≤０．另一方面，

由Φβ（犿０＋犺１，０）（α）＝０可知

Φα（０，Φβ（犿０＋犺１，０）′（α））（β）＝Φβ（犿０＋犺１，０）（β）＝犿０＋犺１ ＞０，

推得矛盾．因此Φβ（犿０＋犺１，０）′（α）＞０成立．进而推得１（犺１）≤０．由此取犺２∈［０，犺１］满足

０＝１（犺２）＝λ１Φβ（犿０＋犺２，０）（α）－λ２Φβ（犿０＋犺２，０）′（α）． （２３）

而由（２２）式可知Φβ（犿０＋犺２，０）（α）≥０．结合Φβ（犿０＋犺２，０）（β）＝犿０＋犺２＞０，利用引理７

推得Φβ（犿０＋犺２，０）∈犢＋是犘（λ１，λ２，犿０＋犺２）的非负解．

第二步，由第一步的讨论，取

犅（λ１，λ２）＝ｓｕｐ｛犅＞０：犘（λ１，λ２，犅）存在非负解｝． （２４）

由于犘（λ１，λ２，犅）的非负解一定在犢＋中，因此利用引理２和引理８可知犅（λ１，λ２）＜∞并

且犘（λ１，λ２，犅（λ１，λ２））存在非负解狔０∈犢＋．

第三步，首先引理６表明Φα（０，０）（β）≤０．因此由Φα（狔０（α），狔０′（α））（β）＝狔０（β）＝犅

（λ１，λ２）＞０推得（狔０（α），狔０′（α））≠（０，０）．记

２（犺）＝Φα（犺狔０（α），犺狔０′（α））（β），　犺≥０． （２５）

则２（０）＝Φα（０，０）（β）≤０，并且由引理２和引理７可知当犺充分大时２（犺）＜０．进而利用

２（１）＝狔０（β）＝犅（λ１，λ２）＞０可知对任意给定的犅∈［０，犅（λ１，λ２））存在犺３∈［０，１），犺４＞１

使得２（犺３）＝２（犺４）＝犅．最后由引理７可知Φα（犺３狔０（α），犺３狔０′（α））与Φα（犺４狔０（α），犺４狔０′

（α））是犘（λ１，λ２，犅）的两个非负解，进而定理１结论成立． 
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