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一类椭圆问题正解的存在性和唯一性
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摘要：该文讨论了二阶拟线性椭圆型问题

狌狘Ω ＝０：－ｄｉｖ［（犱＋狘狌狘
２）

狆
２
－１
狌］＝λ１狌狆－

１
＋犵（狓，狌），　狓∈Ω

正解的存在性和唯一性，其中 Ω是 ＲＮ中的有界区域，λ１是 －△ｐ在 Ω上对应于零犇犻狉犻犮犺犾犲狋边

界条件的第一特征根，ｇ（ｘ，ｔ）满足增长条件 犾犻犿
ｔ→＋∞

ｇ（ｘ，ｔ）

ｔｐ－１
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１　引言及结果

关于二阶拟线性椭圆型问题

－ｄｉｖ（狘狌狘狆－
２
狌）＝犳（狓，狌），　狓∈Ω，

狌＝０，　狓∈Ω｛ ，
（１）

其中Ω是犚
犖 中的有界区域，犖≥２，犳：Ω×犚→犚是Ｃａｒａｔｈｅｏｄｏｒｙ函数且满足适当的增长

性条件，至今已有许多文献讨论了其弱解的存在性、唯一性和正则性．如果犳（狓，狊）关于狊

在狊趋于无穷大时是超线性增长的，且满足一些其它的条件，则方程（１）已有大量的存在性

结果，例如，见［２］，［３］，［４］，［９］等．

最近，李工宝和周焕松在文献［３］中讨论了问题（１）正解的存在性，他们关于犳（狓，狋）

的条件为

（ｆ１）对狋≥０，狓∈Ω，有犳（狓，狋）∈犆（Ω×犚），犳（狓，狋）≥０；且对狋≤０，狓∈Ω，有

犳（狓，狋）≡犳（狓，０）≡０．

（ｆ２）对任意狓∈Ω，当狋＞０时，犳（狓，狋）／狋狆
－１关于狋是非减的．

（ｆ３）ｌｉｍ
狋→０
犳（狓，狋）／狋狆

－１＝０；ｌｉｍ
狋→＋∞

犳（狓，狋）／狋狆
－１＝犾对狓∈Ω一致成立．

（ｆＦ）ｌｉｍ
狋→∞

｛犳（狓，狋）狋－狆犉（狓，狋）｝＝＋∞，对几乎处处狓∈Ω一致成立．

他们证明了下列定理

ＬＺ定理　如果条件（ｆ１）－（ｆ３）成立，那么

（ｉ）当犾＜λ１ 时，问题（１）没有解；


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（ｉｉ）当犾＞λ１且犾不是 －△狆在犠
１，狆
０ （Ω）中的特征根时，问题（１）有一个正解；

（ｉｉｉ）当犾＞λ１ 且犾是 －△狆在犠
１，狆
０ （Ω）中的特征根时，如果条件（ｆＦ）满足，且犳（狓，狋）

∈犆（珚Ω×犚），则问题（１）有一个正解．

其中λ１是－△狆在Ω 中关于零Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件的第一特征根，即

λ１ ＝ ｉｎｆ
０≠狌∈犠

１，狆
０
（Ω）

∫Ω
狘狌狘狆ｄ狓

∫Ω
狘狌狘狆ｄ狓

．

众所周知：λ１＞０，λ１ 对应的特征函数在Ω上不变号，且存在唯一的正特征函数φ１满足：φ１

在犠１，狆
０ （Ω）中的范数为１（见［５］）．

本文中，我们研究了Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题

－ｄｉｖ［（犱＋狘狌狘
２）

狆
２－１狌］＝λ１狌狆

－１
＋犵（狓，狌），　狓∈Ω，

狌＝０，　狓∈Ω｛ ．
（２）

正解的存在性和唯一性，其中Ω是犚
犖 中的有界区域，０≤犱＜＋∞，犖≥２，且犵（狓，狋）满足

（Ｆ１）对狋≥０，狓∈Ω，有犵（狓，狋）∈犆（Ω×犚），犵（狓，狋）≥０，且犺（狓）∈犆（Ω）使得对

狋≤０，狓∈Ω，有犵（狓，狋）≡犵（狓，０）≡犺（狓）≥狊＞０；

（Ｆ２）对几乎处处狓∈Ω，当狋＞０时，
犵（狓，狋）

狋狆－１
关于狋为减函数，且 ｌｉｍ

狋→＋∞

犵（狓，狋）

狋狆－１
＝０；

（Ｆ３）对任意狓∈Ω，定义

犉（狓，狋）＝

狆
狋∫

狋

０
犵（狓，狊）ｄ狊－犵（狓，狋），　狋＞０，

（狆－１）犺（狓），　狋≤０
烅

烄

烆 ，

那么犉（＋∞）＝ｉｎｆ
狓∈Ω
犉（狓，＋∞）＝ｉｎｆ

狓∈Ω
ｌｉｍ
狋→＋∞
ｉｎｆ犉（狓，狋）＞０．

注１．１　满足条件（Ｆ１）－（Ｆ３）的函数是存在的，例如犵（狓，狋）＝［ｍａｘ（狋，０）］狆
－２＋犺（狓）．

问题（２）来自大量的实际问题，例如：当犱＝１时，就是 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程，当犱＝０

时，为狆Ｌａｐｌａｃｅ方程．

在全文中，我们用 ‖狌‖ ＝ （∫Ω
狘狌狘狆ｄ狓）

１
狆 表示狌在犠１，狆

０ （Ω）中的范数．记Ω－ ＝

狓∈Ω：狌≤０，狌
＋＝ｍａｘ｛０，狌｝，狌－＝ｍｉｎ｛０，狌｝．

定义１．１　称狌∈犠
１，狆
０ （Ω）是问题（２）的一个弱解，如果对任意φ∈犠

１，狆
０ （Ω），均有

∫Ω

（犱＋狘狌狘
２）

狆
２－１狌·φｄ狓＝λ１∫Ω

狌狆－１φｄ狓＋∫Ω
犵（狓，狌）φｄ狓

成立．

如果狌是问题（２）的弱解，且在Ω上，狌＞０恒成立，我们就称狌为问题（２）的一个正解．

显然，问题（２）对应的泛函犑：犠１，狆
０ （Ω）→犚为

犑（狌）＝
１

狆∫Ω

（犱＋狘狌狘
２）

狆
２ｄ狓－

λ１

狆∫Ω

（狌＋）狆ｄ狓－∫Ω
犌（狓，狌＋）ｄ狓， （３）

其中犌（狓，狌）＝∫０
狌

犵（狓，狋）ｄ狋．对任意狌∈犠
１，狆
０ （Ω），犑在狌点是连续Ｆｒéｃｈｅｔ可微的且

〈犑′（狌），狏〉＝∫Ω

（犱＋狘狌狘
２）

狆
２－１狌·狏ｄ狓－λ１∫Ω

（狌＋）狆－１狏ｄ狓－∫Ω
犵（狓，狌

＋）狏ｄ狓　

（４）

对任意狌，狏∈犠
１，狆
０ （Ω）成立．众所周知：犑的临界点对应于问题（２）的弱解．
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我们的主要结果为

定理１．１　如果１＜狆＜３，且条件（Ｆ１）－（Ｆ３）成立，那么问题（２）有至少一个正解．

定理１．２　设 （Ｆ１）－（Ｆ３）成立，且狌是问题（２）的一个正解，那么当１＜狆≤２且０≤犱

＜＋∞；或狆＞２且犱＝０时，狌是问题（２）的唯一正解．

２　证明

我们将定理１．１的证明分成下列几步完成．

为了说明问题（２）的非负解实际上在Ω上都是正的，我们引入下列引理

引理２．１　设 （Ｆ１）－（Ｆ３）成立，且狌∈犆
１（Ω）是问题（２）的非负弱解．那么，如果狌在

Ω 上不恒等于零，则它在Ω上处处是正的．

证　这是［１］中定理１的一个直接结果． 

引理２．２　设（Ｆ１）－（Ｆ３）成立，那么犑满足 （Ｐ．Ｓ）条件．即，如果｛狌狀｝是犠
１，狆
０ （Ω）中

满足

犑（狌狀）在犚中有界；在犠
－１，狆′（Ω）中，犑′（狌狀）→０

的函数列，则｛狌狀｝存在一个子列在犠
１，狆
０ （Ω）中强收敛．

证　我们将证明分为两步完成．首先，我们证明｛狌狀｝在犠
１，狆
０ （Ω）中界，如果不成立，不

妨设 ‖狌狀‖→∞．记狏狀＝狌狀／‖狌狀‖，狏狀
＋ ＝狌狀

＋／‖狌狀‖．由 犠
１，狆
０ （Ω）是自反的及嵌入

犠１，狆
０ （Ω）→→犔狆（Ω）是紧的，知存在狏０∈犠

１，狆
０ （Ω）使得 （如有必要，取子列）

狏狀狏０ 　 在犠
１，狆
０ （Ω）中弱收敛；

狏狀
＋
狏０

＋
　 在犠

１，狆
０ （Ω）中弱收敛；

狏狀 →狏０　 在犔
狆（Ω）中强收敛；

狏狀
＋
→狏０

＋
　 在犔狆（Ω）中强收敛．

由犑（狌狀）的有界性及‖狌狀‖→∞得到

犑（狌狀）

‖狌狀‖
狆 ＝

１

狆∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２

‖狌狀‖
狆 ｄ狓－

λ１

狆∫Ω

（狏狀
＋）狆ｄ狓－∫Ω

犌（狓，狌狀
＋）

‖狌狀‖
狆 ｄ狓→０． （５）

由（Ｆ２）知

∫Ω

犌（狓，狌狀
＋）

‖狌狀‖
狆 ｄ狓→０．

由（５）式得到

∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２

‖狌狀‖
狆 ｄ狓－λ１∫Ω

（狏狀
＋）狆ｄ狓→０．

使用不等式 （犱＋｜狓｜
２）

狆
２≥｜狓｜狆，我们有

‖狏狀‖
狆
≤
（犱＋狘狌狀狘

２）
狆
２

‖狌狀‖
狆 ．

结合λ１的性质与范数的下半连续性，我们得到

λ１∫Ω
狘狏０

＋
狘狆ｄ狓≤∫Ω

狘狏０狘
狆ｄ狓≤ｌｉｍｉｎｆ

狀→∞∫Ω
狘狏狀狘

狆ｄ狓

≤ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２

‖狌狀‖
狆 ｄ狓＝λ１∫Ω

（狏０
＋）狆ｄ狓． （６）
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因此狏０
＋＝φ１，所以∫Ω

（狏０
＋）狆ｄ狓＞０．由（３），（４）及条件１＜狆＜３，我们有

０＝ｌｉｍ
狀→∞

〈犑′（狌狀），狌狀〉－狆犑（狌狀）

‖狌狀‖

＝ｌｉｍ
狀→∞

∫Ω

［（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２－１狘狌狀狘

２
－（犱＋狘狌狀狘

２）
狆
２］ｄ狓

‖狌狀‖
＋ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

狏狀
＋犉（狓，狌狀

＋）ｄ狓

＝ｌｉｍ
狀→∞

［∫Ω
狏狀

＋犉（狓，狌狀
＋）ｄ狓－

犱∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２－１ｄ狓

‖狌狀‖
］

＝ｌｉｍ
狀→∞∫Ω

狏狀
＋犉（狓，狌狀

＋）ｄ狓． （７）

对０＜ε＜犉（＋∞），设

犆ε＝

犉（＋∞）－ε，　犉（＋∞）∈犚，

１

ε
，　犉（＋∞）＝＋∞烅

烄

烆
，

则存在犓＞０，犆（犓）＞０，使得对任意狋＞犓 和几乎处处狓∈Ω，有

犉（狓，狋）≥犆ε， （８）

且对所有狋∈［０，＋犓］和几乎处处狓∈Ω，有

狘犉（狓，狋）狘≤犆（犓）， （９）

则

∫Ω
犉（狓，狌狀

＋）狏狀
＋ｄ狓＝∫０≤狌狀＋≤犓犉

（狓，狌狀
＋）狏狀

＋ｄ狓＋∫狌狀＋＞犓犉
（狓，狌狀

＋）狏狀
＋ｄ狓．

因为Ω是有界区域，由（８）式和（９）式，我们有

狘∫０≤狌狀＋≤犓犉
（狓，狌狀

＋）狏狀
＋ｄ狓狘≤∫０≤狌狀＋≤犓狘犉

（狓，狌狀
＋）狘

狌狀
＋

‖狌狀‖
ｄ狓

≤
犆（犓）犓ｍｅａｓ（Ω）

‖狌狀‖
→０，

ｌｉｍ
狀→∞∫狌狀＋＞犓犉

（狓，狌狀）狏狀
＋ｄ狓≥ｌｉｍ

狀→∞
犆ε∫狌狀＋＞犓狏狀

＋ｄ狓

＝ｌｉｍ
狀→∞
犆ε（∫Ω

狏狀
＋ｄ狓－∫０≤狌狀＋≤犓狏狀

＋ｄ狓）＝犆ε∫Ω
狏０

＋ｄ狓＞０，

与（７）式矛盾．因此｛狌狀｝在犠
１，狆
０ （Ω）中有界．所以，存在狌∈犠

１，狆
０ （Ω），使得

狌狀 →狌在犔
狆（Ω）中强收敛．

　　下面，我们完成引理２．２的证明．

因为

０← 〈犑′（狌狀），狌狀－狌〉＝∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２－１狌狀·（狌狀－狌）ｄ狓

－λ１∫Ω

（狌狀
＋）狆－１（狌狀－狌）ｄ狓－∫Ω

犵（狓，狌狀
＋）（狌狀－狌）ｄ狓，

由上式的最后两项收敛于零，我们得到

∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２－１狌狀·（狌狀－狌）ｄ狓→０． （１０）

由

７５３Ｎｏ．３　　　　　　　冉启康：一类椭圆问题正解的存在性和唯一性



０← 〈犑′（狌），狌狀－狌〉＝∫Ω

（犱＋狘狌狘
２）

狆
２－１狌·（狌狀－狌）ｄ狓

－λ１∫Ω

（狌＋）狆－１（狌狀－狌）ｄ狓－∫Ω
犵（狓，狌

＋）（狌狀－狌）ｄ狓，

我们知

∫Ω

（犱＋狘狌狘
２）

狆
２－１狌·（狌狀－狌）ｄ狓→０． （１１）

由（１０）式及（１１）式，我们有

０←∫Ω

（犱＋狘狌狀狘
２）

狆
２－１狌狀－（犱＋狘狌狘

２）
狆
２狌）·（狌狀－狌）ｄ狓．

类似于文［１０］（ｐ５３－５４）中定理２．１的证明，可以得到犇犻（狌狀）→犇犻（狌）在Ω中几乎处处收

敛，且｛｜犇狌狀｜狆｝等度连续的．所以 ‖狌狀‖→‖狌‖．再由 犠
１，狆
０ （Ω）的一致凸性得狌狀→狌（在

犠１，狆
０ （Ω）中强收敛）．证毕． 

引理２．３　设φ１＞０为λ１对应的特征函数，且 （Ｆ１）－（Ｆ３）成立，则犑满足：如将

犠１，狆
０ （Ω）分解为犈１ ＝ 〈φ１〉与犈２ ＝ ｛狌∈犠

１，狆
０ （Ω）；０＝∫Ω

狌φ１
狆－１ｄ狓｝的直和，那么

（ａ）当｜犪｜→＋∞时，犑（犪φ１）→－∞．

（ｂ）犑在犈２ 中有下界．

证　（ａ）如果结论不成立，则存在｛犪狀｝犚，｜犪狀｜→＋∞，使得犑（犪狀φ１）≥犆 对所有狀

∈犖 对某个犆∈犚成立．不失一般性，设犪狀→＋∞．则

０≤ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

犑（犪狀φ１）

犪狀

＝ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

１

狆∫Ω

［犱＋犪狀
２
狘φ１狘

２］
狆
２

犪狀
ｄ狓－

λ１

狆∫Ω
犪狀

狆－１

φ１
狆ｄ狓－∫Ω

犌（狓，犪φ１）

犪狀
ｄ狓｝

＝ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

１

狆∫Ω

［犱＋犪狀
２
狘φ１狘

２］
狆
２

犪狀
ｄ狓－

１

狆∫Ω
犪狀

狆－１狘φ１狘
狆ｄ狓－∫Ω

犌（狓，犪φ１）

犪狀
ｄ狓｝

＝ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

｛犪狀
狆－１

狆∫Ω

［（犱
犪狀

２＋狘φ１狘
２）

狆
２ －（狘φ１狘

２）
狆
２］ｄ狓－∫Ω

犌（狓，犪φ１）

犪狀
ｄ狓｝．

当１＜狆≤２时，我们有

ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

犑（犪狀φ１）

犪狀
≤ｌｉｍｉｎｆ

狀→＋∞

｛犪狀
狆－１

狆∫Ω

（犱
犪狀

２
）
狆
２ｄ狓－∫Ω

犌（狓，犪φ１）

犪狀
ｄ狓｝． （１２）

当狆＞２时，我们有

ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

犑（犪狀φ１）

犪狀
≤ｌｉｍｉｎｆ

狀→＋∞

｛犪狀
狆－１

狆∫Ω

［（θ犱
犪狀

２＋狘φ１狘
２）

狆
２－１
犱

犪狀
２ｄ狓－∫Ω

犌（狓，犪φ１）

犪狀
ｄ狓｝，

（１２′）

其中θ∈（０，１）．对任意ε＞０及满足（８）中的犓＞０，因为当τ＞犽时有

（－
犌（狓，τ）

τ狆
）′＝

犉（狓，τ）

τ狆
≥
犆ε

τ狆
＝ （－

１

狆－１
·犆ε
τ狆

－１
）′，

所以

犌（狓，狋）

狋狆
－
犌（狓，狊）

狊狆
≥
犆ε

狆－１
（１
狋狆－１

－
１

狊狆－１
）． （１３）

对狊＞狋＞犓 成立．在（１３）式中两边令狊→＋∞，我们得到

犌（狓，狋）

狋
≥
犆ε

狆－１
（１４）
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对任意狋＞犓 成立．由（１２），（１２′），（１４），及１＜狆＜３，我们有

０≤ｌｉｍｉｎｆ
狀→＋∞

犑（犪狀φ１）

犪狀
≤ｌｉｍｓｕｐ

狀→＋∞

犑（犪狀φ１）

犪狀

＝－ｌｉｍｓｕｐ
狀→＋∞∫

犌（狓，犪狀φ１）

犪狀
ｄ狓

≤－
１

狆－１
犉（狓，＋∞）∫Ω

φ１ｄ狓＜０

与假设矛盾．从而（ａ）成立．

为了证明（ｂ），我们使用文［２］中结论：存在珔λ＞λ１＞０使得对任意狌∈犈２，有

∫Ω
狘狌狘狆ｄ狓≥珔λ∫Ω

狘狌狘狆ｄ狓．

设狌∈犈２．则对任意ε＞０，存在犆＞０使得

犑（狌）≥
１

狆
［‖狌‖狆－

λ１
珔λ
‖狌‖狆］－∫Ω

犌（狓，狌＋）ｄ狓

≥
１

狆
‖狌‖狆（１－

λ１
珔λ
）－犆κ‖狌‖－

ε

狆
犓狆‖狌‖狆

≥
１

狆
‖狌‖狆（１－

λ１
珔λ
－ε犓狆）－犆κ‖狌‖． （１５）

　　其中犓 和κ分别为Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入犠
１，狆
０ （Ω）犔狆（Ω）及犠

１，狆
０ （Ω）犔

１（Ω）的常数．取ε＞

０适当小，使得１－
λ１
珔λ
－ε犓狆＞０，由（１５）式知犑在犈２ 中有下界．这就完成了引理２．３的证

明． 

由引理２．２，引理２．３及鞍点定理（见［６］），我们得到：问题 （２）至少有一个非平凡弱解

狌∈犠
１，狆
０ （Ω）．

在（４）中取狏＝狌－，则有

〈犑′（狌），狌－〉＝∫Ω
－
［犱＋狘狌狘

２］
狆
２－１狘狌狘

２ｄ狓＋∫Ω
－
犺（狓）狘狌狘ｄ狓＝０，

从而狌≥０在Ω中几乎处处成立．由 ［８］我们知狌∈犆
１，α（Ω）．所以根据引理２．１有狌＞０在

Ω上处处成立．定理１．１成立．

为了证明定理１．２，我们引入下列引理２．４．

引理２．４
［５］
　对任意犚

犖 中的点犠１和犠２，如果狆＞２，那么

狘犠２狘
狆
≥狘犠１狘

狆＋狆狘犠１狘
狆－２犠１·（犠２－犠１）＋

狘犠２－犠１）狘狆

２狆－１－１
； （１６）

如果１＜狆≤２，那么

狘犠２狘
狆
≥狘犠１狘

狆＋狆狘犠１狘
狆－２犠１·（犠２－犠１）＋

３狆（狆－１）

１６

狘犠２－犠１）狘
２

（狘犠１狘＋狘犠２狘）
２－狆．

（１７）

　　定理１．２的证明　 设狌，狏∈犠
１，狆
０ （Ω）为问题（２）的两个弱正解．类似于 ［７］或 ［８］，我

们能证明狌，狏∈犆
１，α（Ω）．由定义，我们有

∫Ω

（犱＋狘狌狘
２）

狆
２－１狌·φｄ狓＝λ１∫Ω

狌狆－１φｄ狓＋∫Ω
犵（狓，狌）φｄ狓， （１８）

∫Ω

（犱＋狘狏狘
２）

狆
２－１狏·ψｄ狓＝λ１∫Ω

狏狆－１ψｄ狓＋∫Ω
犵（狓，狏）ψｄ狓 （１９）

对所有φ，ψ∈犠
１，狆
０ （Ω）成立．对ε＞０，设狌ε＝狌＋ε，狏ε＝狏＋ε
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φ＝
狌ε
狆－狏ε

狆

狌ε
狆－１

，　ψ＝
狏ε
狆－狌ε

狆

狏ε
狆－１

，

则
狌ε
狏ε
，狏ε
狌ε
∈犔

∞（Ω），且φ，ψ∈犠
１，狆
０ （Ω）．

因为

φ＝ ［１＋（狆－１）（
狏ε
狌ε
）狆］狌－狆（

狏ε
狌ε
）狆－１狏，

ψ＝ ［１＋（狆－１）（
狌ε
狏ε
）狆］狏－狆（

狌ε
狏ε
）狆－１狌，

狘ｌｏｇ狌ε狘＝
狘狌狘
狌ε

，

所以，我们得到

λ１∫Ω

［狌
狆－１

狌ε
狆－１－

狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓＋∫Ω

［犵
（狓，狌）

狌狆－１
狌狆－１

狌ε
狆－１－

犵（狓，狌）

狏狆－１
狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓

＝∫Ω

［犱＋狘狌ε狘
２］

狆
２－１狘狌ε狘

２ｄ狓＋∫Ω

［犱＋狘狏ε狘
２］

狆
２－１狘狏ε狘

２ｄ狓

－∫Ω

狏ε
狆

狌ε
狆
［犱＋狘狌ε狘

２］
狆
２－１狘狌ε狘

２ｄ狓－∫Ω

狌ε
狆

狏ε
狆
［犱＋狘狏ε狘

２］
狆
２－１狘狏ε狘

２ｄ狓

－∫Ω
狌ε

狆［ 犱

狘狏ε狘
２＋１］

狆
２－１狆狘ｌｏｇ狏ε狘

狆－２ｌｏｇ狏ε·（ｌｏｇ狌ε－ｌｏｇ狏ε）ｄ狓

－∫Ω
狏ε

狆［ 犱

狘狌ε狘
２＋１］

狆
２－１狘ｌｏｇ狌ε狘

狆－２ｌｏｇ狌ε·（ｌｏｇ狏ε－ｌｏｇ狌ε）ｄ狓．

由（１７）式知，当１＜狆≤２且０≤犱＜＋∞时，有

λ１∫Ω

［狌
狆－１

狌ε
狆－１－

狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓＋∫Ω

［犵
（狓，狌）

狌狆－１
狌狆－１

狌ε
狆－１－

犵（狓，狌）

狏狆－１
狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓

≥
３狆（狆－１）

１６ ∫Ω

（１
狏ε
狆－１＋

１

狏ε
狆－１
）

（狏ε狌－狌ε狏）
２

（狏ε狘狌狘＋狌ε狘狏狘）
２－狆ｄ狓≥０．

当狆＞２且犱＝０时，由（１６）式知

λ１∫Ω

［狌
狆－１

狌ε
狆－１－

狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓＋∫Ω

［犵
（狓，狌）

狌狆－１
狌狆－１

狌ε
狆－１－

犵（狓，狌）

狏狆－１
狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓

≥
１

２狆－１－１∫Ω

（１
狏ε
狆－１＋

１

狏ε
狆－１
）狘狏ε狌－狌ε狏狘

狆ｄ狓≥０．

令ε→０＋，我们得到
狌
狌ε
→１，

狏
狏ε
→１在Ω中几乎处处成立，且

ｌｉｍ
ε→０＋

λ１∫Ω

［狌
狆－１

狌ε
狆－１－

狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓

＋∫Ω

［犵
（狓，狌）

狌狆－１
狌狆－１

狌ε
狆－１－

犵（狓，狌）

狏狆－１
狏狆－１

狏ε
狆－１
］（狌ε

狆－狏ε
狆）ｄ狓≤０．

因此，在两种情况下，我们均有

狘狌－狌狏狘＝０在Ω中几乎处处成立，

即狌＝犽狏对某个常数犽＞０成立．由（１８）和（１９）知

∫Ω

犳（狓，狏）

狏狆－１
狏狆－１φｄ狓＝∫Ω

犳（狓，犽狏）
（犽狏）狆－１

狏狆－１φｄ狓

对所有φ∈犠
１，狆
０ （Ω）成立，从而由（犉２）知犽＝１，证毕． 
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