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基于最小均方误差和稀疏特征的欠定盲源分离
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摘要：针对欠定条件下的盲源分离问题，即观测信号个数小于信源个数的情况，提出了一种基于最小均方误差和

稀疏特征的算法．首先，利用变换后信源的稀疏特征，采用一新的势函数通过聚类算法估计混叠矩阵．然后利用混
叠矩阵和信源自身的相关性，通过寻找信源在聚类方向时间点上的精确值，以均方误差最小为准则寻找最佳分离

矩阵实现信源的分离，克服了传统的分离算法在寻找最佳分离子矩阵方面的缺点．仿真结果显示使用该方法分离
的信号具有更高的信噪比，和其他同类方法相比具有更优越的分离性能．
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０ 引言

大多数的盲源分离是采用独立分量分析算法，

利用高阶统计算法使分离出的信号尽量在统计上相

互独立以实现分离，且通常假定观测信号个数大于

或等于信源个数．但很多情况下这种条件很难满足，

如独立分量分析中基本的“鸡尾酒会”问题等．因此
欠定条件下的盲源分离问题具有重要的实际意义．

在欠定条件下，由于系统是不可逆的，理论上分

离有无穷多解，即使混叠矩阵已知，信号的分离较可

逆系统要困难的多，且不同的分解方法给出不同的

解．但是假若信号在时域或变换域具有某些特征，如
具有超高斯分布（语音信号）或稀疏性，即大多数的
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信号值较小或接近于０，少数值取较大的值，在这种
情况下可以利用信源的这种统计特征来实现信号的

分离．
稀疏描述近几年受到很多学者的关注【１２】，特别

是在欠定条件下的盲源分离问题，并提出了一些算

法来实现信号的分离．目前一般采用最大后验概率
为准则的极大似然估计算法，Ｌｅｗｉｃｋｉ【３】在假定信源
为超高斯分布的情况下，采用贝叶斯方法来估计混

叠矩阵和信源．在两步分离算法中【１，４】，首先估计混

叠矩阵，常用的算法有 Ｋ均值法【５】、中值聚类法【６】、

势函数、比幅聚类法【７】等，在第二步的信源分离阶

段，有最小化Ｌ１范数法【５】，最短路径法【７】，统计分离

法【４】等．其中最小化 Ｌ１范数法是最基本的算法，能
给出确定的解且对噪声具有较好的鲁棒性【５】．尽管
如此，Ｔａｋｉｇａｗａ等在分析了 Ｌ１范数法的性能后指
出【８】，即使在信源为超高斯分布的情况下，Ｌ１范数
法也不能给出最好的信号分离．以上算法，都是在概
率的意义下得到的，从统计的理论上来讲在一定的

条件下可给出较好的分离效果，但在某一固定的时

间点上会产生很大的误差，因此算法对信源的稀疏

性要求较高．
本文采用两步的方法来实现欠定条件下的信号

分离：首先，采用加权的势函数来估计信源的个数和

混叠矩阵；然后在混叠矩阵已知的条件下，提出了一

种新的基于最小均方误差的分离方法．最后给出仿
真实验结果．

１ 系统模型及问题描述

考虑如下无噪声情况下的线性混叠模型：

Ｘ＝ＡＳ． （１）
为分析方便，通常将矩阵 Ａ写成列向量ａｉ的形式，ｉ
代表列号，同时加上时间标志，如式（２）所示：

ｘｔ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉｓｔｉ，ｔ＝１，２，…，Ｔ． （２）

这里 Ｘ为Ｍ×Ｔ的矩阵，对应于时间 ｔ＝１，２，…，Ｔ，
其列向量为对应于 ｔ时刻的观测值向量ｘｔ；Ｓ为Ｎ×
Ｔ的矩阵，对应于时间 ｔ＝１，２，…，Ｔ，其列向量为对
应于 ｔ时刻的信源值向量；ｓｔｉ为第ｉ个信源在ｔ时刻
的值；Ａ为Ｍ×Ｎ的混叠矩阵，并假设其行是满秩
的；Ｍ、Ｎ分别为观测信号和信源信号个数；Ｔ为样
本点数．欠定情况下的分离问题是在只假设信源 ｓｉ
之间相互独立，Ａ和Ｓ均未知且Ｍ＜Ｎ的情况下实
现信源的分离，由于式（２）不可逆，故无法采用传统
的通过估计 Ａ来实现分离的算法，为此必须充分利

用信源的先验知识在众多解中来寻找趋向信源 Ｓ
的解．

２ 信源个数和混叠矩阵的估计

根据公式（２），如果信源具有超高斯分布特征或
稀疏性，在某一固定的时间点 ｔ上，只有１个信源的
取较大的值，而其他信源的取值较小或趋向于０，则
在观测信号 ｘｔ的散点图上将显示出信源的聚类方
向ａｉ，由此可以通过聚类算法得到信源的个数和单
位化的混叠矩阵，可见估计聚类方向就等价于估计

混叠矩阵 Ａ．由于一般信源在时域中并不是稀疏或
充分稀疏的，因此，需要对信号进行线性变换使之尽

量稀疏．通过比较不同变换的性能发现，短时 Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换后的实部和虚部组成的观测向量具有较好的稀

疏性．对 Ｍ＝２的情况，假设其列向量长度为 １，则
可以写成（ｃｏｓα，ｓｉｎα）Ｔ的形式，因此可以采用角度
来描述聚类方向．为此在聚类方向α的邻域内定义
基函数窗口如下：

φ（α）＝ｅｘｐ（－｜α｜），｜α｜＜π／４． （３）
则加权的势函数为

Φ（θ）＝∑
ｉ
ｌ２ｉφ（η（θｉ－θ））． （４）

其中，θ为待定的聚类中心的角度；θｉ为散图中各个

样本点的角度；η为尺度因子；ｌｉ为各个样本点的权
重，这里取为样本点向量长度的平方，以减小多数小

值对聚类方向的影响，提高估计的精度．对于θ∈
［０，π），通过势函数Φ （θ）的极大值的个数来确定
源信号的个数，并利用Φ（θ）局部最大值所处的位

置来估计各个向量 ａｉ，从而估计出混叠矩阵 Ａ．
在实际应用中，把θ∈［０，π）作 Ｋ等分，则会

得到离散的函数Φ（θ）值，估计聚类方向就等价于

确定Φ（θ）的各个局部峰值的位置．由于预先不知
道信源的个数，若尺度因子η大，则定位精度高，

但Φ（θ）不平滑，会出现多个极大值；若尺度因子η
小，则Φ（θ）平滑，极大值个数明显，可以准确地估

计信源的个数，但定位精度差．为此先采用较小的

η估计出极大值的个数和出现的区域以确定信源的

个数，然后在该区域中利用较大的η值估计出现极

大值的位置以精确确定混叠矩阵的数值．同时为了
降低计算的复杂度和提高精度，对于 ｌｉ＜Ｃ，则置

ｗｉ＝０，Ｃ为常数．通过调整η、Ｃ、Ｋ等参数来获得
最优估计．与传统方法相比较，本文提出的基函数

φ（α）更具有方向性．图 １显示了信号的变换及聚
类过程．
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图 １ （ａ）图为混叠信号经Ｆｏｕｒｉｅｒ变化后实部和虚部组成的
散点图；（ｂ）势函数对应不同尺度因子η＝１０和η＝
５０的变化曲线

Ｆｉｇ．１ （ａ）ＴｈｅｓｃａｔｔｅｒｐｌｏｔｏｆｔｈｅｒｅａｌａｎｄｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｓｏｆＦｏｕ
ｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｆｍｉｘｔｕｒｅ，ｗｈｉｃｈｈａｓｂｅｔｔｅｒｓｐａｒｓｅｎｅｓｓ；（ｂ）
Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ
ｉｎｇｔｏη＝１０ａｎｄη＝５０

３ 信源分离

混叠矩阵 Ａ被估计出来之后，下一步即估计源
信号．在信号恢复阶段，采用最大后验概率法．假设
信号具有Ｌａｐｌａｃｅ概率密度分布函数：

ｐ（ｓｉ）＝
１
２β
ｅｘｐ（－｜ｓｉ｜／β）． （５）

其中，β为方差参数．由于信号间相互独立，则信源
Ｓ的联合概率密度为

ｐ（Ｓ）＝∏
Ｎ

ｉ＝１

１
２β
ｅｘｐ（－｜ｓｉ｜／β）＝

１
（２β）

Ｎｅｘｐ －
１
β
∑
Ｎ

ｉ＝１
｜ｓｉ( )｜． （６）

由于 Ａ已知，在 Ｘ＝ＡＳ的条件下对式（６）最大化得

Ｓ^＝ａｒｇｍａｘ １
２Ｎβ

Ｎｅｘｐ －
１
β
∑
Ｎ

ｉ＝１
｜ｓｉ( )｜ Ｘ＝( )ＡＳ ＝

ａｒｇｍｉｎ（｜｜Ｓ｜｜１ Ｘ＝ＡＳ）． （７）

可见，最小化信号的１范数｜｜Ｓ｜｜１可给出信源的估计．
上述问题可以转化成求解式（８）的线性规划问题【２】：

ｍｉｎ∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｉ＝１
｜ｓｔｉ｜，给定 Ａｓｔ＝ｘｔ． （８）

３１ Ｌ１范数法和统计稀疏分解法的缺点
Ｌ１范数解在信源充分稀疏的条件下可以获得

很好的分离效果，并与 Ｌ０范数解等价【５】．但它对源
信号的稀疏性要求很高，本身存在不足．文献【７】证
明了最小化１范数法等价于最短路径法．最短路径
法通过寻找最靠近样本点的两个基向量的线性组合

作为最小化１范数的解．
如图２所示为２个观测信号和４个源信号的情

况，ｘｔ为某一时间点上的观测向量，ａｉ为信源的聚
类方向，利用最短路径法或Ｌ１范数法只有线性组合
（ａ１，ａ２）、（ａ２，ａ３）、（ａ３，ａ４）中的一对有可能被选
中，而其他的组合则不可能发生，这与实际情况不

符．由于每一个信源在某一时间点上都有可能取得
较大的值概率，且 ｘｔ的大小与方向的随机性与ａｉ

无关，信源越多，重合的信源矢量越多，误差就越大，

越不能反映实际的信源情况．

图 ２ 观测信号 ｘｔ的分解示意图，Ｍ＝２，Ｎ＝４
Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｘｔｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｕｍｎ

ｖｅｃｔｏｒｓｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ，Ｍ＝２，Ｎ＝４

基于统计稀疏性的分离算法【４】，在分离矩阵的

选择上作了一定的改进，在一定宽度的窗口上采用

统计的方法，用统计值代替窗口中心点时刻的值，但

由于统计的平滑作用，窗口中某一两个值的改变对

统计值影响很小，造成分离矩阵的缓慢变化，分离出

的某些信号在某一时间段内出现连续的零值，另一

些信号则连续出现较大的值，与信源的分布特性明

显不同．窗口越宽这种现象越严重，窗口变小又不具
有明显的统计特性．因此该方法改进效果不明显．
３２ 观测信号的分布特性分析

由公式（７）可以看出，最小化１范数可给出最优
解，但这是在假定信源为超高斯分布的情况下得到

的．分析观测信号不同数值范围的分布特性可知，取
值较大的点具有较好的稀疏性，在这些点上分离效

果较好，然而对取值较小的点而言，各个信源出现较

小值的概率都较大．从观测信号的角度来讲，这些值
的分布特性将趋向于高斯分布，数值越小这种现象
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越明显，因而其稀疏性较差或很差，即使经过变换也

很难达到好的稀疏性（参见图１（ａ））．如果按最小化
１范数进行分离，则不能保证分离的信号具有最小
的１范数．
３３ 最小均方误差算法

根据以上的分析，本文提出了一种基于最小均

方误差的方法，其基本思想是：利用第一步估计到的

混叠矩阵，采用比幅法得到只有一个信源值不为 ０
的点的集合，由此可得到信源在这些点上的精确值．
对于２个观测信号的混叠情况，若在某一时刻 ｔ，只
有 ｓｉ信源不为０，其他信源的值均为０，则有

ｋｔ＝
ｘｔ１
ｘｔ２
＝
ａ１ｉｓ

ｔ
ｉ

ａ２ｉｓ
ｔ
ｉ
＝
ａ１ｉ
ａ２ｉ
． （９）

由于 ａｉｊ已知，可得到只有 ｓｉ信源不为 ０的所有点，
实际应用时取一容限值，本文取±５％．设其点得集
合为 Ｓｉ，则集合中 ｓｉ的精确值为

ｓｔｉ＝
ｘｔ１
ａ１ｉ
＝
ｘｔ２
ａ２ｉ
． （１０）

在进行信源分离时，采用最小化１范数和最小
最小均方误差相结合，在保证分离信源具有最小 １
范数的同时，利用信源相邻点之间的相关性，使分离

信源在这些对应点附近与实际的信源精确值的误差

最小．为此采用一窗口，以最小均方误差为准则寻找
最佳分离子矩阵对信源进行分离．在不同的时间点
上有以下３种情况：

（１）在精确点上，按式（１０）进行分离．
（２）若窗口内无精确值，按式（８）最小化１范数

寻找最优子矩阵进行分离．
（３）若窗口内有精确值，按最小均方误差寻找

最优子矩阵进行分离，如式（１１）：

ｍｉｎＥｒｒ＝１Ｎ１∑
Ｎ１

ｔ＝１

１
Ｎ２∑

Ｎ２

ｋ＝１

ｓ^ｉｋ－ｓｉｔ
ｓ( )
ｉｔ

{ }２ ，Ｓｉｔ∈Ｓｉ．（１１）
其中，Ｎ１为窗口内第 ｉ个信源具有精确值点的个
数；ｓｉｔ为ｔ时刻的精确值；Ｎ２为窗口内点的个数；^ｓｉｋ
为按某一分离子矩阵得到的第ｉ信源的估计值．最
小化式（１１）可获得窗口中心点的最佳分离子矩阵以
实现分离．

按以上方法进行分离，在统计上保证了分离的

信源具有最小的 １范数，满足式（７）的要求，在精确
值的附近可获得逼近信源解的最佳分离子矩阵，同

时在具体的时间点上又具有很好的跟踪信源内在变

化的特性，信源的稀疏性越好或稀疏点在整个信源

时段分布越均匀，则分离效果越好．
从运算量上来看，虽然较 Ｌ１范数法有所增大，

但与其它统计算法相比，由于该方法侧重于信号动

态特性的跟踪，窗口取的较小，运算量要明显减少，

仿真时也证明了这一点，因此该方法具有较好的使

用价值．

４ 仿真实验及分析

原始语音来自 ＴＩＭＩＴ语音数据库，采样频率为
８ｋＨｚ，字长为１６ｂｉｔ．一共４路语音，两路男音和两路
女音，每路语音取１２２８８个样本点．
４１ 信源个数与混叠矩阵的估计

取一２×４矩阵对原始语音进行混叠得到二路
混叠信号，混叠矩阵取为

Ａ＝
ｃｏｓ３０°
ｓｉｎ３０°

ｃｏｓ６０°
ｓｉｎ６０°

ｃｏｓ１１０°
ｓｉｎ１１０°

ｃｏｓ１６０°[ ]ｓｉｎ１６０°
．

采用两步估计算法进行估计．由于信源在时域
中不充分稀疏，采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，每帧加 Ｈａｎｎｉｎｇ
窗，窗口宽度为２５６点，对应时域长度３２ｍｓ．由于是
线形变换，变换后其实部和虚部的系数矩阵 Ａ保持
不变，考虑到 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的对称性，取对应于正频
率的实部和虚部的组合组成变换后的观测向量，以

此来进行 Ａ的估计．第一步估计信源个数，取小尺
度因子η＝１０，Ｋ＝１８０，分辨率为 １°，得到 ４个极值
的平滑曲线，参见图 １（ｂ），第二步在上述 ４个极值
点的±５度的小范围内按 ０１°的分辨率，用大尺度
因子η＝５０进行精确定位，得到聚类方向分别为
２９６°、５９９°、１１０３°和 １５９９°，可见该方法能精确得
到混叠矩阵 Ａ，其误差矩阵为

Ａ－Ａ^＝
－０００３５ －０００１５０００４９ －００００６[ ]０００６１ ００００９０００１８ －０００１６

．

４２ 源信号的分离

为验证该分离算法的性能，对２个观测信号和
４个源信号的情况，取窗口长度 Ｎ２＝８，在稀疏行较
差（情况Ⅰ）和稀疏性较好（情况Ⅱ）下分别进行了分

离，同时与最小化１范数法进行比较．定义分离信号
的信噪比如式（１２），其中 Ｓ^为分离信号，Ｓ为原
始信号，实验结果见表 １．图 ３为一实际的分离结
果．

ＳＮＲ＝１０ｌｏｇ‖Ｓ‖２／‖Ｓ^－Ｓ‖２． （１２）

表 １ 不同分离方法的信噪比性能比较表

Ｔａｂｌｅ１ ＴｈｅＳＮＲｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

源信号
情况Ⅰ

Ｌ１范数法 本文方法

情况Ⅱ

Ｌ１范数法 本文方法

Ｓ１ ３２５６ ５１３５ ２３８６９ ２４３４７
Ｓ２ ２４９３ ４０７９ ２４０１４ ２４５９８
Ｓ３ ４２７８ ６０２７ ２８００７ ２８８２３
Ｓ４ ４４７４ ５９２５ ２３２３１ ２３９１０
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图 ３ 语音信号的分离

Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅｓｅｐａｒａｔｉｏｎｏｆｓｐｅｅｃｈｓｉｇｎａｌ

由表１的结果可见，在两种稀疏性的情况下，本
文的方法都比最小化１范数法取得了较好的分离效
果，在信源稀疏性差（情况Ⅰ）的情况下效果更好．可
见该方法对稀疏性的要求较小，取得了满意的分离

效果．主观评价分离效果，通过试听分离后的语音信
号，与最小化１范数法相比较，语音清晰度得到较好
的提高，连贯性得到改善．

５ 结论

欠定条件下的盲源分离问题在盲信号处理中具

有重要的实际意义，在混叠矩阵估计上，采用两次聚

类实现精确估计．在信源恢复上，通过分析信源在不
同数值情况下的稀疏性，采用逼近信源精确值的方

法以获得最佳的分离矩阵，克服了 Ｌ１范数解的缺
点，降低了对信源稀疏性的要求，仿真结果取得了较

Ｌ１范数方法更好的分离效果．
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